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ALLE BECHTE, EINSCHLIESSLICH DES ÜBEBSETZÜNGSBECHTS, VOBBEHALTEN. 



Yorwort. 

Durch meine Arbeiten über die Mechanik der lebenden Körper 
sah ich mich seiner Zeit genötigt, unter anderen zunächst allgemeine 
Untersuchungen über die Kinetik solcher Systeme von Körpern an- 
zustellen, bei welchen diese Körper in irgend einer Weise durch Ge- 
lenke beweglich unter einander verbunden sind. Denn es stellte sich 
heraus, daß die theoretische Mechanik bisher nur wenig Veranlassung 
genommen hatte, sich mit derartigen Systemen, die ich kurz als „Ge- 
lenksysteme" bezeichne, eingehender zu beschäftigen. Die zahlreichen 
Untersuchungen, welche über die Kinetik der bei den Maschinen ver- 
wendeten Getriebe vorlagen, konnten der Untersuchung der allgemeinen 
n-gliedrigen Gelenksysteme verhältnismäßig wenig nützen, da sie sich 
nur mit einem ganz speziellen Falle, dem der zwangläufigen Gelenk- 
systeme, beschäftigen. Die bei den lebenden Körpern auftretenden 
Gelenksysteme unterscheiden sich aber ganz wesentlich von den Ge- 
trieben der Maschinen gerade dadurch, daß ein großer Teil der Ge- 
lenke nicht zwangläufig, und das ganze System in der Regel mit 
sehr viel Graden von Bewegungsfreiheit versehen ist. Es kommen 
zwar bei den Maschinen zuweilen auch Gelenke mit größerer Be- 
wegungsfreiheit vor, so z. B. die sogenannten Kugelgelenke. Wo dies 
der Fall ist, werden aber in der Regel diese Gelenke doch nur mit 
einem Grade von Bewegungsfreiheit, also als zwangläufige verwendet. 
Es ist ja eben der Zweck der meisten Maschinen, irgend einen Teil 
derselben durch die Gelenkverbindungen mit anderen in eine ganz 
bestimmte Bewegung zu zwingen. Die Getriebe der Maschinen bilden 
daher mit wenig Ausnahmen Gelenksysteme von nur einem Grade der 
Freiheit, während die organischen Gelenksysteme im allgemeinen 
durch eine große Anzahl von Freiheitsgraden charakterisiert sind. 

Das vorliegende Buch gibt nun eine zusammenfassende Dar- 
stellung meiner Untersuchungen über die Kinetik der Gelenksysteme 
und zeigt an einer großen Reihe von Anwendungen auf die Be- 
wegungs- und Gleichgewichtszustände des Menschen, daß dieselben die 
allgemeine Grundlage für eine Mechanik der lebenden Körper bilden 
können. 

W^ährend die Maschinenlehre die Untersuchung der allgemeinen 

ti* 
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VI Vorwort. 

gleichungen der Bewegungen eines lebenden Körpers aufzustellen; die- 
selben erscheinen aber in der Regel in einer so verwickelten Form, 
daß hierdurch ihre Verwendung für die Lösung kinetischer Probleme 
der Bewegungsphysiologie nahezu illusorisch gemacht ist. Es war 
daher zu untersuchen, ob sich nicht eine wesentliche Vereinfachung 
in der Form der Bewegungsgleichungen ermöglichen läßt. Dies Ziel 
wird erreicht durch die Einführung gewisser Massensysteme und fester 
Punkte innerhalb der einzelnen Glieder, von denen namentlich die 
letzteren, welche ich als „Hauptpunkte der Körperteile" bezeichne, eine 
ähnlich hervorragende Rolle in der Kinetik der Gelenksysteme spielen, 
wie der Schwerpunkt in der Kinetik eines einzelnen starren Körpers. 
Da diese Massensysteme und Punkte für alle Gelenksysteme Bedeutung 
besitzen, gleichgültig ob es sich um einen lebenden Körper oder eine 
Maschine handelt, und da ihre Einführung durchaus nicht willkürlich, 
sondern wie die im 7. Abschnitt gegebene Interpretation der Be- 
wegungsgleichungen zeigt, im Wesen der Sache begründet ist, so 
glaube ich mit ihnen auch das Interesse der Vertreter der tech- 
nischen Mechanik zu erregen. Die angeführten Beispiele aus der 
technischen Mechanik werden zeigen, daß die neuen Methoden tat- 
sächlich für die Lösung mancher Probleme der technischen Mechanik 
von einigem Nutzen sein können. 

Zum Schluß noch ein Wort über das bei den Anwendungen auf 
den lebenden Körper benutzte Maßsystem. Man ist gewöhnt, in der 
Physiologie und Anatomie als Einheit der Kraft nicht das Dyn, son- 
dern das Kilogrammgewicht zu verwenden. Nimmt man als Längen- 
einheit das Zentimeter und als Zeiteinheit die Sekunde, so muß man 
als Masseneinheit die Masse von 981000 Gramm ansehen. Man er- 
hält daher in diesem System die Massenzahl, indem man die Anzahl 
der Gramm eines Körpers durch 981000, oder die Anzahl seiner 
Kilogi'amm durch 981 dividiert. Wenn auch hierbei die Massen der 
einzelnen Abschnitte des lebenden Körpers durch verhältnismäßig sehr 
kleine Zahlen ausgedrückt werden, so hat man doch den Vorteil, daß 
alle Kräfte bei den sämtlichen Rechnungen sich gleich in Kilogramm 
ergeben. Auf die Bestimmung der Kräfte kommt es aber bei vielen 
Problemen der Bewegungsphysiologie vor allen Dingen an, während 
die Massen, sowie auch die Trägheitsmomente bei denselben in der 
Regel nur die RoUe von Hilfsgi-ößen spielen. 

Nachdem ich seiner Zeit die Bearbeitung des Artikels über phy- 
siologische Mechanik für die Enzyklopädie der mathematischen Wissen- 
schaften übernommen hatte, bin ich der Aufforderung der Firma 
B. G. Teubner zur Abfassung dieses Buches gern nachgekommen. 
Wurde ich doch hierdurch in den Stand gesetzt, die in jenem Referat 
naturgemäß nur kurz angedeuteten neuen Methoden der physiologischen 
Kinetik eingehender darzulegen und zu begründen, so wie an einer 
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Reihe von Beispielen zu zeigen, in welcher Weise dieselben für die 
Lösung bestimmter Probleme der Physiologie ebenso wie der tech- 
Bischen Mechanik verwertet werden können. Die dem Umfang des 
Buches notwendiger Weise gesetzten Grenzen brachten es jedoch mit 
sich, daß auch hier noch vieles nur angedeutet und in groben Um- 
rissen dargestellt werden konnte. Es muß daher in vielen Fällen 
außerdem auf das Studium der Originalabhandlungen verwiesen werden. 
Daher findet sich am Schlüsse des Buches neben den Angaben früherer 
Werke, welche unter anderem den gleichen Gegenstand nach dem je- 
weiligen Stande der Wissenschaft in zusammenfassender Weise be- 
handeln, ein Verzeichnis derjenigen meiner Arbeiten, von deren Er- 
gebnissen das Buch eine zusammenfassende Darstellung gibt. 

Leipzig, im März 1906. 

Otto Fischer. 
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Einleitung. 



Wenn man die Bewegungs- und Gleichgewichtszustände des leben- 
den menschlichen oder tierischen Kölners der Untersuchung unter- 
werfen will, so ist man in mehrfacher Hinsicht genötigt, vereinfachende 
Annahmen über die Zusammensetzung und das mechanische Verhalten 
der einzelnen Körperteile und über die Gelenkverbindungen zwischen den- 
^ selben zu machen, welche in der Natur nicht streng verwirklicht sind. 

So muß man beispielsweise die mit der Atmung, der Zirkula- 
tion des Blutes, sowie der Kontraktion von Muskeln und passiven 
Anspannung von Gelenkbändern einhergehenden Deformationen und 
Massenverschiebungen innerhalb der einzelnen Körperteile vernach- 
lässigen und diese selbst als starre Massen auffassen, um die sich 
darbietenden Probleme überhaupt der mathematischen Behandlung 
zugänglich zu machen. 

Man kann weiterhin in vielen Fällen die Lösung eines Problems 
dadurch vereinfachen, daß man von der Beweglichkeit in einigen Ge- 
lenken abstrahiert und damit die Anzahl der Glieder des lebenden 
Körpers vermindert, welche in Anbetracht des Zieles der jeweiligen 
Untersuchung mit genügender Genauigkeit als starre Körper aufgefaßt 
werden können. So ist ohne weiteres zu erkennen, daß von. der 
Beweglichkeit in den Fingergelenken, ja selbst im Handgelenk bei 
den Bewegungen des Gehens, Springens und Laufens im allgemeinen 
kein Gebrauch gemacht wird. Es empfiehlt sich daher, bei der Unter- 
suchung dieser Lokomotionsbewegungen die Hand und die Finger mit 
dem Unterarm zusammen als einen einzigen starren Körperteil auf- 
zufassen. Dies bedingt eine ganz wesentliche Vereinfachung der 
Untersuchung, ohne jedoch auf der anderen Seite die Gültigkeit und 
Genauigkeit der erlangten Resultate wesentlich zu beeinträchtigen. 
Allerdings darf man in der Reduktion der Gliederzahl nicht zu weit 
gehen. Mit der Feststellung der Fuß- und Kniegelenke, wie sie von 
den Brüdern Web er ^) für ihre Theorien der verschiedenen Lokomo- 
tionsarten angenommen war, entfernt man sich zu sehr von den tat- 



1) Vgl. W. Weber und E. Weber, Mechanik der menschlichen Gehwerk- 
aeuge, Göttingen 1836 und W. Webers ges. Werke, Berlin 1894, Bd. 6. § 128. 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 1 



2 Einleitung. 

sächlichen Verhältnissen, als daß den Resultaten einer unter dieser 
Voraussetzung angestellten theoretischen Untersuchung über das Gehen 
und Laufen noch mit genügender Annäherung strenge Gültigkeit zu- 
zuschreiben wäre. 

Eine weitere Vereinfachung macht sich in vielen Fällen hinsicht- 
lich der Gelenkbewegungen erforderlich. Infolge der zum Teil recht 
komplizierten Formen der Gelenkflächen und in Anbetracht deis Um- 
standes, daß bei der Deformierbarkeit des Knorpelüberzugs der Gelenk- 
enden der Knochen diese Flächen bis zu gewissem Grade während 
der Bewegung mit dem stetig wechselnden Druck im Gelenk sich 
ändern, gestaltet sich die Gelenkbewegung am lebenden Körper viel 
weniger einfach, als dies bei ^en meisten Maschinengelenken der Fall 
ist. Man hat es in der Regel nicht einmal mit einem festen Gelenk- 
mittelpunkt, geschweige denn mit einer festen Gelenkachse zu tun, 
sondern die Bewegung des einen Körperteils gegen den benachbarten 
findet meist entweder um instantane Schraubenachsen, oder doch 
wenigstens um instantane Drehungsachsen statt, welche gewöhnlich 
ihre Richtung stetig etwas ändern und dabei nicht genau, sondern 
vielfach nur annähernd durch ein und denselben Punkt hindurchgehen, 
in manchen Fällen, wie z. B. beim Kniegelenk, aber auch sehr be- 
trächtliche Ortsänderungen erfahren. Eine spezielle Kinematik der 
organischen Gelenke hätte allen diesen Verhältnissen genau Rechnung 
zu tragen. Für eine kinetische Untersuchung der durch die Muskeln 
im Leben tatsächlich hervorgebrachten Gliederbewegungen des mensch- 
lichen und tierischen Körpers würde eine Berücksichtigung aller Einzel- 
heiten der Gelenkbewegungen in vielen Fällen jedoch nur eine große 
Komplikation bedeuten, welche in Anbetracht der bei derartigen Unter- 
suchungen notwendigen vereinfachenden Annahmen in gar keinem Ver- 
hältnis zu der überhaupt erreichbaren Genauigkeit stände. 

Aus diesem Grunde ist es oft nicht nur erlaubt, sondern sogar 
direkt geboten, die Gelenkbewegungen bis zu gewissem Grade zu 
schematisieren. Man wird bei kinetischen Untersuchungen eine feste 
Gelenkachse annehmen, wenn die Lage- und Richtungsänderungen 
derselben im Vergleich zu dem Umfang der Relativbewegungen der 
beiden Körperteile nur gering sind; in anderen Fällen wird man 
wenigstens von einem festen Gelenkmittelpunkte reden. Die Gelenke 
mit fester Achse kann man dabei als einen Sonderfall der Gelenke 
mit festem Gelenkmittelpunkt ansehen, indem man einen mittleren 
Punkt der Achse als den Gelenkmittelpunkt auffaßt. Es gibt aller- 
dings auch Fälle, in denen eine derartige Schematisierung der Gelenk- 
bewegung zu große Abweichungen von den tatsächlichen Verhält- 
nissen nach sich zieht; doch bilden dieselben immerhin die Ausnahme, 
so daß zunächst von ihnen abgesehen werden kann. 

Selbst bei den angedeuteten Vereinfachungen des menschlichen 
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und tierischen Körpers zeigen dieselben im allgemeinen noch viel 
mannigfaltigere Gliederung und verwickeiteren Bau als die meisten 
künstlichen Maschinen. Gemeinsam ist aber beiden, den lebenden 
Organismen wie den Maschinen, daß sie ein zusammenhängendes 
System von starren Körpern darstellen, welche in irgend einer Weise 
untereinander durch Gelenke verbunden sind. Ein solches zusammen- 
hängendes System soll als ein „Gelenksystem" bezeichnet sein, und 
die einzelnen gelenkig miteinander verbundenen Teile desselben mögen 
die „Glieder" des Gelenksystems heißen. Über die Gelenkverbin- 
dungen- soll zunächst nur die Aimahme gemacht werden, daß sie 
einen festen Gelenkmittelpunkt besitzen; im übrigen brauchen sie 
aber durchaus nicht zwangläufig zu sein, wie es allerdings bei den 
Maschinen die Begel ist, sondern sie dürfen den benachbarten Gliedern 
Relativbewegungen von ein, zwei und drei Graden der Freiheit ermög- 
lichen. Man wird sie demnach als Gelenke von ein, zwei und drei 
Graden der Freiheit voneinander zu unterscheiden haben. 

Wenn nun ein Glied eines Gelenksystems in Bewegung gesetzt 
wird, so können dabei im allgemeinen die anderen Glieder nicht 
gleichzeitig in Ruhe bleiben, sondern diese müssen sich infolge des 
Gelenkzusammenhanges in irgend einer Weise an der Bewegung des 
einen Gliedes beteiligen und dadurch auf die letztere modifizierend 
einwirken. Der einfachste Fall, welcher hierbei eintreten kann, ist 
der, daß bei der Bewegung des einen Gliedes alle anderen Glieder 
nur Translationsbewegungen ausführen, d. h. also solche Bewegungen, 
bei denen aUe Punkte derselben in jedem Augenblicke gleich große 
und parallele Geschwindigkeit besitzen und daher kongruente Bahnen 
beschreiben. 

Nimmt man beispielsweise an, ein Mensch stehe auf einem Bein 
so, daß zunächst die ganze Fußsohle den Erdboden berührt, und 
erhebe sich nun auf die Zehen. Bei dieser Bewegung muß der Fuß, 
mit dem der Mensch allein aufsteht, eine Drehung um eine horizon- 
tale Achse ausführen, welche annähernd durch die Köpfe der Mittel- 
fußknochen hindurchgeht. Die übrigen Körperteile können dabei im 
allgemeinen nicht in ihrer Lage bleiben; ihre Bewegung möge im 
besonderen Falle so sein, daß sie alle gleichzeitig um dieselbe Strecke 
gehoben werden, ohne eine Richtungsänderung ihrer Längsachsen zu 
erfahren. Diese Körperteile führen dann eine Translationsbewegung 
aus, welche durch die Bahn eines Punktes der Achse des Fußgelenks 
(oberen Sprunggelenks), etwa des Mittelpunktes derselben, vollständig 
bestimmt ist. Der ganze menschliche Körper mit Ausnahme des 
allein aufgesetzten Fußes verhält sich dabei wie ein einziger starrer 
Körper, welcher durch einen von Seiten des einen Fußes im Fuß- 
gelenk auf ihn in vertikaler Richtung von unten nach oben aus- 
geübten Druck gehoben werden muß und hierdurch rückwärts die 
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Drehung des Fußes beeinflußt. Sieht man von der Einwirkung des 
Luftwiderstandes und der sehr geringen Reibung im Gelenk ab, so 
ist für die Größe dieses Druckes, wie sich herausstellen wird, außer 
der Spannung der über das Fußgelenk hinwegziehenden und die Er- 
hebung in erster Limie hervorbringenden Muskeln und GelenkKänder 
nur noch das Gewicht bzw. die Masse des Körpers ohne Fuß und 
die Beschleunigung der Äufwärtsbewegung maßgebend. Dagegen hängt 
derselbe unter den gegebenen Verhältnissen in keiner Weise von der 
Haltung der einzelnen Glieder und der durch dieselbe bedingten 
Schwerpunktslage des gehobenen Abschnittes des menschlichen Körpers 
ab. Der Druck würde genau derselbe sein müssen, wenn zufällig 
der Schwerpunkt der ganzen gehobenen Masse, mit dem Mittelpunkt 
des Fußgelenkes zusammenfiele, was sich natürlich im vorliegenden 
Falle nicht erreichen läßt. Aus diesem Grunde erweist es sich als 
besonders zweckmäßig, für die Untersuchung der Bewegung des auf- 
gesetzten Fußes die Gesamtmasse der übrigen Körperteile im Mittel- 
punkte des Fußgelenkes konzentriert zu denken und den Einfluß fest- 
zustellen, welchen eine solche im Fußgelenk dem Fuß anhaftende 
Masse auf die Bewegungen desselben ausübt. 

In der Regel werden nun beim Erheben auf die Zehen eines 
Fußes die übrigen Körperteile nicht nur Translationsbewegungen aus- 
führen, sondern es werden dabei auch die Längsachsen der letzteren 
ihre Richtung im Räume verändern und zum Teil auch Drehungen 
in den übrigen Gelenken des menschlichen Körpers, z. B. im Knie- 
gelenk und im Hüftgelenk, eintreten. Dann läßt sich aber wenigstens 
die Untersuchung dadurch wesentlich vereinfachen, daß man von der 
Bewegung eines jeden der übrigen Körperteile eine Translations- 
bewegung nach Maßgabe der Bewegung des Fußgelenkmittelpunktes 
absondert. 

In einem anderen Falle möge der menschliche Körper mit dem 
Rücken auf dem Wasser liegen. Wenn nun das betreffende Individuimi 
durch geeignete Kontraktion von Muskeln etwa seinem rechten Ober- 
schenkel eine Drehung in einer zur Medianebene des Körpers parallelen 
Ebene erteilt, so werden wiederum die anderen Glieder seines Körpers 
im allgemeinen mit bewegt werden. Angenommen, diese Bewegungen 
aller übrigen Glieder seien reine Translationsbewegungen; dann kommen 
überhaupt nur zweierlei Translationsbewegungen vor. Die beiden 
durch das rechte Kniegelenk mit dem rechten Oberschenkel verbun- 
denen Glieder, nämlich der rechte Unterschenkel und der rechte Fuß, 
werden gemeinsam mit allen ihren Punkten die gleiche Bewegung 
ausführen wie ein Punkt der zur Medianebene des Körpers nahezu 
senkrechten Knieachse, etwa der Mittelpunkt derselben. Alle noch 
fehlenden Körperteile, welche durch das rechte Hüftgelenk unmittel- 
bar oder doch wenigstens mittelbar mit dem rechten Oberschenkel 
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in Verbindung stehen, müssen dagegen eine Translationsbewegung 
nach Maßgabe der Bewegung des rechten Hüftgelenkmittelpunktes aus- 
führen. Der Oberschenkel wird nun dadurch, daß er die beiden am 
Kniegelenk und Hüftgelenk hängenden Abschnitte des Körpers mit 
bewegen muß, veranlaßt, sich ganz anders zu bewegen, als wenn er 
außer Zusammenhang mit denselben wäre. Für den Einfluß, welchen 
diese beiden Körperabschnitte allein infolge ihrer Massen auf die 
Drehung des Oberschenkels unter den vorausgesetzten Umständen aus- 
üben, kommt wiederum die ursprüngliche Haltung des Körpers und 
die Lage der Schwerpunkte dieser beiden Abschnitte gegenüber den 
Gelenken gar nicht in Betracht. Die Drehung des Oberschenkels 
würde unter sonst gleichen Umständen genau die gleiche sein, wenn 
zufällig der gemeinsame Schwerpunkt des am Kniegelenk hängenden 
Abschnittes gerade mit dem Kniegelenkmittelpunkt, und der Schwer- 
punkt des am Hüftgelenk hängenden Abschnittes geirade mit dem 
Hüftgelenkmittelpunkt zusammenfiele. Daß dies sich beim mensch- 
lichen Körper ebensowenig verwirklichen läßt, wie überhaupt der 
Fall, daß bei der Drehung des Oberschenkels die beiden an ihm 
hängenden Abschnitte reine Translationsbewegungen ausführen, ist 
dabei ganz gleichgültig. Wie auch die begleitende Bewegung eines 
jeden der beiden -Abschnitte des Körpers tatsächlich beschaffen sein 
möge, so kann man aber doch jedenfalls von derselben eine solche 
reine Translationsbewegung von der dann noch übrig bleibenden 
Rotationsbewegung abgesondert denken und fragen, in welcher Weise 
die Translationsbewegungen, und in welcher die Rotationsbewegungen 
der am Kniegelenk einerseits und am Hüftgelenk andererseits hängen- 
den Körperteile auf die Drehung des rechten Oberschenkels einwirken. 
Der Einfluß der beiden Translationsbewegungen kann, wie sich zeigen 
wird, wieder in einfacher und doch zugleich erschöpfender Weise 
dadurch in Rechnung gezogen weHen, daß man sich im Mittelpunkt 
des rechten Kniegelenks die Massen des rechten Unterschenkels und 
Fußes, und gleichzeitig im Mittelpunkt ' dps rechten Hüftgelenks die 
Massen alleff übrigen Körperteile, also des ^Tjzen Rumpfes, des Kopfes, 
des ganzen linken Beins und döTf beiden Arine konzentriert denkt. 

Ein solches fingiertes Massensystem, das man erhält, wenn man 
im Mittelpunkt eines jeden Gelenks, durch welches ein Glied des 
menschlichen Körpers mit anderen iri Verbindung steht, die Massen 
derjenigen Körperteile konzentriert denkt, welche bei Durchtrennung 
dieser Gelenkverbindung von dem betreffenden Gliede abfallen würden, 
ist von mir als ein ,,r^edUi^jje*iÄa_SjsijMö^' bezeichnet worden. In 
diesem Sinne wird man beim ersten Beispiele auf das ,p-eduzierte Fuß- 
system" geführt, indem man im Mittelpunkt des Fußgelenks die Massen 
aller anderen Körperteile konzentriert denkt. Beim zweiten Beispiel 
erhält man durch die Konzentration des rechten Unterschenkels und 
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Fußes im rechten Kniegelenk einerseits, und der Massen der übrigen 
Körperteile im rechten Hüftgelenk andererseits das rechte „reduzierte 
Oberschenkelsystem'^ Femer würde man zu dem „reduzierten Rumpf- 
system" gelangen, indem man im Mittelpunkte eines jeden Hüftgelenks 
die Masse des an ihm hängenden Beins, im Mittelpunkte jedes Schulter- 
gelenks die Masse des an demselben befestigten Armes und endlich im 
Mittelpunkte des Kopfgelenks (Atlantooccipitalgelenks) die Masse des 
Kopfes konzentriert und dem Rumpfe hinzugefügt denkt. 

Aus der Art der Zusammensetzung der reduzierten Systeme ist 
ohne weiteres zu erkennen, daß ein jedes die Masse des ganzen 
menschlichen Körpers besitzen muß. Weiterhin sieht man auch leicht 
ein, daß der Schwerpunkt eines reduzierten Systems in allen Fällen 
einen festen Punkt des dem System zugrunde liegenden Körperteils 
darstellt, der aber im allgemeinen von dem Schwerpunkt des betreffen- 
den Körperteils allein weit abliegt. So wird der Schwerpunkt eines 
reduzierten Fußsystems infolge der großen Massenkonzentration im 
Fußgelenk sehr nahe am Mittelpunkte dieses Gelenks zu suchen sein. 
Auch der Schwerpunkt eines reduzierten Oberschenkelsystems wird viel 
näher dem Hüftgelenkmittelpunkte als dem Einzelschwerpunkte des 
Oberschenkels liegen. Nur beim reduzierten Rumpfsystem wird sich 
der Schwerpunkt nicht gar zu weit vom Einzelschwerpunkte des 
Rumpfes entfernen. Immerhin wird er auch hier nicht mit dem 
letzteren zusammenfallen können, sondern unterhalb desselben zu 
suchen sein, weil die Massen der beiden Beine die Massen der Arme 
und des Kopfes beträchtlich an Größe übertreffen. 

Der Schwerpunkt eines reduzierten Systems ist von mir als der 
„Hauptpunkt des Gliedes", welches dem reduzierten System zu- 
grunde liegt, und dieses Glied selbst als das „Kernglied des redu- 
zierten Systems" bezeichnet worden. Demnach stellt also der Haupt- 
punkt des Fußes den Schwerpunkt des reduzierten Fußsystems, der 
Hauptpunkt des Rumpfes den Schwerpunkt des reduzierten Rumpf- 
systems dar, usw. 

Es wird sich im Laufe der weiteren Untersuchung zeigen, daß 
die Einführung der reduzierten Systeme und Hauptpunkte der Glieder 
eines Gelenksystems keineswegs willkürlich, sondern im Wesen der 
Sache begründet ist. Es wird sich weiterhin herausstellen, daß der 
Hauptpunkt eines Gliedes, solange dasselbe im Zusammenhang mit 
den übrigen ist, für die Kinetik desselben eine ähnliche fundamentale 
Rolle spielt, wie der Schwerpunkt eines einzigen starren Körpers bei 
der Untersuchung der durch äußere Kräfte hervorgebrachten Be- 
wegung. Dagegen verliert der Hauptpunkt eines Gliedes sofort seine 
Bedeutung, wenn auch nur eins von den übrigen Gliedern aus dem 
Zusammenhang mit dem Körper gelöst wird, wie es beim Menschen 
zuweilen auf dem Wege der Amputation geschehen muß; es über- 
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nimmt dann aber ein anderer Punkt des betreffenden Gliedes die Bolle 
des Hauptpunktes. 

Wie die Schwerpunkte der reduzierten Systeme eine wichtige 
Holle in der Kinetik der Gelenksysteme spielen , so besitzen auch^ 
wie sich weiter zeigen wird, die Trägheitsmomente und die sie ver- 
anschaulichenden Trägheitsellipsoide der reduzierten Systeme große 
Bedeutung für die kinetischen Untersuchungen. 

Eine Mechanik des menschlichen und tierischen Körpers hat 
daher außer den Massen, Schwerpunkten und Trägheitsmomenten der 
einzelnen Körperteile vor allen Dingen die Hauptpunkte der Glieder 
und die Trägheitsmomente der verschiedenen reduzierten Systeme 
festzustellen und sich eine eingehende Kenntnis von den Eigenschaften 
der reduzierten Systeme und ihrer Schwerpunkte, d. h. also der Haupt- 
punkte der einzelnen Glieder, zu verschafiFen, bevor sie die sich dar- 
bietenden speziellen kinetischen Probleme in Angriff nehmen kann. 

Es liegt in der Natur der Sache, daß die reduzierten Systeme 
und die Hauptpunkte auch für die Kinetik der künstlichen Maschinen 
Bedeutung haben. Während es bei den Bewegungen des mensch- 
lichen Körpers nur selten vorkommt, daß die an einem Glied hängen- 
den anderen Glieder bei -der Drehung des ersteren nur Translations- 
bewegungen ausführen, findet sich dieser Fall bei Maschinen öfter 
verwirklicht. So ist beispielsweise beim Schubkurbelgetriebe die Be- 
wegung des aus Kreuzkopf, Kolbenstange und Kolben bestehenden 
Gleitstücks eine reine Translationsbewegung. Daher wird hier der 
Einfluß derselben auf die Bewegung der Schubstange vollständig da- 
durch dargestellt, daß man die Masse des ganzen Gleitstücks im 
Mittelpunkte der Achse des Kreuzkopfs konzentriert und der Schub- 
stange hinzugefügt denkt. (Vgl. die spätere Figur 65, in welcher G2 ^ 
diesen Gelenkmittelpunkt darstellt.) um das „reduzierte Schubstangen- 
system'^ zu erhalten, hat man dann außerdem noch im Mittelpunkte 
des Kurbelzapfens (^1^2 ^ ^^S- ^^) ^® Massen des Schwungrades, 
der Welle, der Kurbel und des Kurbelzapfens vereinigt anzunehmen. 

Ein anderes Beispiel, in welchem die an einem Glied hängenden 
Teile nur Translationsbewegungen ausführen, stellt ein aus Stange 
und Linse bestehendes physisches Pendel dar, wenn man die Linse 
nicht fest, sondern um eine zur Schwingungsachse des Pendels parallele 
Achse durch ihren Mittelpunkt, der zugleich ihr Schwerpunkt ist, 
drehbar an der Stange anbringt. Wenn dabei die Reibung ver- 
schwindend klein ist, und auf das zusammengesetzte Pendel nur die 
Schwere einwirkt, so wird die Linse, falls ihr nicht von vornherein 
eine Anfangsrotation um ihre Achse dtteilt worden ist, während der 
Schwingung des Pendels nur Translationsbewegung ausführen; ihr 
vertikaler Durchmesser wird in allen Stellungen des Pendels vertikal 
und ihr horizontaler Durchmesser horizontal gerichtet bleiben. Hier 
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handelt es sich dann gleichzeitig um den Fall, daß der Schwerpunkt 
der Linse mit dem Mittelpunkt des Gelenks, durch welches dieselbe 
an der Stange befestigt ist, zusammenfällt. Der Einfluß, welchen die 
Linse auf die Schwingungen der Pendelstange ausübt, wird infolge- 
dessen vollkommen dadurch in Rechnung gezogen, daß man die ganze 
Masse der Linse im Mittelpunkt des Verbindungsgelenks konzentriert 
denkt und damit an Stelle des zweigliedrigen Pendels das „reduzierte 
Pendelstangensystem" in Betracht zieht. Die Dauer und überhaupt 
der ganze Verlauf der Schwingung des letzteren sind dann genau die 
gleichen wie beim zweigliedrigen Pendel. Insbesondere geht hieraus 
auch hervor, daß die Schwingungsdauer in diesem Falle geringer aus- 
fallen muß, als wenn man die Linse fest mit der Stange verbunden 
hat; denn es ist nicht schwer einzusehen, daß das Trägheitsmoment 
des ganzen Pendels sich um das Trägheitsmoment der Linsei in bezug 
auf die Achse des Verbindungsgelenks verringert, wenn man die vorher 
an der Stange fixierte Linse drehbar an der Stange anbringt. 

Durch die Einführung der reduzierten Systeme und Hauptpunkte 
wird nun nicht nur eine wesentliche Vereinfachung, sondern auch 
größere Anschaulichkeit der kinetischen Untersuchungen von Gelenk- 
systemen erzielt. Insbesondere leisten dieselben wertvolle Dienste 
sowohl bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen, als auch bei 
der Deutung derselben. Dies soll zunächst an einem einfachen ebenen 
Gelenksystem dargelegt werden. Das einfachste Gelenksystem wäre 
zwar ein nur aus zwei Gliedern bestehendes. Den folgenden Be- 
tungen soll jedoch gleich ein aus drei Gliedern zusammengesetztes 
Gelenksystem zugrunde gelegt werden, weil die hierbei erzielten 
Resultate sich besser für ein beliebiges w-gliedriges Gelenksystem ver- 
allgemeineni lassen. Andererseits kann man auch leicht von dem 
dreigliedrigen System auf das zweigliedrige zurückgehen. Zunächst 
sollen die ebenen Gelenksysteme eingehend untersucht werden. Die 
hierbei gewonnenen Methoden und Gesichtspunkte lassen sich dann auch 
für die Untersuchung der räumlichen Gelenksysteme verwerten, wie sich 
deutlich bei der weiteren Betrachtung des räumlichen zweigliedrigen 
Gelenksystems zeigen wird. Zuletzt werden dann die für das allgemeine 
ebene und für das eine spezielle räumliche Gelenksystem abgeleiteten 
Resultate auf das allgemeine räumliche Gelenksystem übertragen. 

Diese zunächst ganz allgemein, aber trotzdem wohl ausreichend 
elementar gehaltenen Untersuchungen über die verschiedenen Arten 
von Gelenksystemen bilden den ersten Teil des vorliegenden Buch«s. 
In einem zweiten speziellen Teil soll dann gezeigt werden, in welcher 
Weise sich die allgemeinen Gesichtspunkte und Methoden für eine 
Kinetik des menschlichen und tierischen Körpers und der Maschinen 
verwerten lassen. 



I. Allgemeiner Teil. 
A. Das dreigliedrige ebene Oelenksystem. 

1. Über die Lage der Hauptpunkte der Glieder und die Größe 
der TrägheitsmonieiLte der reduzierten Systeme. 

Von drei Körpern seien sowohl der erste und zweite, als auch 
der zweite und dritte durch je ein Schamiergelenk miteinander ver- 
bunden. Die beiden Gelenkachsen seien parallel, und der Schwerpunkt 
des mittleren Körpers liege mit denselben in einer Ebene. Femer 
möge die Ebene, welche in irgend einer Stellung der drei Glieder des 
Systems die Schwerpunkte derselben verbindet, 
auf den beiden parallelen Gelenkachsen senk- 
recht stehen; dann wird dies in allen anderen 
Stellungen der drei GKeder zueinander auch 
der Fall sein. Macht man noch die Voraus- 
setzung, daß die durch die drei Schwerpunkte 
bestimmte Ebene im Baume fest bleibt, so ver- 
mag das dreigliedrige System m;ir ebene Be- 




Fig. 1. 

wegungen auszuführen, so daß es also ein ebenes Gelenksystem 
darstellt. Es genügt daher in diesem Falle, die Projektion der Be- 
wegung auf die feste Ebene zu untersuchen. 

Es sollen nun folgende Bezeichnungen eingeführt werden. Die 
Massen der drei Glieder seien m^, m^, m^ und die Schwerpunkte der- 
selben Äi, Äg, Sg. Die Durchschnittspunkte der beiden Gelenkachsen 
mit der festen Ebene mögen die Mittelpunkte der beiden Gelenke 
heißen und mit G^ g bzw. G^ 3 bezeichnet sein (vgl. Fig. 1). Die Ver- 
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bindungslinien S^Q^2 7 ß^ia^^ss ^^^ (^23^37 l>ezüglich deren Ver- 
längerungeu, welche nach der gemachten Voraussetzung immer in die 
feste Ebene hineinfallen, sollen die Längsachsen der drei Glieder ge- 
nannt sein; die Längsachse des zweiten Gliedes wird dann gleichzeitig 
den Schwerpunkt Äg enthalten. Es ist nun noch nötig, auf jeder der 
drei Längsachsen eine positive und eine negative Richtung zu unter- 
scheiden. Die positive Richtung soll diejenige sein, in welcher die 
Längsachse durchlaufen wird, wenn man von S^ aus den gebrochenen 
Linienzug S^ G^i 2 ^2 s ^3 beschreibt. Endlich soll vorausgesetzt werden, 
daß die Längsachse eines jeden der drei Glieder eine Hauptträgheits- 
achse für seinen Schwerpunkt darstellt, «und daß die Trägheitsmomente 
für alle zur Längsachse senkrechten Achsen durch einen Schwerpunkt 
gleich groß sind. Dann stellt auch die zu den Gelenkachsen parallele 
Schwerpunktsachse eines jeden der drei Körper eine Hauptträgheits- 
achse dar; der zu der letzteren gehörige Trägheitsradius, welcher zu- 
nächst allein in Frage kommt, sei für die drei Glieder des Systems 
bezüglich mit x^, Xg, Xg bezeichnet. 

Das Gelenksystem besitzt nun im allgemeinsten Falle ebener Be- 
wegung fünf Grade der Freiheit; seine Lage im Räume muß daher 
durch fünf allgemeine Koordinaten eindeutig bestimmt werden können. 
Ist insbesondere die ebene Bewegung noch in der Weise beschränkt, 
daß dabei "ein Punkt des Gelenksystems in der festen Ebene seine 
Lage beibehältj^ so bleiben dem Gelenksystem nur drei Grade von Be- 
v^egungsfreiheit, so daß also die Anzahl der allgemeinen Koordinaten 
sich noch um zwei verringert. In diesem speziellen Falle, der z. B. 
vielfach in der Technik vorkommt, wählt man als allgemeine Koordi- 
naten zweckmäßigerweise die Winkel g)^, q)^, 9)3 (vgl. Figur 1), welche 
die positiven Richtungen der drei Längsachsen mit einer bestimmten 
Richtung in der festen Ebene bilden. Auch im allgemeinen Falle 
kann man diese Winkel als drei Koordinaten für das Gelenksystem 
auffassen; man hat denselben dann nur noch zwei Koordinaten hin- 
zuzufügen, welche die Lage irgend eines, etwa in der Ebene der drei 
Schwerpunkte liegenden, Punktes des Systems in dieser festen Ebene 
eindeutig bestimmen. Dieser Punkt kann beliebig in irgend einem 
der drei Glieder angenommen werden, es genügt aber auch, wenn er 
eine bestimmt definierte Lage zu den drei Gliedern für jede Stellung 
derselben besitzt. Das letztere trifft z. B. für den Gesamtschwerpunkt 
Sq des Gelenksystems zu. 

Der Gelenkmittelpunkt G^ 2 besitze von dem auf der Längsachse 
des ersten Gliedes liegenden Schwerpunkt S^ die Entfernung s^, der 
auf der Längsachse des zweiten Gliedes liegende Schwerpunkt S2 von 
dem Gelenkmittelpunkte G^ 2 ^^^ Entfernung r^ und der Gelenkmittel- 
punkt (t2 8 von diesem Schwerpunkt die Entfernung «2, endlich der 
auf der Längsachse des dritten Gliedes liegende Schwerpunkt Sg vom 
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Gelenkmittelpunkt G^ 3 die Entfernung r^ . Bedeutet l^ den Abstand 
der beiden Gelenkmittelpunkte yoneinander, so hat man dann noch 
die Beziehung r^ + ^3 = ?2 • ^^® diese Strecken sollen in derselben 
Richtung wie die Längsachsen selbst, auf denen sie liegen, positiv 
gerechnet werden. Es sind also nach dieser Festsetzung alle vier 
Strecken s^, r^y s.2 und r^ bei der in Figur 1 angenommenen Lage 
der Schwerpunkte und Gelenkmittelpunkte positiv. 

Es sollen nun im Punkte (r^ g die Massen m^ und m^ konzen- 
triert angenommen und dem ersten Glied hinzugefügt werden; femer 
denke man für das zweite Glied im Punkte G^ 3 die Masse m^ und 
im Punkte G^ g die Masse m^ konzentriert und ihm hinzugefügt, und 
endlich im Punkte G^ 3 die Massen m^ und m^ konzentriert und dem 
dritten Glied hinzugefügt. Dabei ist natürlich sowohl G^ 2 ^^ auch 
G2 3 das eine Mal als fester Punkt des einen, das andere Mal als fester 
Punkt des anderen der beiden durch das betreffende Gelenk verbun- 
denen Glieder aufzufassen. Auf diese Weise entstehen die drei redu- 
zierten Systeme, von denen jedes die Gesamtmasse m^ -^ m^-\- m^ 
des ganzen Gelenksystems besitzt, welche kurz durch ytIq bezeichnet 
sein möge. Die Schwerpunkte der drei reduzierten Systeme stellen 
die Hauptpunkte der drei Glieder des Gelenksystems dar; die letzteren 
mögen mit jET^, JETg und jBTg bezeichnet sein. 

In der folgenden Figur 2 sind die drei Hauptpunkte auf den 
Längsachsen für ein bestimmtes Verhältnis der drei Massen einge- 
zeichnet worden; die Lage derselben ist natürlich durch die Lage der 
Schwerpunkte S^j 8<^, S^ und das Größen Verhältnis 
der drei Massen m^, m^, m^ genau bestimmt. 

Es mögen nun die folgenden Bezeichnungen 
eingeführt werden: /„) 

S^H^ = ^1, . H^G^ <^ = rfj, 

^2^2 ""^ ^2? ^1,2^2 ^^ ^2? ^2 ^2,.S ^^^ ^2 

wobei wiederum die ein- 
zelnen Strecken in der- 
selben Richtung wie die 
Längsachsen selbst positiv 
gerechnet werden sollen. 
Es ist zu beachten, daß 

die Strecke c^ den Abstand ^. 

des Hauptpunktes des h ten 

Gliedes von demjenigen Gelenkmittelpunkte dieses Gliedes bedeuten 
soll, auf welchen man beim positiven Durchlaufen des Zuges der 
Längsachsen zuerst stößt, während die Strecke dj^ umgekehrt den 
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Abstand des anderen Gelenkmittelpunktes des Äten Gliedes voia Haupt- 
punkte desselben angeben soll. Die Strecke ^^ soll dagegen stets 
den Abstand des Äten Hauptpunktes vom zugehörigen Schwerpunkt 
bedeuten. Demnach haben in Figur 2 alle Strecken mit Ausnahme 
von e^ positive Werte. 

Aus der Bedeutung der Hauptpunkte als Schwerpunkte der drei 
reduzierten Systeme folgt nun, daß das Moment der im Hauptpunkte 
eines Gliedes konzentrierten Gesamtmasse des ganzen Gelenksystems 
für irgend einen Bezugspunkt gleich der Summe der Momente der im 
Einzelschwerpunkte des betreffenden Gliedes konzentrierten Masse des- 
selben und der in den Gelenkmittelpunkten dieses Gliedes konzentriert 
gedachten Massen der anhängenden Glieder ist. Nimmt man als Be- 
zugspunkt den Hauptpunkt selbst, so muß demnach die Summe der 
Momente der im Einzelschwerpunkt und den Gelenkmittelpunkten des 
Gliedes konzentrierten Massen verschwinden. Bei der Pestsetzung 
über die positive Richtung der einzelnen Strecken und der in Figur 2 
angenommenen Lage des Hauptpunktes H^ des zweiten Gliedes erhält 
man daher zunächst die folgenden Relationen: 

— mi^i + (mg + ^Wj) d^ = 
(1) — m^c^ — ^2^2 + ^B^h = 

(^1 + ^2)^3 + ^3^3 =-(). 

Die Strecken d^yC^, d^ und Cg, durch welche die Lage der drei Haupt- 
punkte zu den beiden Gelenkmittelpunkten bestimmt wird, sollen als 
„Hauptstrecken" bezeichnet sein. Die Größen derselben lassen sich 
leicht aus dem angeführten Momentensatz ableiten, wenn man als Be- 
zugspunkte die ein Glied begrenzenden Gelenkmittelpunkte verwendet. 
Man erhält auf diese Weise die Formeln: 



(2) 



^0^2 = m^r^'\-m^\ 



Verwendet man endlich als Bezugspunkt den Einzelschwerpunkt 
eines jeden Gliedes, so wird man auf die folgenden Formeln (3) ge- 
führt, welche die Entfernung der Hauptpunkte von den zugehörenden 
Einzelschwerpunkten in Beziehung zu den Abständen der letzteren 
von den Gelenkmittelpunkten setzen: 

^0^ = (^2 + ^3)51 

(3) ^0^2 = — m^rg + ^8^2 

^0^3 = - (^1 + ^2)^3- 
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Aus allen diesen Belationen geht übereinstimmend hervor^ daß 
die Lage des Hauptpunktes eines Gliedes nicht von den absoluteu 
Größen der Massen der drei Glieder des Gelenksystems, sondern nur 
von deren Verhältnissen abhängt. 

Außer den Hauptpunkten der drei Glieder sind nun für die Kinetik 
des Gelenksystems auch die Trägheitsmomente der reduzierten Systeme 
von Bedeutung. Bei den die Probleme vereinfachenden Voraussetzungen 
über die Massenverteilung und die Lage des Schwerpunktes in den 
einzelnen Gliedern ergibt sich zunächst, daß die Längsachse eines 
Gliedes auch für das entsprechende reduzierte System eine Hauptträg- 
heitsachse darstellt, und daß auch hier das TrägheitseUipsoid ein Ro- 
tationsellipsoid mit der Längsachse des Gliedes als Rotationsachse 
ist. Daher stellt auch die zu den Gelenkachsen parallele Hauptpunkts- 
achse eine Hauptträgheitsachse des reduzierten Systems dar. Bezeichnet 
man den zu letzterer gehörenden Trägheitsradius für die drei Glieder 
bezüglich mit \j h^, h^ und beachtet, daß jedes reduzierte System die 
Gesamtmasse m^ besitzt, so ergeben sich aus der Zusammensetzung 
der drei reduzierten Systeme folgende Werte der entsprechenden Träg- 
heitsmomente: 

m^\^ = m^ (j^i* + ^1^) + (^2 + mg) d^^ 

(4) m^lc^^ = m2(V + ^2) + »^1^2^ + msrfg^ 

^0^3^ = ^3(^3^ + ^3^ + (% + ^^2)03^ 

Für jede andere, ebenfalls zu den Gelenkachsen parallele Achse 
nehmen die Trägheitsmomente der reduzierten Systeme größere Werte 
an; sie vermehren sich dann nach einem bekannten Satze über die 
Trägheitsmomente um den Betrag m^a^, unter a den Abstand der 
neuen Achse von dem Hauptpunkte des betreffenden Gliedes verstanden. 

Die Berechnung der Hauptstrecken, durch welche die Lage der 
BLauptpunkte der drei Glieder bestimmt wird, möge an einem speziellen 
Beispiel durchgeführt werden. 

Die Gewichte der drei Glieder seien G^ = 5,82 kg, G^ = 6,78 kg 
und G^ == 7,40 kg. Femer möge der Schwerpunkt S^ von dem Ge- 
lenkmittelpunkt G^ 2 ^® Entfernung s^ == + 38 cm, der Schwerpunkt 
S^ vom Gelenkmittelpunkte G^ 2 ^®^ Abstand ^2 = + 27 cm, der Ge- 
lenkmittelpunkt Gg s ^^^ Schwerpunkte Sg den Abstand s^ = -f 30 cm, 
und der Schwerpunkt S^ vom Gelenkmittelpunkt G^^ die Entfernung 
^3 = + 25 cm besitzen. Die zwischen den beiden Gelenkmittelpunkten 
liegende Strecke der Tiängsachse des zweiten Gliedes hat demnach die 
Länge üg = + 57 cm. . 

Beachtet man, daß die Massen der Glieder in dem Verhältnis 
ihrer Gewichte stehen, so berechnen sich aus diesen Angaben für die 
in Betracht kommenden Hauptstrecken nach (2) die Größen 
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dl = 4- 1 1,06 cm; ^2 = + 30,24 cm; d^ = + 26,76 cm und c^ = + 9,25 cm. 

Hieraus folgt aber für die Abstände der drei Hauptpunkte von den 
zugehörigen Schwerpunkten 

e^=+ 26,94 cm; ßg = + 3,24 cm und ßg = — 15,75 cm. 

Zu den gleichen Werten gelangt man natürlich auch, wenn man der 
Berechnung direkt die Formeln (3) zugrunde legt. Figur 1 und 2 
und die nächstfolgenden Figuren veranschaulichen dieses Gelenksystem 
in verkleinertem Maßstabe. 

3. ZusammenhaEg der Hauptpunkte mit dem Gesamtschwerpunkte 
des Geleuksystems und den Schwerpunkten der Teilsysteme. 

Zieht man von einem beliebigen Punkte aus die Verbindungs- 
vektoren nach den drei Einzelschwerpunkten S^^ und dem Gesamt- 
schwerpunkte Sq, so findet bekanntlich die von Leibniz herstammende 
Relation statt 

3 

(5) mo-ÖSo = 2'»»M, 

1 

wobei der Strich über den Buchstaben eine Strecke als Vektor kenn- 
zeichnen, und infolgedessen das Summenzeichen die geometrische Ad- 
dition andeuten soll. Bringt man die Gesamtmasse m^ auf die rechte 
Seite und setzt für das Verhältnis m^^ : m^ kurz /i^, so nimmt die 
Relation die Form an 

3 

(6) ÖS.^^^ii.-'ÖS,. 

1 

Es ist also der von einem beliebigen Punkte aus nach dem 
Gesamtschwerpunkte Sq gezogene Vektor gleich der Summe der nach 
den drei Einzelschwerpunkten S^^ gezogenen, aber im Verhältnis /li^ : 1 
verkleinerten Vektoren. 

Der Punkt ist ganz beliebig. Läßt man denselben insbesondere 
mit dem Hauptpunkte H^ des ersten Gliedes zusammenfallen, so hat 
man nach (6): 



(7) H,S, = .«1 HtS.+ii,- H, S, + ^3 • H, S, . 



Ersetzt man nun die Vektoren fiiSg und H^S^ bezüglich durch die 
Vektorsummen (vgl. die Figuren 1 und 2) d^ + rg und 3^+1^ + f^ 
und beachtet, daß H^S^^—e^y so geht die Relation über in 

Infolge der Bedeutung der Zahlen Hj^ erhält man dann in Rücksicht 
auf die erste der Relationen (1) und die zweite und vierte der Re- 
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lation^Q (2) die einfache Beziehung: 

(9) H[Sl^c, + c,. 

Daraus folgt aber, daß man von dem Hauptpunkte H^ des ersten 
Gliedes aus auf sehr einfache Weise zu dem Gesamtschwerpunkte S^ 
des dreigliedrigen Gelenksystems gelangt. Man braucht zu diesem 
Zwecke nur die beiden dem zweiten, bezüglich dritten Gliede ange- 
hörenden Hauptstrecken c^ und c^ geometrisch zu addieren. Der End- 
punkt dieses Vektorzuges ist dann immer der Gesamtschwerpunkt Äq . 

Verlegt man den oben erwähnten Bezugspunkt nach fig, so 
hat man weiterhin 

(10) ^Äo = fii . H,S, + li2 • ^7^2 + i^s • KSz- 



Ersetzt man hier H^S^ durch — ^2 ~" ^i; ferner B^S^ durch — «j, 
und ÄgSj durch dg + rg, so erhält man zunächst 

(11) ^2^0 = — ^1^2 -Fl ^1-/^2^2 + f^S<^2 + /^^8- 

Unter Berücksichtigung der zweiten Relation von (1) und der ersten 
und vierten Relation von (2) wird schließlich hieraus: 

(12) H;S, = -d, + c,. 

Man kann also auch von dem Hauptpunkte H^ des zweiten Körpers 
ausgehend durch geometrische Addition zweier Strecken zu dem Ge- 
samtschwerpunkte gelangen. Es süid zu diesem Zwecke nur die Haupt- 
strecken d^ und Cg des ersten und dritten Körpers in der von dem 
zweiten Körper abgewendeten Richtung zu benutzen. 

Endlich erhält man bei Verwendung des Punktes H^ als Aus- 
gangspunkt 

(13) H^, = .«1 -^^1 + F^ • HVS2 + Fs • ^3- 

Da HqSj^ = — ^8 — ^2 — ^1; ^3^2 = — ^3 — ^2 ^^^ ^3^8 = — ^3; so 
folgt zunächst 



(14) H^Sq = - fiiCg — flj^ — ^i^i — ^2^8 ~ ^^2^2 - f*3^3^ 

und hieraus in Rücksicht auf die dritte Relation von (1) sowie die 
dritte und erste Relation von (2): 

(15) H^, = -d,-d,. 

Man hat also nur die beiden innerhalb des Linienzuges der Längs- 
achsen dem dritten Gliede am nächsten liegenden Hauptstrecken d^ und 
d^ des zweiten und ersten Gliedes, und zwar ebenfalls in einer von 
dem dritten Gliede abgewendeten Richtung, von dem Hauptpunkte 
ITg aus geometrisch zu addieren, um ebenfalls auf den Gesamtschwer- 
punkt Sq zu treffen. 
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Es gilt also der 

Satz: Man gelangt stets zu dem Gesamtschwerpunkte Sq 
des Gelenksystems, wenn man von irgend einem Hauptpunkte 
Hj der drei Glieder aus die geometrische Summe der zu den 
beiden anderen Gliedern gehörenden Hauptstrecken bildet, 
welche innerhalb des gebrochenen Linienzuges der drei 
Längsachsen dem j-ten Gliede am nächsten liegen, und da- 
bei diese Hauptstrecken in einer von Hj abgewendeten Rich- 
tung verwendet. 

Führt man die hierdurch gegebene Konstruktion des Gesamt- 
schwerpunktes Sq auf verschiedene Weise aus, wie es in Figur 3 ge- 
schehen ist, so tritt der enge Zusammenhang der drei Hauptpunkte 




A4 -i 



"4~T 




Fig. 3. 

mit dem Gesamtschwerpunkte sehr klar hervor. Dabei ist besonders 
zu beachten, daß die sechs für die Konstruktion verwendeten Haupt- 
strecken mit den auf den Längsachsen der drei Glieder selbst liegen- 
den Hauptstrecken drei Parallelogramme zusammensetzen. 

Man wird nun durch diese Konstruktion geradezu darauf hinge- 
wiesen, einen Mechanismus an dem dreigliedrigen Gelenksystem anzu- 
bringen, welcher automatisch die Lage des Gesamtschwerpunktes für 
jede Stellung der drei Glieder zueinander angibt. Man braucht sich 
nur die in Figur 3 eingezeichneten sechs Hauptstrecken, welche von 
den Hauptpunkten aus zu dem Schwerpunkte Sq hinführen, so wie es 
in Figur 4 angedeutet ist, als starre Stäbe ausgeführt zu denken, die 
zum Teil in den Hauptpunkten, zum Teil in den Punkten l?i,2, Ä,» 
und Sq durch Scharniergelenke mit den drei Gliedern, bezüglich unter- 
einander, gelenkig verbunden sind, und der Mechanismus für die auto- 
matische Einstellung des Gesamtschwerpunktes ist fertig. Natürlich 



Kr. 2.] L Allgemeiner Teil. A. Das dreigliedrige ebene Gelenks jstem. 



17 



müssen dabei die Achsen der yerschiedeneh Schamiergelenke zu den 
Achsen der beiden, die drei Glieder untereinander verbindenden Ge-, 
lenke parallel gerichtet sein. 

Hätte man ein System von nur zwei GKedern, die durch ein Ge- 
lenk mit dem Mittelpunkte G verbunden sind, so würde sich die Kon- 
struktion des Gesamtschwerpunktes mit Hilfe der Hauptpunkte noch. 




Fig. 4. 



einfacher stellen. Unter den Hauptpunkten der beiden Glieder sind 
dabei wieder die Schwerpunkte der beiden reduzierten Systeme zu ver- 
stehen, welche man dadurch erhält, daß man jedem der beiden Glieder 
die im Gelenkmittelpunkte 6r konzentriert angenommene Masse des 
anderen Gliedes hinzugefügt denkt. Daraus geht aber hervor, daß der 
Hauptpunkt H^ die Strecke S^G auf der Längsachse des ersten Gliedes 
(vgl. Fig. 5), und der 
Hauptpunkt Ä'g die Strecke 
GS^ auf der Längsachse 
des zweiten Gliedes im 
gleichen Verhältnis, näm- 
lich im Verhältnis der 
beiden Massen m^ und m^ 
teilt. Da mm auch der 
Gesamtsphwerpunkt Sq 
des zweigliedrigen Gelenk- ^^- ^• 

Systems die Verbindungs- 
strecke S^S^ der beiden Einzelschwerpunkte in demselben Verhältnis 
teilt^ so ist aus Figur 5 ohne weiteres zu erkennen, daß die vier Punkte 
Sq, S^, G und H^ die Ecken eines Parallelogramms darstellen. . Be- 

Vischer, Mechanik der lebenden Körper. 2 
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zeiclinet man wieder die Hauptstrecke Hy^G mit d^ und die Haupt- 
strecke GH^ mit C2 und rechnet dieselben in der Richtung, in welcher 
sie von S^ über G nach S^ durchlaufen werden, positiv, so finden 
demnach die beiden Beziehungen statt: 

(16) ^o = + c^, 

Es gilt also für das zweigliedrige System der 

Satz: Man gelangt zu dem Gesamtschwerpunkte S^ des 
zweigliedrigen Gelenksystems, wenn man von einem der 
beiden Hauptpunkte aus die zum anderen Gliede gehörende 
Hauptstrecke in der von ihm abgewendeten Richtung ab- 
trägt. 

Mit Hilfe dieses Satzes über das zweigliedrige System kann man 
sich nun leicht Rechenschaft über die Bedeutung der beim drei- 
gliedrigen System in Figur 3 mit jEfi,2 und jEf2,8 bezeichneten Kreuzungs- 
punkte je dreier Hauptstrecken geben. 

Denkt man sich nämlich beim dreigliedrigen Gelenksystem ein- 
mal die ersten beiden Körper gegeneinander festgestellt, so hat man 
nur noch ein Gelenksystem von zwei Gliedern mit den Massen (w^ -f- m^ 
und m^ vor sich. Die Hauptpunkte H^ und H^ verlieren dann ihre 
Bedeutung, und an ihre Stelle tritt ein einziger Hauptpunkt des aus 
den beiden ersten Gliedern zusammengesetzten starren Systems. Dieser 
Hauptpunkt ist nun gerade der in Figur 3 mit Hi^^ bezeichnete Punkt 
Davon kann man sich leicht auf folgende Weise überzeugen. . 

Zunächst ist ersichtlich, daß H^ nach wie vor seine Bedeutung 
als Hauptpunkt eines der beiden Glieder des nunmehr zweigliedrigen 
Systems beibehält; denn seine Lage hing ja auch beim dreigliedrigen 
System nur von der Gesamtmasse m^ + m^ der beiden anderen Glieder, 
nicht aber von der gegenseitigen Stellung derselben ab. Da ferner 
6r2,3 den Mittelpunkt des einzigen Verbindungsgelenkes darstellt, so 
stellt auch c^ die eine der beiden Hauptstrecken dar. Der Hauptpunkt 
des aus den ersten beiden Gliedern zusammengesetzten, als starr auf- 
gefaßten Systems muß daher nach dem obigen Satze über das zwei- 
gliedrige System mit dem Endpunkte des vom Gesamtschwerpunkte S^ 
aus in umgekehrter Richtung abgetragenen Vektors Cg, d. h. also mit 
dem Punkte Ht^^ zusammenfallen. Gleichzeitig folgt hieraus, daß die 
zum ersten der beiden Glieder gehörende Hauptstrecke mit der Ver- 
bindungsstrecke trgjfiia identisch ist, und daß deren Verlängerung 
durch den Schwerpimkt S^ g ^^^ ^^^ ^®^ ersten und zweiten Gliede 
bestehenden Teilsystems hindurchgeht (vgl. Fig. 6 auf Seite 20), wobei 

(17) ^2^3 i2i^, : Si^2 Äi,2 = (Wi + Wg) : ^3 , 

also auch 
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(18) (?,,, S,,2 : G,,3 Ifi,, = Wo : K + ^^2) 
ist. 

In der Tat erkennt man leicht ans Figur 3, daß die Strecke H^ S^ 
gleich der Strecke G^^Hn ist, wie es nach dem obigen Satze der 
Fall sein muß. 

Solange die beiden ersten der drei Glieder gegeneinander fest- 
gestellt sind, ist auch H^ g ein fester Punkt in diesem starren System. 
Wenn dagegen den beiden ersten Gliedern wieder Beweglichkeit gegen- 
einander verliehen wird, so ändert der Punkt H^^^ bei der Bewegung 
im ersten Zwischengelenk (G^ j) fortwährend seine Lage relativ zu 
den beiden Gliedern, wie ja auch der gemeinsame Schwerpunkt S^ ^ 
dieser beiden Glieder nicht festliegt. Anch im Falle freier Beweg- 
lichkeit soU für den Punkt fi^ ^ die Bezeichnung als „Hauptpunkt 
des Systems der beiden ersten Glieder" beibehalten werden. 

Man erkennt nun ohne weiteres auch, daß der in Figur 3 mit 
H2 3 bezeichnete Punkt den in seiner Lage veränderlichen Hauptpunkt 
des aus dem zweiten und dritten Gliede bestehenden Gelenksystemö 
darstellt. Die zugehörige veränderliche Hauptstrecke ist G^^H^^'^ 
auf ihrer Verlängerung liegt der veränderliche Schwerpunkt Äj 3 des 
aus dem zweiten und dritten Gliede zusammengesetzten Teilsystems 
(vgl. Fig. 6), und zwar so, daß 

(19) 01^2 i2sj,8 • ^»,8 \z = K + ^3) : % , 
also auch 

(20) 01^2 >^2,8 ' ^1,2 ^2,8 - ^0 ' K + W3) • 

Die beiden veränderlichen Systemhauptpunkte H^^^ und l?g 3 lassen 
sich fQr jede Gelenkstellung leicht mit Hilfe der Hauptpunkte und 
Hauptstrecken der drei Glieder bestimmen. Um zu jETj g zu gelangen, 
braucht man nur entweder von H^ aus den Vektor -f- c^ oder von H^ 
aus den Vektor — d^ zu ziehen. In entsprechender Weise stellt sich 
S2 8 als Endpunkt des von H2 aus gezogenen Vektors -f- Cg, oder des 
von fig aus gezogenen Vektors — J2 d^^- 

Man gewinnt also den veränderlichen Hauptpunkt eines Systems 
zweier durch ein Gelenk verbundienen Körper auf ganz entsprechende 
Weise wie den Gesamtschwerpunkt dieses zweigliedrigen Systems. Es 
ist dabei nur nicht außer acht zu lassen, daß die dem System der 
drei Glieder angehörenden Hauptpunkte H^ und H2 natürlich nicht 
mit den Hauptpunkten zusammenfallen, welche man für die beiden 
ersten Glieder erhält, wenn man das dritte Glied ganz vom System 
abgelöst denkt. Die letzteren sind es aber, welche der Konstruktion 
des Gesamtschwerpunktes S^ g ^®^ beiden ersten Glieder zugrunde ge- 
legt werden müssen. Ebensowenig darf man bei der Konstruktion 
des Gesamtschwerpunktes S^^^ des zweiten und dritten Gliedes von den 
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dem System der drei Glieder angehörenden Hauptpunkten H^ und H^ 
ausgehen, sondern von den Hauptpunkten, die man nach Abtrennung 
des ersten Gliedes erhält. Man hat eben immer im Auge zu behalten, 
daß der Hauptpunkt eines Gliedes nicht allein durch die Massen- 
verteilung innerhalb desselben, sondern auch durch den Zusammen- 
hang dieses Gliedes mit allen anderen Gliedern des Gelenksystems 
bestimmt wird. Scheidet ein Glied aus dem System aus, so verlieren 
die sämtlichen Hauptpunkte ihre Bedeutung und sind durch andere, 
den abgeänderten Verhältnissen entsprechende, zu ersetzen. Die neuen 
Hauptpunkte sind aber in einem solchen Falle leicht aus den alten 
abzuleiten. 

Entfernt man zum Beispiel aus dem dreigliedrigen Gelenksystem 
das dritte Glied, so rückt der Hauptpunkt des ersten Gliedes, welcher 
jetzt mit H^ bezeichnet sein soll, von G^^ 3, und der Hauptpunkt des 
zweiten Gliedes, welcher durch H^' bezeichnet sein möge, von G^ j 








Fig. 6. 



fort. Der Hauptpunkt H^ teilt dabei die Strecke S^ G^ 2 auf der 
Längsachse des ersten Gliedes (vgl. Fig. 6) im Verhältnis m^ : m^ ; 
denn in. G^^ hat man jetzt nur die Masse m^ konzentriert zu denken. 
Der Hauptpunkt H^ teilt in demselben Verhältnis die Strecke G^ ^ S^ 
auf der Längsachse des zweiten Gliedes. 

Von H^' ausgehend gelangt man rückwärts wieder zu dem alten 
Hauptpunkte H^, wenn man in G^ ^ noch die Masse m^ hinzufügt. 
Es kann daher H^ auch als gemeinsamer Schwerpunkt zweier in H^ 
und ö^j g konzentrierten Massen von der Größe {m^ + m^ und m^ auf- 
gefaßt werden. Aus diesem Grunde hat man auch die Beziehung 
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oder 

(21) Q,^,H^:G,^,H, = m,:{m, + m,). 

In entsprechender Weise kann man H^ als den gemeinsamen 
Schwerpunkt zweier in H^' und G^ g konzentrierten Massen {m^ + m^ 
und Wg auffassen, so daß man findet 

(22) (?2,3 H,' : G,,3 Sg = mo : K + ^2) • 

Es ist also durch die Ablösung des dritten Gliedes die Entfernung 
des zweiten Hauptpunktes von 6rg 3 in demselben Maße vergrößert 
worden, wie die Entfernung des ersten Hauptpunktes von G^g, näm- 
lich im Verhältnis m^ : (m^ + m^). Da man zu dem Schwerpunkte Sj ^ 
des aus dem ersten und zweiten Gliede zusammengesetzten Systems 
gelangt, indem man von H^' die Strecke G^^H^' parallel abträgt, so 
gilt auch die Proportion (vgl. Fig. 6) 

(23) fig' Äj 2 : H^H^^i = G^.A' ' ^2,9^2 

wie schon oben auf anderem Wege abgeleitet worden ist. 

Man bestätigt nun auch leicht, daß bei Verminderung des drei- 
gliedrigen Systems um das erste Glied sowohl die Entfernung des 
Hauptpunktes des zweiten Gliedes von G^^, als auch die Entfernung 
des Hauptpunktes ,des dritten Gliedes von G2 3 zunimmt, und zwar 
beidemal in demselben Verhältnis m^ : (m^ + %)• Hieraus folgt dann 
wiederum, daß der Schwerpunkt Sg 3 ^ßs aus dem zweiten und dritten 
Gliede zusammengesetzten Systems auf der Verlängerung der Strecke 
^1,2^2,3 (^gl- ^^8- ^) li®g*? ^^d zwar so, daß seine Entfernung von 
(ti 2 zu der Entfernung des Punktes H^ ^ von G^^ ™ Verhältnis 
^0 • (^2 + ^s) steht. 

Diese Beziehungen kommen auch beim unverkürzten dreigliedrigen 
System in Betracht, wenn im besonderen Falle eins der beiden End- 
glieder, etwa das dritte Glied, durch äußere Kräfte festgestellt ist, so 
daß es sich an den Bewegungen des Systems nicht beteiligen kann. 
Dann ist es zweckmäßig, die Hauptpunkte IT/ und H^' zu verwenden 
und die Sache so aufzufassen, als ob nur die beiden ersten Glieder 
vorhanden wären; denn fiir die Kinetik des Gliedersystems kommt in 
diesem Falle bedingter Beweglichkeit im Grunde nur noch die Lage 
und Bewegung des Schwerpunktes 8^2 in' Frage. 

Sind zwei von den drei Gliedern abgelöst oder durch äußere 
Kräfte festgestellt, so tritt an Stelle des Hauptpunktes des jetzt allein 
beweglichen dritten Gliedes, welches dann nur eins der beiden End- 
glieder sein könnte, der Einzelschwerpunkt desselben. 

Die Verbindungslinie der beiden Schwerpunkte S^ und Äg schneidet 
die von H^ nach H^ g führende Hauptstrecke Cg in einem bestimmten 
Punkte Tg (vgl. Fig. 6), dessen Lage von der Gelenkstellung in G^^ 
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unabhängig ist; denn in den beiden ähnlichen Dreiecken S^ ^T^H^^ 
und S^ 2 ^2 ^2 3 ^^^ ^^^ Verhältnis entsprechender Seiten, z. B. der 
Seiten S^^^ii ^^^ ^i 2 G^2 s ? *^®^ konstanten Wert m^ : Mq. Dies geht 
unmittelbar aus der Bedeutung von H^ 3 als Schwerpunkt der in S^ ^ 
und G2 8 vereinigt zu denkenden Massen (m^ + mg) und m^ hervor. Da 
nun S2 G2 8 die Länge s^ besitzt, so ergibt sich 

Nach der zweiten Formel von (2) kann man aber infolge von 
Zg == ^2 + ^2 die Länge der Hauptstrecke c^ in der Form schreiben 

(26) ^ = !i±Sr.+ a,„ 

woraus hervorgeht, daß durch den Punkt T^ die Hauptstrecke c^ in 
die beiden Teile -*-^^^— ^r« und -^s^ zerlegt wird. 

Hat man T^ auf H^ H^ 2 bestimmt, so kann man dann ohne Ver- 
wendung des Schwerpunktes S^ den Teilschwerpunkt S^ ^ ^^^^ ^^ 
Schnittpunkt der von So nach T^ und von G^ 3 nach H^ ^ führenden 
Strahlen konstruieren; gleichzeitig geht auch noch der von S^ durch 
Sq gezogene Strahl durch Sj g hindurch. 

In ganz entsprechender Weise findet man auf der von ^3 nach 
fig 3 führenden Hauptstrecke von der Länge d^ einen festen Punkt Tg', 
welcher auf der Verbindungslinie der beiden Schwerpunkte S^ und Äg 
liegt. Dieser Punkt zerlegt die Hauptstrecke in zwei Teile, H^^T^ 

und T^H^, deren Längen bezüglich —^^2 ^^^ ^ — -s^ sind, wie man 

leicht aus der Ähnlichkeit der beiden Dreiecke S^^H^^ T^ und S^^^ (ti,2 S^ 
unter Berücksichtigung der dritten Formel von (2) ableitet. Dem- 
nach schneiden sich in ^2,3 die Verlängerungen der drei Verbindungs- 
linien S^T^, 6ri,2Ä2,3 nnd S^S^, Es läßt sich also in jedem Falle 
der Teilschwerpunkt 182,3 leicht konstruieren. 

3. Bestimmung der Bewegung des Gesamtschwerpunktes nnd 
der Tellscliwerpunkte mit Hilfe der Hauptpunkte und Hauptstrecken. 

Der enge Zusammenhang zwischen den Hauptpunkten der drei 
Glieder des Gelenksystems und dem Gesamtschwerpunkte desselben 
läßt nun auf sehr einfache und anschauliche Art erkennen, in welcher 
Weise sich der Gesamtschwerpunkt bewegt, wenn die einzelnen 
Glieder des Systems irgend welche ebene Bewegungen ausführen. 

Dreht sich z. B. allein das dritte Glied um die Achse G^ 3, während 
die beiden anderen Glieder festbleiben, so bewegt sich, wie man ohne 
weiteres aus Figur 3 erkennt, der Gesamtschwerpunkt auf einem Kreise 
um H^ 2 °^i^ dem Radius C3. Da die Strecke H^^^a bei allen Stel- 
lungen des dritten Gliedes der Längsachse des letzteren parallel bleiben 
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maß 9 so erkennt man weiterhin, daß sowohl die Winkelgeschwindig- 
keit als auch die Winkelbeschleunigong, mit welchen sich Sq auf 
seinem Kreise bewegt, mit der Winkelgeschwindigkeit und Winkel- 
beschleimigung der Drehung des dritten Gliedes um ö^ 3 überein- 
stimmen. Hieraus geht zugleich hervor, daß der dem dritten 
Gliede angehörende Vektor c^ sowohl durch seine Länge als 
auch durch seine Bewegung ein anschauliches Maß für den 
Einfluß darstellt, welchen das dritte Glied auf die Lage und 
Bewegung des Gesamtschwerpunktes ausübt. 

In gleicher Weise gibt der auf der Längsachse des ersten Gliedes 
liegende Vektor — d^ ein Maß ab far den Einfluß des ersten Gliedes 
auf die Bewegung des Gesamtschwerpunktes. Denn wenn man nur 
das erste Glied um G^ 2 dreht, während die beiden anderen in Ruhe 
bleiben, so bewegt sich der Gesamtschwerpunkt auf einem Kreise um 
H2 3 mit dem Radius — ^j, wobei sowohl die Winkelgeschwindigkeit 
als auch die Winkelbeschleunigung dieser Kreisbewegung des Schwer- 
puuktes mit der Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung 
der Drehung des ersten Gliedes um G^^ übereinstimmen. 

Für das Mittelglied liegen die Verhältnisse etwas weniger ein- 
fach, weil dasselbe sich nicht bewegen kann, ohne das eine oder 
andere der beiden Endglieder in die Bewegung hineinzuziehen. Doch 
gelingt es auch hier leicht mit Hilfe der Hauptstrecken, die Verhält- 
nisse aufzuklären. 

Ist beispielsweise das erste Glied im Räume fest, so kann sich 
das zweite nur um G^ 3 drehen. Das dritte Glied muß sich in irgend 
welcher Weise an dieser Bewegung beteiligen, da der Gdenkpunkt 
G2 8 sich ja auf einem Kreise um G^ g bewegt. Führt nun das dritte 
Glied dabei eine reine Translationsbewegung aus, so daß also seine 
Längsachse ihre Richtung im Räume beibehält, so wird sich der Ge- 
samtschwerpunkt, wie man leicht aus Figur 7 auf der folgenden Seite 
erkennt, wiederum auf einem Kreise bewegen, dessen Radius gleich dem 
auf der Längsachse des zweiten Gliedes liegenden Vektor Cg ist. Der 
Mittelpunkt dieses Kreises fällt dabei mit einem Punkte J zusammen, 
welcher vom Hauptpunkte H^ des ersten Gliedes um den Vektor c^ 
absteht; denn da sowohl H^ fest bleiben, als auch die Richtung der 
Längsachse des dritten Gliedes bei der Bewegung ihre Richtung bei- 
behalten soll, so bleibt der Punkt J ebenfalls in Ruhe. Die Winkel- 
geschwindigkeit und Winkelbeschleunigung dieser Kreisbewegung des 
Schwerpunktes S^ stimmen wiederum mit der Winkelgeschwindigkeit 
und Winkelbeschleunigung der Drehung des zweiten Gliedes überein. 

Verhält sich bei den Drehungen des zweiten Gliedes um die 
Gelenkachse G^ g ^^^ dritte Glied so, als ob es mit dem zweiten fest 
verbunden wäre, so daß also der Winkel zwischen den Längsachsen 
des zweiten und dritten Gliedes konstant bleibt, so wird, falls das 
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erste Glied wiederum im Räume festgestellt ist, der Gesamtschwer- 
punkt ebenfalls einen Kreis beschreiben. Der Mittelpunkt dieses 
Kreises liegt aber jetzt im Hauptpunkte H^ des ersten Gliedes, und 
der Radius ist gleich H^S^, d. h. also gleich der Vektorsumme c^ + Cg. 

' .^ -I 




Fig. 7. 



VU^7 '' 



Die Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung der Kreis- 
bewegung des Schwerpunktes stimmt aber auch in diesem Falle mit 
der Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung des zweiten 
Gliedes überein. 

Ist nicht das erste, sondern das dritte Glied im Räume fest, so 
daß sich das zweite nur um Gg g drehen kann, und führt dabei das 
erste Glied nur Translationsbewegung aus, so wird der Schwerpunkt 
Sq einen Kreis mit dem Radius — d^ um einen Punkt K beschreiben, 
welcher von H^ um die Strecke — d^ absteht. Ist dagegen bei den 
Drehungen des zweiten Gliedes das erste Glied gegen dieses fest- 
gestellt, so daß der Winkel zwischen den Längsachsen des zweiten 
und ersten Gliedes konstant bleibt, so durchläuft der Schwerpunkt 
einen Kreis um H^ mit dem Radius H^Sq, welcher mit der Vektor- 
summe — ^2 — (i 1 übereinstimmt. In beiden FäUen besitzt derselbe 
dabei wieder die Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung 
des zweiten Gliedes. 

Bleibt keins der drei Glieder bei den Bewegungen des Gelenk- 
systems in Ruhe, so kann zunächst immer noch der spezielle Fall 
eintreten, daß nur ein Glied sich um einen im Räume festen Punkt 
dreht, während die beiden anderen Glieder gleichzeitig reine Trans- 
lationsbewegungen ausführen. Dann beschreibt der Schwerpunkt jedes- 
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mal eine Kreisbewegung^ welcLe mit der Bewegung des Hauptpunktes 
des allein sich drehenden Gliedes kongruent ist. 

Dreht sieh beispielsweise das erste Griied um einen Punkt O^ 
seiner Längsachse, während das zweite und dritte Glied nur in Trans- 
lationsbewegung begriffen sind, so wird zunächst der Hauptpunkt H^ 
einen Kreis um 0^ beschreiben. Da nun der Schwerpunkt Sq von H^ 
um die Yektorsumme c^ + ö, entfernt ist, und dieser resultierende 
Vektor infolge der Translationsbewegung des zweiten und dritten 
Gliedes sowohl seine Größe als auch seine Richtung bei der Drehung 
des ersten Gliedes beibehält, so muß die Bewegung von S^ mit der 
von H^ in jeder Beziehung übereinstimmen. Es wird daher, wie man 
aus Figur 7 erkennt, Sq einen Kreis um einen in der Verlängerung 
von II2 3/Sq liegenden festen Punkt Jl/j beschreiben, der von 0^ um 
die Vektorsumme Cg + c^ absteht. Der Radius dieses Kreises ist 
gleich der Entfernung a^ des Hauptpunktes JETj vom Drehpunkte 0^, 
und die Drehung des Schwerpunktes geht mit der Winkelgeschwindig- 
keit und Winkelbeschleunigung des ersten Gliedes vor sich. Fällt 
insbesondere der Drehpunkt 0^ mit dem Hauptpunkte H^ 
zusammen, so wird infolgedessen der Schwerpunkt Sq an 
seiner Stelle, bleiben, wenn das erste Glied eine Drehung 
um B^, die beiden anderen Glieder aber gleichzeitig nur 
Translationsbewegungen ausführen. 

Dreht sich das dritte Glied um einen Punkt Og seiner Längs- 
achse, während das zweite und erste Glied nur Translationsbewegungen 
ausführen, so wird dabei Sq einen Kreis um einen in der Verlängerung 
von iETj 2^0 liegenden festen Punkt J/g (Fig. 7) beschreiben, welcher 
von O3 um die Vektorsumme — d^ — d^ entfernt ist. Der Radius 
dieses Kreises stimmt mit dem Abstand a^ des Punktes H^ von Og 
überein, und die Kreisbewegung des Schwerpunktes besitzt die Winkel- 
geschwindigkeit und Winkelbeschleunigung der Drehung des dritten 
Gliedes.. Findet die Drehung um den Hauptpunkt ^3 selbst statt, 
so wird dabei infolge von a^ = wiederum der Schwerpunkt in Ruhe 
bleiben. 

Auch bei einer Drehung des zweiten Gliedes mit gleichzeitiger 
Translationsbewegung. 4es ersten und dritten erhält man ganz ent- 
sprechende Resultate. Liegt der Drehpunkt O3 auf der Längsachse 
des zweiten GKedes in der Entfernung a^ von Äg, so wird sich dabei 
der Schwerpunkt auf einem Kreise vom Radius a^ mit der Winkel- 
geschwindigkeit und Winkelbeschleunigung des zweiten Gliedes drehen, 
und zwar um einen Punkt M^ auf der Geraden JK (Fig. 7), welcher von 
O2 um die Vektorsumme — ^1 + ^g absteht. Bei der Drehung um H^ 
selbst wird infolgedessen der Schwerpunkt wiederum in Ruhe bleiben. 

Es besitzen also alle drei Hauptpunkte die Eigenschaft, 
daß der Gesamtschwerpunkt Sq an Ort und Stelle bleibt, 
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wenn man ein Glied um seinen Hauptpunkt dreht und die 
beiden anderen Glieder gleichzeitig nur Translations- 
bewegungen ausführen läßt. Dieses Resultat leistet, wie sich 
später zeigen wird, unter anderem bei der Ableitung der lebendigen 
Kraft des ganzen Systems wertvolle Dienste. 

Bei einer ganz beliebigen Bewegung des Gelenksystems wird nun 
der Gesamtschwerpunkt Sq im allgemeinen keine Kreisbewegung aus- 
führen. Der enge Zusammenhang zwischen dem Gesamtschwerpunkte 
und den Hauptpunkten ermöglicht aber auch im Falle allgemeinster 
Bewegung eine sehr einfache Ableitung sowohl der Bahnkurve als 
auch der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen des Schwerpunktes. 
Die Bewegung des letzteren kann dann unter anderem aufgefaßt 
werden als die Resultante aus der Bewegung des Hauptpunktes H^, 
der Bewegung des Systemhauptpunktes H^ ^ relativ zu H^ und der 
Bewegung des Gesamtschwerpunktes Sq relativ zu H^^i- Natürlich 
könnte man auch von der Bewegung des zweiten oder dritten Haupt- 
punktes ausgehen und würde dann zu ganz entsprechendem Ergebnis 
gelangen. Die Bewegung von H^ ^ relativ zu H^ findet auf einem 
Kreise mit dem Radius Cg; und die Bewegung von Sq relativ zu H^ ^ 
auf einem Kreise mit dem Radius c^ statt (vgl. Fig. 3 und Fig. 7). 
Dabei besitzt H^ g relativ zu H^ dieselbe Winkelgeschwindigkeit und 
Winkelbeschleunigung, mit der die Längsachse des zweiten Körpers 
im Räume ihre Richtung ändert. Desgleichen dreht sich Sq um H^ ^ 
mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung, 
mit welcher die Längsachse des dritten Körpers im Räume ihre Rich- 
tung verändert. Dies ergibt sich einfach aus dem Umstände, daß 
während irgend einer Bewegung des Körpersystems stets H^H-^^ 2 
parallel G^^^H^, und H^^^^o parallel G^^^H^ (vgl. Fig. 3) bleiben muß. 

Macht man nun noch die bei Problemen der Bewegungsphysio- 
logie und der Technik vielfach verwirklichte Annahme, daß ein Punkt 
Oj der Längsachse des ersten Körpers festbleibt, und also der erste 
Körper nur Drehungen um eine zu den übrigen beiden Gelenkachsen 
parallele Achse durch 0^ auszuführen vermag, so ist, wie schon oben 
erläutert wurde, auch der Hauptpunkt H^ auf einen Kreis um 0^ ge- 
zwungen. 

Die auf der Längsachse des ersten Gliedes liegende Strecke 
zwischen 0^ und H^ soll nun auch eine Hauptstrecke des ersten 
Körpers genannt werden. Bezeichnet man dieselbe in entsprechender 
Weise wie die anderen Hauptstrecken jetzt mit c^ (vgl. Fig. 8 auf Seite 28), 
und außerdem den in seiner Länge veränderlichen Vektor zwischen 
Oj und dem Gesamtschwerpunkte S^ mit Cq, so hat man einfach 

3 

(26) c^ = c^ + c^ + ^3=2 ^Ä' 
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wobei wieder die über den Buchstaben befindlichen Striche andeuten 
sollen, daß es sich um Vektoren und demnach um geometrische Addi- 
tion handelt. 

Die Winkelgeschwindigkeiten, mit denen die Längsachsen der drei 
Körper ihre Richtungen im Räume bei der Bewegung des Gelenksystems 
ändern, seien (p^\ (p^ und q)^. Falls man bei einer bestimmten Be- 
wegung die Winkel 9^, qp^ ^^^ 93? welche die positiven Richtungen 
der drei Längsachsen mit eiaer bestimmten Richtung in der festen 
Ebene bilden (vgl. die Figg. 1 und 8), in ihrer Abhängigkeit von der 
Zeit kennt, bedeuten diese Winkelgeschwindigkeiten natürlich die 
ersten Diflferentialquotienten der Winkel nach der Zeit. Demnach 
hat man für die lineare Geschwindigkeit des Hauptpunktes H^ den 
Wert Ci9i', für die lineare Geschwindigkeit des Systemhauptpunktes 
H^ 2 i'ßlativ zu H^ den Wert c^q)^' und für die lineare Geschwindig- 
keit des Gesamtschwerpunktes S^ relativ zu H^ ^ den Wert c^(p^, wo- 
bei die Geschwindigkeiten in jedem Falle senkrecht zu den betreffen- 
den Hauptstrecken gerichtet sind. Als lineare Geschwindigkeit v^ des 
Gesamtschwerpunktes Sq ergibt sich demnach 

3 

(27) t^o = ^i9i' + ^29^2' + ^39^3' -^^(^h^h • 

1 

Die Winkelbeschleunigungen, mit denen die drei Längsachsen 
ihre Richtungen im Räume bei der Bewegung des Gelenksystems ändern, 
seien 91", (p^' und (p^\ Es sind die zweiten Abgeleiteten der drei 
Winkel 9^, (p^ und (p^ nach der Zeit, sofeni man diese Winkel als 
Funktionen der Zeit dargestellt hat. 

Die lineare Beschleunigung, welche ein auf einem Kreise oder 
einer beliebigen Kurve sich bewegender Punkt besitzt, setzt sich be- 
kanntlich aus zwei zueinander senkrechten Komponenten zusammen. 
Die eine besitzt an jeder Stelle der Kurve die Richtung der Tangente 
an dieselbe; sie führt den Namen Tangentialbeschleunigung. 
Die andere Komponente ist dagegen senkrecht zur Tangente, und zwar 
nach dem Krümmungsmittelpunkte der Bahnkurve hin gerichtet; sie 
heißt Normalbeschleunigung oder auch Zentripetalbeschleuni- 
gung. Ist die Bahnkurve ein Kreis, so wird die Tangentialbeschleuni- 
gung durch das Produkt aus dem Radius des Kreises und der Winkel- 
beschleunigung der Kreisbewegung gemessen; die Normalbeschleuni- 
gung wird dagegen durch das Produkt aus dem Radius und dem 
Quadrate der Winkelgeschwindigkeit der Kreisbewegung bestimmt. 

Dies vorausgeschickt, ergeben sich nun zunächst für die Be- 
wegung von H^ und die beiden relativen Bewegungen von H^ ^ und 
Sq bezüglich die Tangentialbeschleunigungen c^q)^', ^2^2" ^^^ h^^'y 
welche ebenfalls senkrecht zu den entsprechenden Hauptstrecken ge- 
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richtet sind. Die Normalbesclileuiiigungen dieser drei Punkte besitzen 
dagegen bezüglich die Werte c^^ipi^, ^iW^ ^^^ ^s^z^ ^^d sind jedes- 
mal entgegengesetzt wie die entsprechende Hß-uptstrecke gerichtet. 
Für die lineare Beschleunigung y^ des Qesamtschwerpunktes ergibt 
sich daher der Wert: 



(28) yo = ^iW + ^W + ^sW + ^i9i'^ + ^%W^ + ^8^3' 



2 _ 



= 2'['=*9'V' + W] 



• Es soll nun Oj zum Anfangspunkte eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems (xy) innerhalb der im Räume festen Ebene der drei 

Schwerpunkte ge- 
wählt werden (vgl. 
Fig. 8). Die positive 
a?-Achse möge dabei 
die Richtung be- 
sitzen, von der aus 
die als allgemeine 
Koordinaten einge- 
führten Winkel ^j, 
(p^ und g?3 gemessen 
werden, welche nicht 
nur die Richtung der 
drei Längsachsen, 
sondern bei der vor- 
liegenden Voraus- 
setzung eines festen 
Drehpunktes 0^ die 
Lage des ganzen Gelenksystems vollständig bestimmen. 

Für die Koordinaten Xq und y^ des Gesamtschwerpunktes S^ hat 
man dann ohne weiteres 

3 

Xq = qcos^i 4- Cgcos^g + Cgcos^g =7= ^^g^cosy;^, 
y^ = Ci sin^i + Cg sinqpg + ^3 sin^s =2 ^^h^^^h- 




Fig. 8. 



Bezeichnet man die Komponenten der Geschwindigkeit v^ und der 
Beschleunigung y^ des Gesamtschwerpunktes S^ bezüglich mit x^, y^ 
und Xq\ y^' und beachtet die Richtung der einzelnen Geschwindig- 
keits- und Beschleunigungskomponenten gegenüber der Richtimg der 
drei Längsachsen, so ergibt sich ohne weiteres aus (27) und (28) 
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8 

< = - Ci sinqpi • 9i' - ^2 sin qp» • 9^2' - ^s sm^Jg • qp«' = -^ ^AsinqP;^ • 9?/, 
(30) 

1 

%" = ^1 <^ös 9i • 9i" + Cg cos 9g • 92" + ci cos qpj . ^g" 

— Cisin^i • 9/2 — Cgsin^g • ^jg'* — Cgsin^j • 9/% 

oder kurz 

3 






Zu demselben Resultate wäre man natürKch auch durch wieder- 
holte Differentiation der Gleichungen (29) gekommen. 

Es ist zu beachten, daß in den Formeln (26) bis (31) die Massen 
der einzelnen Glieder gar nicht vorkommen, obgleich dieselben, oder 
doch wenigstens ihr Verhältnis, natürlich für die Lage und Bewegung 
des Gesamtschwerpunktes mitbestimmend sind. Dies läßt sich da- 
durch erklären, daß der Einfluß, welchen die Massen auf den Ort des 
Schwerpunktes ausüben, schon in den Größen und Richtungen der 
Hauptstrecken c^ zum Ausdruck gekommen ist. 

.Die Formeln beziehen sich auf den speziellen Fall, daß bei der 
Bewegung des Gelenksystems ein Pimkt 0^ des ersten Gliedes fest- 
bleibt. Findet dies nicht mehr statt, so kann man trotzdem die 
Formeln (26) bis (31) der Untersuchung zugrunde legen. Man hat 
dann nur noch auf die Geschwindigkeit v und Beschleunigung y des 
bisher als fest angenommenen Punktes 0^ Rücksicht zu nehmen. Dem- 
nach tritt auf der rechten Seite der .Formel (27) noch der Vektor v 
und auf der rechten Seite von (28) noch der Vektor y hinzu. Be- 
deuten in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, auf dessen Ab- 
szissenachse die Winkel ^j , ^g und ^)^ bezogen sind, x^ und y^ die 
Koordinaten des nunmehr beweglichen Punktes 0^, femer x^^ y^ die 
Komponenten seiner Geschwindigkeit und x^', y^' die seiner Be- 
schleunigung, so kommen in den Formeln (29) bis (31) auf den rechten 
Seiten bei den oberen Gleichungen bezüglich noch die Glieder x^^ x^ 
und fl?i", und bei den unteren Gleichungen noch die Glieder y^, y( 
und y(' hinzu. 

Besonders einfach gestalten sich die Formeln, wenn man den 
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Punkt Ol, von dessen Bewegung man bei der Bestimmung der Schwer- 
punktsbewegung ausgeht, mit dem Hauptpunkte H^ des ersten Gliedes 
zusammenfallen läßt. Dann hat c^ den Wert Null, und infolgedessen 
verschwinden aus allen Formeln die mit c^ multiplizierten Glieder. 
Aus dem Werte der Beschleunigung y^ des Gesamtschwerpunktes 
kann man nun auch die äußere Kraft ableiten, welche allein an dem 
Schwerpunkte angreifend demselben seine Beschleunigung erteilen 
würde. Diese Kraft E^, für welche der Ausdruck Effektivkraft des 
Gesamtschwerpunktes gebräuchlich ist, wird an Größe und Rich- 
tung durch das Produkt des Beschleunigimgsvektors y^ mit der Ge- 
samtmasse m^ dargestellt; sie besitzt also den Wert 

3 

(32) E,=m,^^i^' + '^^^-\, 

1 

und ihre Komponenten Xq und Y^ in der Richtung der beiden 
Koordinatenachsen sind . 

3 

^0 = - '^^^'[(^jM^h ' 9^a"+ Cä00S9?, • g?/T und 

(33) . \ 

Bisher handelte es sich um die Bewegung des Gesamtschwer- 
punktes Sq. Man kaim sich nun aber auch mit Hilfe der Haupt- 
punkte leicht Rechenschaft über die Bewegung der Teilschwer- 
punkte S^ 3 und Sg 3 geben. 

Wie schon oben auseinandergesetzt wurde, liegt der Schwerpunkt 
Äj 2 ^ jeder Stellung des Gelenksystems auf der Verlängerung der 
Strecke ög, 3^1,3 (^g^* Fig. 6); seine Entfernung von (rg 3 ist dabei im 
Verhältnis m^ : (m^ + m^) größer als die Entfernung des Systemhaupt- 
punktes H^2 von G^2,8* Hieraus folgt aber unmittelbar, daß auch die. 
Bewegung des Schwerpunktes ä^ 2 relativ zum Gelenkpunkte Gg^g der 
Bewegung des Hauptpunktes 11^2 relativ zu G^^^ in jeder Beziehung 
ähnlich ist und dabei im Verhältnis niQ : (m^ + ^3) gegenüber der 
letzteren vergrößert erscheint. Das bezieht sich nicht nur auf die 
Bahnkurven, sondern auch auf die Geschwindigkeiten und Beschleu- 
nigungen relativ zum Punkte (rg^g. Die Richtungen der zu 6r2 j 
relativen Geschwindigkeiten der beiden Punkte S^ 2 ^^^ ^1 2 sind in 
jeder Bewegungsphase dieselben, aber die Größen derselben verhalten 
sich wie m^ : (% + m^). Ganz das gleiche gilt für die relativen 
Beschleunigungen der beiden Punkte. Man braucht daher nur die 
Bewegung des Systemhauptpunktes H^^ ^ relativ zu G2 3 abzuleiten 
und sowohl die Geschwindigkeiten als auch die BescMeunigungen 
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mit dem Verhältnis — ~ — zu multiplizieren^ um die zu G^^^ relative 

Bewegung von S^ 2 zu erhalten. 

In entsprechender Weise stellt sich die Bewegung des Teilschwer- 
punktes /Sj 3 relativ zum Gelenkpunkte G^ ^ als Vergrößerung der zu 
G^f relativen Bewegung des Systemhauptpunktes ^3 dar; das Ver- 
größerungsverhältnis ist hier aber fu^ : (m^ + Wj). Hat man die Ge- 
schwindigkeiten und Beschleunigungen von H^ 3 fiir die zu G^ ^ 
relative Bewegung abgeleitet, so braucht man diese Größen nur mit 

— 7^ — zu multiplizieren, um die entsprechenden Größen fftr die 

relative Bewegung des Schwerpunktes S^ 3 zu gewinnen. 

Um die Bewegung des Systemhauptpunktes H^ g relativ zu G^ 3 
zu untersuchen, hat man diesen letzteren Gelenkmittelpunkt festgestellt 
zu denken. Das dritte Glied kann dann in ganz beliebiger Weise 
sich noch um den festen Gelenkpunkt G^ 3 drehen, ohne daß dadurch 
die relative Bewegung von H^ g geändert würde. Dies erkennt man 
ohne Mühe aus Figur 3 oder 6, wenn man beacjitet, daß alleinige 
Drehung des dritten Gliedes um 6rg 3 auf die Lage von H^ g keinen 
Einfluß ausübt. Unter der Voraussetzung, daß (Jg 3 festgestellt ist, 
bewegt sich der Hauptpunkt H^^ bei den noch möglichen Drehungen 
des Gelenksystems in folgender Weise. 

Führt während der Drehung des zweiten Gliedes um ög 3 das 
erste Glied eine reine Translationsbewegung aus, so stimmt die Be- 
wegung von ^12 überein mit der Bewegung von Ifg. Es beschreibt 
also Jffi g einen Kreis mit dem Radius — ^g um einen festen Mittel- 
punkt, welcher von &g 3 um die Strecke — d^ entfernt ist. Bleibt 
dagegen die Stellung des ersten Gliedes gegen das zweite im Gelenk 
Gl ^2 während der Drehung des zweiten um 6rg g unverändert, so daß 
also die beiden Glieder sich wie ein einziger starrer Körper verhalten, 
so beschreibt H^ g einen Kreis um Gg 3 mit einem Radius, welcher 
gleich der in diesem Falle konstanten Vektorsumme — d g — J ^ ist. 
In beiden Fällen besitzt die Kreisbewegung des Punktes H^ g die 
Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleimigung der Drehung des 
zweiten Gliedes um ög g. 

Bei ganz beliebiger Bewegung der beiden ersten Glieder relativ 
zu 6f2,3 wird dagegen der Hauptpunkt fii,2 im allgemeinen keinen 
Kreis mehr beschreiben. Die Bewegung desselben kann dann aber 
aufgefaßt werden als die Resultante der Bewegung des Hauptpunktes 
^g relativ zu (t2,s und der Bewegung von Hi^2 relativ zu ^g. Die 
hieraus sich ergebende Geschwindigkeit von Äi,2 relativ zu (?2,3 ist 
gleich der geometrischen Summe — ^29^2' ~ ^i9^i' ^^^ seine Be- 
schleunigung gleich der geometrischen Summe — rfgg?g" — dg^^g'^ 
— rfi9i" — rfjigPi'*, wobei zu beachten ist, daß die beiden Komponenten 
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der Geschwindigkeit ebenso wie die der Tangentialbeschleunigung zu 
den entsprechenden Längsachsen der beiden Glieder senkrecht ge- 
richtet sind; während die Komponenten der Normalbeschleunigung in 
diese Längsachsen selbst hineinfallen. Die negativen Vorzeichen deuten 
dabei an, daß nach den Festsetzungen über die positive Richtung der 
einzelnen Strecken sowohl der Punkt H^ in negativer Richtung vom 
Drehpunkt G^^^ als auch der Punkt Jffi,2 in negativer Richtung von 
seinem Drehpunkt H^ entfernt liegt. Die Folge davon ist, daß die 
resultierende Geschwindigkeit und Beschleunigung des Hauptpunktes 
^1,2 gerade entgegengesetzt gerichtet sind, als wenn die Punkte H^ 
und Äi,2 in positiver Richtung ebenso weit von ihren Drehpunkten 
entfernt wären. 

Aus den Werten für die Geschwindigkeit und Beschleunigung 
von ^1,2 ergeben sich nun für die Geschwindigkeit Vr,^, und die Be- 
schleunigung yr^ , des Teilschwerpunktes /Si,2 relativ zu (t2,3 die Vek- 
torsummen: 

(34) Vr^y _^(rf^:^' + ^^') 

und 

(35) y..,. = - - -5- (^^ 4- ^''' + ^9)? + d,^') , 

wobei der Lidex r andeuten soll, daß es sich um die zu (rg 3 rela- 
tive Bewegung handelt. Um die Komponenten von Vr, , und yry ^ in 
der Richtung der beiden Koordinatenachsen zu erhalten, braucht man nur 
die einzelnen Vektoren, aus denen diese beiden Großen sich zusammen- 
setzen, bezüglich auf die X-Achse und die Y-Achse des eingefiihrten 
Koordinatensystems zu projizieren. Man erhält dann unter Berück- 
sichtigung der Richtungen dieser Vektoren, welche positiven Werten 
der Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung entsprechen, für 
die Komponenten Xr^ , und y'r^ ^ der Geschwindigkeit die Werte: 

(36) '^ ' 

y''^^- ^ ~ w,+w, (^1 ^^® ^1 ' ^1' + ^2 cos 92 • W)? 
und für die Komponenten x" und y' der Beschleunigung die Werte: 

<,. = :^^ (^1 siii <|Pj • <]pr + ^ sin 93 . (jPg" 
(87) + dl cos 9i • 9/ + ^2 cos 92 • 92 ) 

y",,, — ^ -^ (ö?i cos 9i . 9/' -F ^2 cos 92 • 9," 

— ^1 sin 9i • 9i'* — - dg sin 93 • 92'^) . 

' Mit Hilfe der Formel (35) kann man nun auch die Effektivkraft 

I Er^^^ des Teilschwerpunktes S^ 2 f^^ ^i® zu 6r2^8 relative Bewegung 
1, nach Größe und Richtung gewinnen. Man braucht zu 'diesem Zwecke 
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nur die Beschleunigung yr^ » ™i^ ^®^ Masse (m^ + m^) des aus dem 
ersten und zweiten Gliede zusammengesetzten Systems zu multiplizieren. / 
Auf diese Weise ergibt sich für diese relative Effektivkraft von Sj g- ' ^^ 

(38) ■'^,,,, =*= - m, (d,fp,'' + d,^' + d;^' + d^), !/ 

und nach l^ftf")'far die Komponenten X^, ^, Yr^^^ derselben in der 
Richtung der beiden Koordinatenachsen: 

^r,,, = Wo K sin 9i . q)^' + d^ sin q)^ - q^' 

+ rfi cos (p^ . 9?i'2 + dg cos 92 . 9)2'^) 

y^i,» = — ^0 (rfj cos g?i • 9)/' + rfg cos 92 • 92' 

— d^ sin g?i • (p^^ — d, sin cjPg • q>^^) . 

Es ist zu beachten, daß man zu demselben Werte der Effektiv- 
kraft gelangen würde, wenn nicht S^ g, sondern H^^ der Schwerpunkt 
wäre, dafür aber das System der beiden Körper die Masse m^ besäße. 
Dieser Fall kann dadurch realisiert werden, daß man sich im Grelenk- 
punkte (xg 3 die Masse m^ des dritten Gliedes konzentriert denkt. Da 
der Punkt G^ 3 als fest vorausgesetzt ist, so wird die neu hinzugefügte 
Masse weder an der Bewegung der beiden ersten Glieder teilnehmen, 
noch sonst einen Einfluß auf dieselbe ausüben, trotzdem die Masse 
des Systems sich vergrößert und der Schwerpunkt desselben seine 
Lage geändert hat. Es ist daher von vornherein klar, daß trotz des 
Hinzufügens der Masse m^ die relative Effektivkraft des Schwerpunktes 
ihren Wert nicht ändern wird. Der neue Schwerpunkt ist aber ^1 g, 
wie aus der Lage der drei Punkte Sj g, H^^ und Ggg zueinander 
unmittelbar hervorgeht. Die relative Effektivkraft wird erhalten, in- 
dem man die Beschleunigung von H^ g mit der Gesamtmasse m^ mul- 
tipliziert. Dadurch wird man aber gerade auf den Ausdruck (38) 
geführt. 

Die Formeln (34) bis (39) beziehen sich zunächst nur auf die 
zum Gelenkpunkte G^ 3 relative Bewegung des Schwerpunktes /S^ g ; sie 
können aber auch leicht der absoluten Bewegung von S^ g angepaßt 
werden. Man braucht zu diesem Zwecke nur in (34) auf der rechten 
Seite noch den Geschwindigkeitsvektor und in (35) den Beschleunigungs- 
Tektor des Gelenkpunktes (xg 3 hinzuzufügen. Dementsprechend wird 
die Effektivkraft des Punktes S^j g, welche der absoluten Bewegung 
desselben entspricht, um das Produkt aus der Masse (lyi^ 4- mg) und 
der Beschleunigung von G^g 3 größer als J?,.^ ^ in (38), wobei die letz- 
tere Beschleunigung im gegebenen Falle wiederum aus Tangential- und 
Normalbeschleunigung zusammenzusetzen ist. Die Änderungen der 
Formeln (86), (87) und (39) ergeben sich hieraus von selbst. — 

Die zu (?! g relative Bewegung des Systemhauptpunktes ^33 ist 
eine reine Kreisbewegung, wenn entweder das dritte Glied bei der 
Drehung des zweiten um G^ g reine Translationsbewegung ausführt, 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 3 
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oder wenn es mit dem zweiten Gliede starr verbunden . erscheint. Im 
ersten Falle dreht sich Äj 3 um einen Punkt, welcher von G^^ ^^ 
den Vektor c^ entfernt ist; im letzten Falle dreht sich dagegen H^ 3 
um G^ g selbst. Der Radius des Kreises ist im ersten Falle gleich 
Cg, im zweiten dagegen gleich der dabei konstanten Vektorsumme 

^2 ~r ^3 • 

Dreht sich dagegen das dritte Glied ganz unabhängig vom zweiten, 

so ist die Bewegung von ^2,3 gleich der Resultante der Drehung des 
Punktes jff, um (r, g und der Drehung von H^^ relativ zu H^. Die 
Geschwindigkeit derselben ist daher gleich Cg 9>g' + c^ (p^ und die Be- 
schleunigung gleich 6g yg" + Cg9>g'*+ c^(pfl' + C3 9?3'^ 

Beachtet man nun, daß die Bewegung des Schwerpunktes /Sg g 
relativ zu G^ g nur die im Verhältnis m^ : (mg + m^) genommene Ver- 
größerung der Bewegung von ^g g relativ zu Gj g ist, so erhält man 
für diese relative Geschwindigkeit i',.^ , und Beschleunigung y^, , des 
Schwerpunktes S^ 3 des Systems der beiden letzten Glieder 

(40) %. = ,„^-4-,,^ fe %' + c, <)p7) 
und 

(41) y.,,. = nii^m, *S^2" + MP3" + ^8^2'' + ^s^s"') ; 

deren Komponenten x'r^^, yl-^^^ ^^^^ *^'r[^y y'r[^ in der Richtung der 
beiden Koordinatenachsen bezüglich die Werte besitzen: 

<,. = - ,«-i ^ (^2 sin g)2 . (p^ + Cg sin 9)3 • ^3') 

(42) ^»»«H-«*» 

y'r.,, = ni7^m^ (^2 cos 9^2 . 9^2' + C'g cos (f^ . ^3') 

und 



Win 



<,. = - ,n^ -^ „,^ (^2 sin (P2 • W + ^8 sin 9^3 • 9?8" 

(43) * ' +Cg cos 92 -9^2' ^ + ^3 cos 9)3. 9)3' 2) 

•^'''=»' = //^~^f^ (^'2 cos (f^ • 9^2" + Cg sin 9)3 . 9)3" 

— Cg sin 9?g • 9)g'2 — C3 sin g?g • qpg'^) . 

Für die EflFektivkraft Er^ , des Schwerpunktes S^ 3 in bezug auf 
seine Bewegung relativ zu G^ g folgt daraus der Wert: 

(44) Er^^ = Mq {C^(p^'' + ^3^)3" + Cg^Jg'^ + C^(P3^) , 

und für die Komponenten Xr, , und Yr^ ^ derselben 

X.,, = — Wo (<?2 sin 9?3 • 9)2" + Cg sin g?g • 9?g" 

+ Cg cos (p^ • 9?g'2 + c^ cos 9)3 • 9)3'*) 

-^'^,,3 = ^^^0 (^2 cos g^g • 9?g + ^3 cos 9)3 • 9?3 

— Cg sin 9^2 • 9^2'^ — ^3 sin 9)3 • (p^'^) . 
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Faßt man wiederum nicht die zu G^j ^ relative Bewegung des 
Schwerpunktes ^2,3 i^^ -Ä.uge, sondern die absolute Bewegung des- 
selben, so kommt bei (40) noch die Geschwindigkeit und bei (41) die 
Beschleunigung des Gelenkpunktes G^ \ als Vektorsummand hinzu. Ferner 
wird die absolute Effektivkraft von ä, 3 aus (44) erhalten, indem man 
auf der rechten Seite noch das Produkt aus der Masse {m^+ mg) und 
den Vektor der Gesamtbeschleunigung des Punktes G^ ^ hinzuaddiert. 

Wie man die Geschwindigkeiten, Beschleunigungen und Effektiv- 
kräfte der Teilschwerpunkte Sj g und S^,^ unter Benutzung der Haupt- 
strecken Cj^ und dj^ aus den Winkelgeschwindigkeiten und Winkel- 
beschleunigungen in besonders einfacher Weise abzuleiten imstande 
ist, so kann man schließlich auch die Bewegung der Einzelschwer- 
punkte der beiden Endglieder mit Hilfe der Hauptstrecken auf die 
Drehungen der einzelnen Glieder zurückführen, so daß in allen Formeln 
außer den Massen nur noch die Hauptstrecken als Konstante auftreten. 
Dies ist, wie sich später herausstellen wird, von Wichtigkeit für die 
Aufstellung und einfachste Formulierung der Bewegungsgleichungen 
des Gelenksystems. 

Die Bewegung des Schwerpunktes S^ relativ zum Gelenkpunkte 
(tj 2 findet auf einem Kreis mit dem Radius — s^ (vgl. Fig. 1), die 
Bewegung des auf der Strecke G^ g '^i liegenden Hauptpunktes H^ da- 
gegen auf einem Kreis um G^^ ^^^ ^^^ Radius — d^ (vgl. Fig. 2) 
statt. Es kann daher diese relative Bewegung von S^ als Vergrößerung 
der entsprechenden relativen Bewegung von H^ aufgefaßt werden. Das 
Vergrößerungsverhältnis ist nach der ersten Formel von (2) gleich 
Mq : m^ . Die Geschwindigkeit von H^ relativ zu G^ 2 ^^t — d^(p^ und 
seine Beschleunigung — d^^>i' ~~ ^x^i^- Daher hat man für die re- 
lative Geschwindigkeit v^^ und Beschleunigung y^ von S^ die Werte: 



(46) ,^^ = _^;»rf,<p/ 

und 

(47) Vr=-'^&,97' + d^9^'), 

und für die Komponenten Xr^, y'r^ und Xr[, yr[ dieser Größen in der 
Richtung der Koordinatenachsen: 



(48) 



149) 



< = ^(^1 sin 9>i • 9P1', 



Vn ;^(^i cos (fi-fi, 



^"' = ~ m ('^i *^°^ 9'i • 9'i" - ^1 sin 9. • 91^) ■ 
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Die Effektivkraft £^ des Schwerpunktes S^ relativ zu G^^^ ^i^^ 
nach Größe und Richtung erhalten, indem man y^^ mit m^ multipli- 
ziert. Man hat also 

(50) E\ = - ,«0 id,'^' + rf^^i'"*) , 

und für die Komponenten X^, Y^ derselben 

^r, = ^h (^1 sin (fi ' ^i" + ^1 cos (f^ . 9?/ 2) ^ 

Y^^ = — Mq (d^ cos 9?! . 9?/' — d^ sin g?i • 9?/^) . 

Bei der absoluten Bewegung von S^ kommen dann noch in (46) und (47 ) 
bezüglich die Geschwindigkeit und Beschleunigung des Gelenkpunktes 
Gl 2 ^^^ der rechten Seite als Vektorsummand hinzu, und die Effektiv- 
kraft vermehrt sich um das Produkt aus m^ und der Beschleunigung 
von Gi2' 

In ganz derselben Weise findet man, daß die Bewegung des 
Schwerpunktes Sg relativ zu G2 3 nur eine Vergrößerung der ent- 
sprechenden relativen Bewegung des Hauptpunktes H^ des dritten 
Gliedes ist. Das Vergrößerungsverhältnis ist in Rücksicht auf die 
letzte Gleichung von (2) gleich m^ : m^ . Demnach ergeben sich für 
die relative Geschwindigkeit Vj.^ und die relative Beschleunigung y^ 
von /S3 die Werte: 

(52) v,^ = 2lc,T^', 

(53)' yr-^Hc,9/' + c~'p:'~'), 



und für die Komponenten x^\ y^ und x^', y^' dieser Größen 
(54) 



'3 = — „j^ ^3 sm 9^3 • 9^3 ; 

r Wo f 

2/^3=,,,^ ^3 COS 9)3.9)3, 



w, 



(55) 



< = - -- (C3 siii 9^3 • 9^3" + ^8 cos 9)3 . 9)3' 2-j ^ 



«8 



m, 



» = r^ (^3 ^^^ 9^3 • 9^3" — ^8 sin 9)3 • 9)3'^) . 



Hieraus ergibt sich für die Effektivkraft E^^ des Schwerpunktes 
Äg, welche der zu G^ 3 relativen Bewegung desselben entspricht und 
nach Größe und Richtung durch das Produkt aus m^ und der Be- 
schleunigung y^^ gemessen wird, der Wert: 

(56) E^^ = mo (^3 9)3" + C3 9)3' 2) , 

während ihre Komponenten in der Richtung der Koordinatenachsen sind : 

^r, = — ^0 fe sin 9?3 • 9)3" + C3 cos 9?3 . 9)3'2), 

^r, = ^0 (^3 cos 9?3 • 9)3" — C3 sin 9?3 • (p./^) . 
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Für die absolute Bewegung von S^ erhält man die Geschwindig- 
keit und Beschleunigung, indem man zu den Werten von v^^ und y^^ 
bezüglich noch den Greschwindigkeitsvektor und Beschleunigungsvektor 
des Gelenkpunktes G^^^ addiert. Die der absoluten Bewegung von S^ 
entsprechende Effektivkraft desselben erhält man, wenn man das Pro- 
dukt aus m^ und dem Beschleunigungsvektor von G^ s 'dem Werte 
von E^ hinzufügt. / j 

4. Die lebendige Kraft des dreiglaedrigen Gelenksystems. 

Wenn das bisher in Betracht gezogene Gelenksystem in beliebiger 
Bewegung begriffen ist, so kann die lebendige Kraft desselben als 
Summe zweier Bestandteile aufgefaßt werden, die man als äußere 
und innere lebendige Kraft bezeichnen kann. Die äußere lebendige 
Kraft rührt nur von der Bewegung des Gesamtschwerpunktes her; sie 
ist gleich der lebendigen Kraft der im Gesamtschwerpunkte S^ vereinigt 
gedachten Gesamtmasse Wq; bezeichnet r^ die Größe der Gleschs^indigj 
keit von Äq, so hat die äußere lebendige Kraft die Größe (^WqI;qI Die 
innere lebendige Kraft bezieht sich dagegen nur auf dieJäawegung 
des Systems um seinen. Schwerpunkt; sie stellt sich als Summe der 
lebendigen Kräfte dar, welche den auf den Gesamtschwerpunkt be- 
zogenen relativen Bewegungen der einzelnen Glieder des Systems ent- 
sprechen. 

Wie die Geschwindigkeit v^ des Gesamtschwerpunktes, und damit 
der erste Bestandteil der gesamten lebendigen Kraft, auf verhältnis- 
mäßig einfache Weise mit Hilfe der Hauptpunkte gewonnen werden 
kann, so stellt sich nun auch heraus, daß die Hauptpunkte sehr 
wesentliche Dienste bei der Bestimmung der inneren lebendigen Kraft / 
leisten. 

Die Bewegung, welche jedes der drei Glieder des Systems relativ 
zum Gesamtschwerpunkte S^ besitzt, kann man zerlegt denken in eine 
Translation von der Geschwindigkeit Vj^ seines Einzelschwerpunktes S^ 
relativ zu S^ und eine Rotation um eine zu den Gelenkachsen parallele 
Achse durch Sj^ von der Winkelgeschwindigkeit 9?/. Die lebendige 
Kraft jedes einzelnen Gliedes relativ zum Gesamtschwerpunkte stellt 
si<*,h infolgedessen ebenfalls als Summe zweier Bestandteile dar. Der 
eine Bestandteil ist die lebendige Kraft, welche die Masse m,^ des 
Gliedes besitzt, wenn sie sich mit der Geschwindigkeit Vj^ bewegt, die 
der Einzelschwerpunkt Sj^ relativ zum Gesamtschwerpunkte S^ besitzt, 
der andere Bestandteil ist die lebendige Kraft, welche aus der Winkel- 
geschwindigkeit 9?/ des Gliedes um die Achse durch Sj^ resultiert. 

Nimmt man vorläufig an, daß der Gesamtschwerpunkt fest bleibt, 
so ist eine beliebige unendlich kleine Verrückung des Systems dadurch 
eindeutig charakterisiert, daß die drei Winkel 9^, tp^, tp^ bestimmte un- 
endlich kleine Änderungen dtp^, dfp^, d(p^ erfahren. Eine solche Ver- 
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rückung kann man sich in drei Schritte zerlegt denken. Bei dem einen 
soll nur der Winkel (p^ der Änderung d(pi unterworfen werden, während 
die beiden anderen Winkel (p^ und (f^ konstant bleiben, beim zweiten 
und dritten Schritte soll die Verrückung nur in einer Änderung von j 

(p^ bezüglich (p^ um die Größe d(p2 bezüglich dtp^ bestehen, während 
jedesmal die beiden anderen Winkel ihren Wert beibehalten. Es 
kommt also jeder der drei Schritte darauf hinaus, einem der drei 
Glieder eine unendlich kleine Rotation zu erteilen, während die beiden 
anderen, welche infolge des Gelenkzusammenhanges der Glieder dabei I 

nicht in Ruhe bleiben können, gleichzeitig nur Translationen ausführen 
dürfen. Die Translation jedes der anderen beiden Glieder ist ge- 
geben durch die Translation desjenigen Gelenkpunktes, welcher die 
unmittelbare oder mittelbare Verbindung des betreffenden Gliedes mit 
dem in Rotation begriffenen darstellt. 

Soll nun bei der unendlich kleinen Rotation d(p^ eines der drei 
Glieder, verbunden mit Translationen der beiden anderen Glieder, der 
Gesamtschwerpunkt Sq des Systems seinen Ort im Räume beibehalten, 
so muß, wie früher abgeleitet wurde, diese Rotation um die zu den 
Gelenkachsen parallele Achse durch den Hauptpunkt des betreffenden 
Gliedes stattfinden. Dreht man beispielsweise das ganze System um 
eine zu den Gelenkachsen parallele Achse durch H^ in der Weise, daß 
dabei das zweite und dritte Glied nur Translationen ausführen, so be- 
halten die Längsachsen der letzteren beiden Glieder bei der Bewegung 
ihre Richtung im Räume bei, und der gebrochene Linienzug S^lTi g'^o 
(vgl. Fig. 3) nimmt infolgedessen an der Bewegung nicht teil. Dreht 
man dagegen um die zu den Gelenkachsen parallele Achse durch H^ , 

bezüglich H^ und läßt dabei das erste und dritte bezüglich erste und 
zweite Glied nur Translationen ausführen, so bleibt der gebrochene 
Linienzug ^^2 ^i 2 ^0 bezüglich H^ H^ 3 S^ fest liegen. Es behält also 
in allen drei Fällen der Gesamtschwerpunkt S^ seine Lage im Räume 
bei. Es ist dabei auch ganz gleichgültig, ob die Rotation um einen 
unendlich kleinen oder um einen beliebigen endlichen Winkel statt- 
findet. I 

Man hat daher den 

Satz: Jede Verrückung des dreigliedrigen Gelenksystems 
relativ zum Gesamtschwerpunkte /S^ aus der Lage ^,, ^g; 9^3 ^^ 
die unendlich benachbarte (pi + d(p^, cp^ + d(p2y (Pz + dcp^ kann 
zerlegt werden in drei unendlich kleine Rotationen um 
Achsen durch die drei Hauptpunkte, verbunden mit Trans- 
lationen der beiden anderen Glieder, welchen der betreffende 
Hauptpunkt nicht angehört. 

Infolge dieser drei Verrückungen des Systems, welche bezüglich 
einer alleinigen Änderung eines der drei Winkel y^ , gjg ? 9^b entsprechen, 
erleidet jeder der Einzel Schwerpunkte drei unendlich kleine Verschie- 
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bungen, deren geometrische Summe die Gesamtverschiebong des be- 
treffenden EinzelsCliwerpunktes relativ zum Gesamtsehwerpunkte Sq 
darstellt. Beachtet man, daß die Strecken zwischen den Schwerpunkten 
und den Hauptpunkten positiv oder negativ zu rechnen sind, je nach- 
dem sie in positiver oder negativer Bichtung auf den Längsachsen 
verlaufen, so ergibt sich demnach in Übereinstimmung mit der auf 
Seite 11 getroffenen Festsetzung über das Vorzeichen der Größen e^^ 
(vgl. Fig. 2 auf Seite 11 und Fig. 3 auf ßeite 16) für die 

Verschiebung von S^ relativ zu SqI — e^.dtp^ —c^.dff^ ~ ^s • ^Va 

(58) „ „ Äj, „ ,, S^: +d^^d^^—€^d(f^—c^'dif^ 

„ „ Äg „ jj Sq\ +d^'d(f^ +d^d(f^ —e^-d(p^, 

wobei wieder die Striche über den Buchstaben die geometrische Addi- 
tion andeuten sollen. Dabei sind alle von der unendlich kleinen Ro- 
tation dq)y herrührenden Verschiebungskomponenten senkrecht zur 
Längsachse des ersten Gliedes, die mit dgjg bezüglich dq)^ zusammen- 
hängenden Verschiebungskomponenten senkrecht zur Längsachse des 
zweiten bezüglich dritten Gliedes gerichtet. Die drei Komponenten 
der Verschiebung eines Einzelschwerpunktes besitzen daher dieselben 
Richtungsunterschiede wie die drei Längsachsen. Es bilden also die 
erste und zweite den Winkel q)^ — q)^, die erste und dritte den 
Winkel q^ — tp^ und die zweite und dritte den Winkel tp^ — q^ mit- 
einander. 

Indem man durch Division der in einem bestimmten Moment 
stattfindenden unendlich kleinen Verschiebungen der Einzelschwer- 
punkte relativ zum Gesamtschwerpunkt mit dem Zeitdifferential dt zu 
den Geschwindigkeiten Vj^ der Punkte ä^ relativ zu Sq übergeht, kann 
man leicht den Beitrag angeben, welchen jeder Schwerpunkt infolge 
seiner Geschwindigkeit Vj^ zu dem Ausdruck für die lebendige Kraft 
des Systems relativ zum Gesamtschwerpunkt liefert. Derselbe besitzt 
die Größe -^inj^Vj''f. Außerdem hat man nur noch den Einfluß zu be- 
rücksichtigen, den die Rotation eines jeden der drei Glieder um seinen 
Schwerpunkt o,^ auf die Größe der lebendigen Kraft ausübt. Bezeichnet 
man allgemein mit x,^ den Trägheitsradius des Ä-ten Gliedes in bezug 
auf die zu den Gelenkachsen parallele Achse durch seinen Schwer- 
punkt Sj^j so ist der von der Winkelgeschwindigkeit g?,/ des Ä-ten 
Gliedes herrührende Beitrag zur lebendigen Kraft i w^^ x^^ • 9?/ ^. '-^ 

Bezeichnet man die lebendige Kraft des ganzen Systems relativ 
zum Gesamtschwerpupkt mit T^, so hat man demnach 

(59) ' ^ T^ = 12 ^. W + ^/ • <p;^] • ^ 

1 
Berechnet man auf Grund der unter (58) angegebenen Verschie- 
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bungen der Einzelschwerpunkte relativ zum Gesamtschwerpunkte die 
Werte von v^, v^^, v^^, so ergibt sich nach geeigneter Zusammen- 
fassung und ümkehrung der Winkeldifferenzen für T^ zunächst der 
Ausdruck: 

(60) T, ^ iKx,2 + mie,2 + m,di« + m,d,') • (jp/^ 

+ {m^e^c^ — m^d^e^ + m^d^d^) cos (9?! — ^^g) 

+ (^1^1 C3 — ^djCg — mg^ißg) COS {(f^ — (f^) ' 

+ (^lC2^3 + ^2^2^8 — *^8^2^8) ^OS {(f^ — (f^) • 

Diesen Ausdruck kann man nun in viel einfacherer Form schreiben^ 
wenn man die Bedeutung der in den Klammern stehenden algebraischen 
Summen berücksichtigt. Nach den Erörterungen des ersten Abschnittes 
(vgl. die Formeln (4) auf Seite 13) stellen die drei ersten Summen, 
mit denen die Quadrate der Winkelgeschwindigkeiten multipliziert 
sind, die Trägheitsmomente der drei reduzierten Systeme in bezug 
auf die zu den Gelenkachsen parallelen Achsen durch die drei Haupt- 
punkte dar. Da schon früher die entsprechenden Trägheitsradien mit 
k,^ bezeichnet worden sind, so kann man also für diese Summen 
einfach ni^kf^^ schreiben. 

Die drei letzten Klammer ausdrücke besitzen ebenfalls eine sehr 
einfache Bedeutung. Ersetzt man in dem ersten derselben e^ durch 
Sj — rfj (vgl. Figg. 1 und 2), so vereinfacht sich der Ausdruck in 
Rücksicht auf die zweite Formel von (1) zunächst auf m^s^C2. Da 
m^s^ nach (2) durch m^d^ ersetzt werden kann, so hat man also als 
Wert der vierten Klammer m^d^c^. Der fünfte Klammerausdruck geht 
zunächst bei Berücksichtigung der dritten Formel der Gruppe (1) 
über in m^e^c^ + m^d^c^. Da nun e^ + d^ gleich s^ und m^s^ gleich 
m^d^ ist, so erhält man schließlieh als Wert der Klammer m^d^c^. 
Endlich geht der letzte Klammerausdruck in Rücksicht auf e^ gleich 
— rg + Cg (Figg. 1 und 2) und auf die zweite Formel der Gruppe (1) 
und die letzte der Gruppe (2) über in m^c^d^- Man hat daher für 
die lebendige Kraft des ganzen Syste^is relativ zum Gesamtschwer- 
punkte Sq den verhältnismäßig einfachen Wert 

(61) T, = i m,]c,' . (3P/2 + -^ ni,Jc,' • (jPg'^ + i ^o^'s' ' 9s' 

+ morfiC2COs(g?i — (p^) • g?/^?/ + nio^^i^s^^^i^i — 9^s) ' W^s 

+ wiorf2^gcos(9?2 — 9^3) • 9^2>8'- 
Es ist zu beachten, daß auch hierbei die einzelnen Massen m^ 
gar nicht explicite auftreten. Dies ist wieder der Einführung der 
reduzierten Systeme und Hauptpunkte zu verdanken. Denn die Größen 
der Trägheitsradien Jc^^ und der Hauptstrecken c^ und rf^ hängen ja 
hauptsächlich von der Masse und Massenverteilung der einzelnen 
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Griieder ab, und der Einfluß, den die einzelnen Massen auf den Wert 
der lebendigen Kraft ausüben, macht sieh allein in der Länge dieser 
Strecken geltend. 

Bisher war nur die lebendige Kraft relativ zum Gesamtschwer- 
punkte Sq in Betracht gezogen worden. Bleibt nun der letztere nicht 
fest, sondern bewegt er sich mit der Geschwindigkeit Vq im Räume 
fort, so kommt zu der relativen lebendigen Kraft T^ noch die lebendige 
Kraft '^ni^VQ^ der Bewegung des Gesamtschwerpuuktes hinzu. Sind 
Xq und y^ die Komponenten der Geschwindigkeit r^ des Schwer- 
punktes Sq, so kann man auch Xq"^ + y^^ für v^^ setzen. Bezeichnet 
man die totale lebendige Kraft mit T, so hat man demnach 

(62) T= ^mo «^ + ^o'' + ^'i' • 9>r + h' ' W + V ' W' 

-f 2d^c^cos((p^ — qpa) • (p^'tp^' + 2 d^c^ cos ((f^ — (p^) • (p^'q:^' 

+ 2d^C^C08((p^ — (p^) • (P2(P3)' 

Für den schon früher in Betracht gezogenen speziellen Fall, daß 
bei der ebenen Bewegung des Systems ein Punkt 0^ der Längsachse 
des ersten Körpers (Fig. 8) festbleibt, läßt sich nach (27) Vq leicht 
durch die drei Winkelgeschwindigkeiten ausdrücken. Berücksichtigt 
man, daß die drei in Formel (27) auf der rechten Seite auftretenden 
Geschwindigkeitskomponenten wieder senkrecht zu den drei Längs- 
achsen gerichtet sind, so erhält man 

(63) V = 6'i2 • (Pi^ + C2\2^ + C^^(Ps^ + 2c^C^COS((p^ — (p^)(f^'q)^' 

+ 2CiC3Cos(9?i — (p^)(p^(p^ + 2c2C3Cos(g)2 -9?3)9P2>8'. 

Setzt man diesen Wert an Stelle von x^^ + y^^ in den Ausdruck 
(62) für T ein, so läßt sich der letztere wieder durch geeignete Zu- 
sammenfassung auf sechs Glieder reduzieren. Das ist natürlich immer 
der Fall; denn die lebendige Kraft ist ja eine homogene Funktion 
zweiten Grades der drei Winkelgeschwindigkeiten. 

Die jetzt auftretenden Klammerausdrücke haben nun auch wieder 
sehr bemerkenswerte Bedeutung. Der erste ist, wie man leicht sieht 
{pi^k^ + ^0^1^)- Derselbe drückt nichts anderes als das Trägheits- 
moment des ersten reduzierten Systems in bezug auf die durch 0^ 
gehende, zu den Gelenkachsen parallele Achse aus; denn H^ ist ja 
der Schwerpunkt des ersten reduzierten Systems und c^ der Abstand 
des Punktes 0^ von H^ (Fig. 8). Bezeichnet man den auf die Achse 
durch Oj bezogenen Trägheitsradius mit A^, so läßt sich also der 
Klammerausdruck durch m^X^ ersetzen. Die beiden nächsten Klammer- 
ausdrücke sind (m^h^^ + m^c^^) und {m^h^^ + m^c^^). Dieselben sind 
die Trägheitsmomente des zweiten und dritten reduzierten Systems 
in bezug auf die Gelenkachsen G^ g ^^^ ^2 s* -"^^^ kann für die- 
selben daher auch m^X^^ und m^k^^ schreiben, unter Ag, A3 die zu- 
gehörigen Trägheitsradien verstanden. Beachtet man noch, daß q -f- d^ 
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durch ?i, und c^ + rfg durch /g ersetzt werden können, wobei l^ den Ab- 
stand des Gelenkpunktes (r, g vom festen Punkte 0^, und l^ den Ab- 
stand des Gelenkpunktes (xg 3 ^^^ ^i 2 bedeutet, so hat man für 
die totale lebendige Kraft in dem speziellen Falle bedingter Beweg- 
lichkeit von drei Graden der Freiheit 

(64) T=^m,X,' . 9)/^ + \m,X,' • (p,'' + ^m,k,' • q>,'' 

+ ^o?i^cos(9?i - (P2)(PL(P2 + WoiiC3COs(9?i — (ps)(pi(ps 
\ + >»oi^2 ^3 cos (9)2 — 9)3) g^sV/. 

Bei einem System von nur zwei durch ein Scharniergelenk mit- 
einander verbundenen Gliedern nehmen die zum Gesamtschwerpunkte 
Sq relative und die totale lebendige Kraft im Falle freier Beweglich- 
keit des Gelenksystems, wie man leicht erkennt, die einfacheren 
Formen an 

(65) T^ = ^mo^i^ • 9?/2 _j. ^m^k^^ • 9^/^ + ^^0^1^2^03(9)1 — 92)' 9^i>2' 
und 

(66) T = ^mo{<2+2/o'^ + it/9?/2+^^2^^'2^2rfiC2Cos(9?i-9?2)-9?i>2'}- 

Ist insbesondere ein Punkt 0^ der ersten Längsachse fest, so hat 
man für die totale lebendige Kraft 

(67) T = ^mo^i^ . 9)/ 2 _^ ^m^k^^ * ^2'^ + niQl^c^co8((pj^ — 9^2) ^iV/- 

6. Die Elementararbeiten der Kräfte. 

Im allgemeinen wird bei der Bewegung des dreigliedrigen Ge- 
lenksystems die lebendige Kraft desselben nicht konstant bleiben. 
Die Änderungen des Wertes derselben stehen nun in bestimmter Be- 
ziehung zu den Elementararbeiten der wirksamen äußeren und inneren 
Kräfte. Um diese Beziehungen, welche in den Bewegungsgleichungen 
des Körpersystems ihren Ausdruck finden, zu formulieren, ist zunächst 
festzustellen, welche Elementararbeiten die am Gelenksystem wirk- 
samen Kräfte leisten, wenn das System einer beliebigen Verrückung 
unterworfen wird, wobei der gemachten Voraussetzung ebener Be- 
wegung entsprechend alle Kräfte innerhalb der festen Ebene der- 
Schwerpunkte liegen sollen. 

Um diese Aufgabe für eine bestimmte Kraft zu lösen, hat man 
die Größe und Richtung der Translation zu bestimmen, welche der 
Angriffspunkt der Kraft bei der Verrückung des Systems erleidet. Die 
Projektion dieser Translation auf die Richtung der Kraft, multipliziert 
mit der Intensität der letzteren, gibt den Wert der Elementararbeit, 
welche die Kraft während der betreffenden Verrückung des Systems 
leistet. lot die Intensität der Kraft K, die Größe der Translation 
ihres Angriffspunktes dz und der Winkel zwischen den Richtungen 
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von Kraft uud Translation a, so besitzt demnach die Elementararbeit 
der Kraft den Wert jffcosadr. 

Es mnß nun in jedem Falle Gegenstand einer besonderen Unter- 
suchung sein, die Größe der Translation des Angriffspunktes und den 
Winkel a aus den allgemeinen Koordinaten zu bestimmen. Diese 
Untersuchung soll zunächst im Prinzip für das freibewegliche System 
und dann für das System angestellt werden, bei welchem das erste 
Glied um eine feste zu den Gelenkachsen parallele Achse durch den 
Punkt Ol der Längsachse desselben drehbar ist. Es wird auch hier 
den Hauptpunkten wieder eine bemerkenswerte Rolle zufallen. 

Die Lage des dreigliedrigen Gelenksystems ist, wie schon früher 
auseinandergesetzt wurde, im allgemeinsten Falle ebener Bewegung 
durch fünf allgemeine Koordinaten eindeutig bestimmt. Hierzu sollen 
nun außer den drei Winkelgrößen g?i, qpg, 9^3 noch die beiden recht- 
winkligen Koordinaten x^, y^ des Gesamtschwerpunktes S^ verwendet 
werden. Der Anfangspunkt des in der Ebene der Schwerpunkte 
festen Koordinatensystems (vgl. Fig. 9 auf Seite 44) kann dabei ganz 
beliebig angenommen werden; die positive X-Achse soll aber wieder 
die Richtung besitzen, von der aus die Winkelkoordinaten qpj, g?2, g?^ 
der drei Längsachsen gemessen werden. Das System kann dann aus 
einer Lage in irgend eine unendlich benachbarte dadurch übergeführt 
werden, daß man ihm sukzessive fünf Verrückungen erteilt, bei 
welchen immer nur je eine der fünf Koordinaten ihren Wert ändert, 
während alle anderen konstant bleiben. 

Einer alleinigen Änderung des Winkels 9^. um dtp^ entspricht 
nach den früheren Entwicklungen eine unendlich kleine Rotation des 
j-ien Gliedes von der Größe dcp^ um die zu den Gelenkachsen parallele 
Achse durch den Hauptpunkt Hj, verbunden mit gleichzeitiger Trans- 
lation der beiden anderen Glieder; denn bei dieser Drehung bleibt 
der Gesamtschwerpunkt S^ an seiner Stelle, und die Koordinaten Xq^ 
y^ behalten, ebenso wie die beiden anderen Winkelkoordinaten, ihren 
Wert unverändert bei. Einer alleinigen Änderung einer der Strecken 
Xq und i/q um dxQ bezüglich dy^ entspricht eine Translation des ganzen 
Gelenksystems von der Größe dx^ bezüglich dy^ parallel der X-Achse 
bezüglich Y-Achse. 

Für diese fünf Verrückungen sollen die Bezeichnungen F^^, V 
V , V^^ und Fy^ eingeführt werden. 

a) Elementararbeiten äußerer Kräfte, insbesondere der Schwere. 

Es greife nun eine Kraft K in einem beliebigen Punkte Ä^ des 
ersten der drei Glieder an (Fig. 9), welcher von der durch den Haupt- 
punkt H^ gehenden zu den Gelenkachsen parallelen Achse den Ab- 
stand a^ besitzt. Der Angriffspunkt Ä^ erfährt dann bei der Ver- 
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rückung V eine Verschiebung von der Größe a^dq)^. Bildet dieselbe 
mit der Richtung von K den Winkel a^, so ist die zur Verrückung 
V gehörende Elementararbeit Kqo^o^ • a^dtp^. Beachtet man, daß 
J^cos«! • aj das Drehungsmoment D der Kraft in bezug auf die Achse 
durch H^ ist, so kann man die ifilementararbeit auch in der Form 




D • d(p^ schreiben. Fällt insbesondere der Angriffspunkt der 
Kraft mit dem Hauptpunkte H^ zusammen, so besitzt die 
Elementararbeit bei der Verrückung V^^^ den Wert Null. 

Bei der Verröckung F^^,^ erfährt der Angriffspunkt A^ eine Ver- 
schiebung, welche bezüglich gleich derjenigen des Gelenkmittelpunktes 
6ri 2 ist; dieselbe besitzt also, absolut genommen, die Größe c^dtp^. 
Bildet sie mit der Richtung von K den Winkel a^ (vgl. Fig. 9), so 
ist die zur Verrückung V gehörende Elementararbeit der Kraft 
JS^cos^g * ^2^9^2- Dabei ist Ko^o^a^-c^ das Drehungsmoment D^^, welches 
die Kraft für die Achse durch H^ besitzen würde, wenn sie nicht in 
J-i, sondern im Gelenkmittelpunkte G^^ angriffe; man kann also auch 
schreiben D - d(p2. 

Entsprechend erhält man für die Elementararbeit, welche die Kraft 
bei der Verrückung V leistet, den Wert Kcosa^'C^d(p^ oder D -dtp^^ 
wenn man unter «,> den Winkel zwischen der Verschiebung des Punktes 
(/g 3 und der Kraftrichtung (vgl. Fig. 9), und unter D das Drehungs- 
moment versteht, welches die Kraft für die Achse durch H^ besitzt, 
wenn man ihren Angriffspunkt nach G2 3 verlegt denkt, ohne ihre 
Richtung zu ändern. 

Wiederholt man dieselben Betrachtungen für die Fälle, wo K 
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in einem Punkte des zweiten oder dritten Gliedes angreift^ so ergibt 

sich allgemein der 

Sats: Bei der Verrückung V leistet jede am y-ten Gliede 

J . 

angreifende Kraft eine Elementararbeit, die dargestellt ist 

durch das Produkt der Zunahme d(pj des Winkels q>j in das 
Drehungsmoment, welches die Kraft für die zu den Gelenk- 
achsen parallele Achse durch den Hauptpunkt des j-ten 
Gliedes besitzt. Greift die Kraft an einem der beiden an- 
deren Glieder an, so tritt an Stelle des zweiten Faktors das 
Drehungsmoment, welches die Kraft in bezug auf die Achse 
durch Hj besitzt, wenn sie parallel mit sich nach dem ihr 
auf dem Linienzuge der drei Längsachsen zunächst liegen- 
den Gelenkmittelpunkte des j-ten Gliedes verlegt wird. 

Die Elementararbeiten, welche eine Kraft bei den beiden Ver- 
rückungen V^^ und Fy^ leistet, lassen sich leicht angeben, wenn man 
weiß, welche Winkel die Richtung der Kraft mit den beiden Koordi- 
natenachsen bildet. Ist die Richtung der Kraft gegen die positive 
JX- Achse um den Winkel ^' geneigt, so sind die beiden Elementar- 
arbeiten Kco^il^'dxQ und Ksinil; • dyQ, wobei üTcosi^ und JE" sin ^ 
die Komponenten der Kraft K parallel den beiden Koordinatenachsen 
darstellen. 

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen ist es nicht schwer, die 
Elementararbeiten im bestimmten Falle sofort anzugeben. 

Als Beispiel möge die Bestimmung der von der Schwere ge- 
leisteten Elementararbeiten vorgenommen werden. Man kann die 
Wirkungsweise derselben durch die drei in den Einzelschwerpunkten 
Äi, Sg und Sg angreifenden und vertikal nach unten ziehenden Ge- 
w^ichtskräfte w^^, ^2^? ^^^9 darstellen, unter g die Beschleunigung 
der Schwere verstanden. Dann erkennt man aber sofort, daß die bei 
der Verrückung V geleistete Elementararbeit den Wert 
m^ge^cosq)^ • dq)^^ — (m^g + 7n^g)d^coBq)^ • dq)^, 

d. h. aber in Rücksicht auf die erste Formel von (1) den Wert Null 
besitzt. Ganz dasselbe Resultat ergibt sich natürlich auch bei den 
beiden Verrückungen V und F . 

Man gelangt auch auf folgende Weise zu diesem Ergebnis. Bei 
jeder der drei Verrückungen. T wirken die beiden dem ^-ten Gliede 

nicht angehörenden Schwerkräfte so auf dasselbe ein, als ob jede an 
dem ihr zunächst liegenden Gelenkmittelpunkte angriffe. Diese beiden 
Schwerkräfte setzen sich nun in jedem Falle mit der im Schwerpunkte 
des ^-ten Gliedes direkt angreifenden, zu der im Hauptpunkte des 
j'ten Gliedes angreifenden Gesamtschwere niQg zusammen. Dies geht 
ohne weiteres aus der Zusammensetzung der reduzierten Systeme und 
der Bedeutung der Hauptpunkte als Schwerpunkte derselben hervor. 
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Eine in H^ angreifende Kraft leistet aber bei der Verrückung V^ 
keine Elementararbeit. ^ 

Für die Verrückungen F^^ und F^^ kann das Gelenksystem als 
starr angesehen werden. Die Wirkung wird infolgedessen durch die 
einzige im Gesamtschwerpunkte S^ angreifende Kraft m^g dargestellt. 
Da die Richtung derselben mit der Richtung der positiven X-Achse 

den Winkel — — bildet, so ist die bei der Verrückung F^^ geleistete 

Elementararbeit auch Null, während die zu F^^ gehörende Elementar- \ 

arbeit den Wert — m^g • dy^ besitzt, was von vornherein evident ist. \ 

Wenn das dreigliedrige Gelenksystem nur drei Grade dei Freiheit ; 

besitzt, indem z. B. das erste Glied sich nur um die Achse durch 0^ | 

(Fig. 8 auf Seite 28) drehen kann, so genügen bekanntlich die drei ! 

Winkel 9^, um die Stellung des Systems anzugeben. Die Verrückung F \ 

welche der alleinigen Änderung des Winkels (pj entspricht, stellt sich | 

aber dann nicht mehr als unendlich kleine Rotation des j-ten Gliedes um 
die Achse durch den Hauptpunkt H^ mit gleichzeitiger Translation der 
beiden anderen Glieder dar; denn eine solche Verrückung vermag das 
System bei Festhaltung des Punktes 0^ gar nicht auszuführen. Die 
Rotation muß jetzt vielmehr beim ersten Gliede um die Achse durch i 

Oj, beim zweiten um die Achse durch G^ 2 ^^^ beim dritten um die | 

Achse durch G^ ^ stattfinden. Demnach erleiden nur bei der Ver- 
rückung F die beiden anderen Glieder Translationen; bei der Ver- 
rückung F bleibt dagegen das erste Glied fest, und bei der Ver- i 
rückung V behalten sogar die beiden ersten Glieder ihre Stellung 
im Räume bei. Es leistet daher eine am ersten Gliede angreifende 
Kraft nur bei der Verrückung F^^ und eine am zweiten Gliede an- 
greifende Kraft nur bei den beiden Verrückungen F und F^^ Elementar- 
arbeiten. Einer am dritten Gliede angreifenden Kraft kommen dagegen j 
bei allen drei Verrückungen im allgemeinen Elementararbeiten zu. 

Damit stimmt nun überein, daß die Drehungsmomente, welche in \ 

den Ausdrücken für die Elementararbeiten auftreten, wie man leicht 
bestätigt, jetzt nicht in bezug auf die Achsen durch die drei Haupt- 
punkte, sondern in bezug auf die Gelenkachsen durch 0^, G^ g und 
G^ 8 zu nehmen sind. Im übrigen ist die Methode zur Gewinnung 
der Elementararbeiten der an den verschiedenen Körpern angreifenden 
Kräfte dieselbe wie im Falle freier Beweglichkeit. j 

Bleibt nicht ein Punkt 0^ des fersten Gliedes, sondern ein Punkt 
O2 oder O3 der Längsachse des zweiten oder dritten Gliedes bei der | 

Bewegung fest, so daß sich also das ganze Gelenksystem nur um eine | 

durch O2 oder O3 hindurchgehende und zur festen Bewegungsebene | 

senkrechte Achse drehen kann, so erhält man ganz entsprechende \ 

Resultate. Dieselben lassen sich in folgende beiden Sätze zusammen- I 

fassen: ! 



I 
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Satz: Greift eine Kraft K an demjenigen (A-ten) Glied an, 
welchem der feste Punkt Oj^ angehört, so ist die Elementar- 
arbeit derselben bei der Verrückung V , welche allein die 

Richtung der Längsachse dieses Gliedes ändert, gleich dem 
mit dtpf^ multiplizierten Drehungsmoment der Kraft in bezug 
auf die Achse durch 0,,. Bei den übrigen Verrückungen 
leistet die Kraft in diesem Falle keine Arbeit, 
und 

Satz: Greift die Kraft K an einem der Glieder an, wel- 
chem der feste Punkt 0^ nicht angehört, so ist die Elemen- 
tararbeit derselben bei der Verrückung V^ gleich dem mit 

d(pf^ multiplizierten Drehungsmoment, welches die Kraft in 
bezug auf die Achse durch 0^ besitzt, wenn ihr Angriffs- 
punkt nach demjenigen Gelenkpunkte des A-ten Gliedes ver- 
legt wird, welcher innerhalb des Gelenksystems dem An- 
griffspunkte der Kraft am nächsten liegt. Bei der Ver- 
rückung, welche einer unendlich kleinen Rotation desjenigen 
Gliedes entspricht, an welchem die Kraft angreift, leistet 
dieselbe eine Elementararbeit gleich dem Produkt aus der 
entsprechenden Winkeländerung dq) in das Drehungsmoment,. 
welches die Kraft für diejenige Gelenkachse desselben Glie- 
des besitzt, die innerhalb des Systems dem Punkte 0,, am 
nächsten liegt. Für die dritte Verrückung V endlich 

kommt in Frage, ob das j-te Glied im Innern des Systems 
dem festen Punkte Oj^ näher oder entfernter liegt als das 
Glied, an welchem die Kraft angreift. Im ersteren Falle ist 
die Elementararbeit gleich dem mit d(p^ multiplizierten 
Drehungsmoment, welches die Kraft in bezug auf die dem 
Punkte Oj^ näher liegende Gelenkachse des j-ten Gliedes be- 
sitzt, wenn man ihren Angriffspunkt nach dem vondemPunkte 
Oj^ entfernteren Gelenkpunkte des j-ten Gliedes verlegt; im 
letzteren Falle leistet die Kraft dagegen keine Arbeit. 

Will man also beispielsweise wieder die Elementararbeit der 
Schwere für die Verrückung V ableiten, wenn der Punkt 0^ der 
ersten Längsachse festbleibt, so hat man nur die beiden in S^ und S.^ 
angreifenden Schwerkräfte nach G^ ^ verlegt zu denken. Dieselben 
setzen sich wieder mit der in S^ angreifenden Schwerkraft zu der im 
Hauptpunkte H^ angreifenden Gesamtschwerkraft von der Größe rn^g 
zusammen. Die Elementararbeit derselben ist dann gleich ihrem mit 
d(p^ multiplizierten Drehungsmoment in bezug auf die Achse durch O^. 
Bei der Verrückung F^^ hätte man nur die in Sg angreifende Kraft 
m^g nach Gg g zu verlegen und mit der in S^ angreifenden Kraft m^g 
zu einer Resultante zusammenzusetzen. Man kann aber auch hier die 
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in S^ angreifende Kraft m^g nach 6?^ 3 verlegen und den beiden 
anderen hinzufügen; denn ihr Drehungsmoment in bezug auf die 
Gelenkachse G^ ^ besitzt ja den Wert Null. Tut man dies, so erhält 
man als Elementararbeit der Gesamtschwere bei der Verröckung V^ 
das mit rf^g multiplizierte Drehungsmoment der in II2 angreifenden 
Kraft niQg in bezug auf G^ g- Analog ergibt sich als Elemeatar- 
arbeit der Gesamtschwere bei der Verrückung V das mit dq)^ multi- 
plizierte Drehungsmoment der in fig angreifenden Kraft m^^ in bezug 
auf die Gelenkachse Gg 3. 

Die Elementararbeiten der Schwere verschwinden also in dem 
Falle, wo der erste Körper nur Drehungen um die Achse durch 0^ 
ausführen kann, bei den drei möglichen Verrückungen V des Systems 

im 'allgemeinen nicht. Dies würde nur der Fall sein, wenn die Haupt- 
punkte H^y Äg, Hg bezüglich mit 0^, 6?^ 2? 6^2,3 zusammenfielen. 

Handelt es sich darum, die Elementararbeit einer Kraft nicht 
für eine der Verrückungen V^ , F^^ oder F^^, sondern für die resul- 
tierende Gesamtverrückung des ganzen Systems anzugeben, so hat 
man die Elementararbeiten einfach zu addieren. 

In dem zuletzt betrachteten Falle bedingter Beweglichkeit würde 
demnach die gesamte Elementar arbeit der Schwere bei horizontaler 
Richtung der X-Achse (Fig. 8) durch 

— ni^gic^ cos^^ • dq)^ -\- c^ cosgjg • dfp^ + c^ cos 9)3 • d(p^ 

gemessen werden. Dabei bedeutet nach dem Früheren der in Klammer 
stehende Ausdruck die vertikale Verschiebung des Gesamtschwerpunktes 
Sq in der Richtung nach oben; was natürlich von vornherein zu er- 
warten war. 

h) Elementararbeiten innerer Kräfte^ insbesondere von Muskelkräften. 

Die für äußere Kräfte gewonnenen Resultate lassen sich nun 
ohne weiteres auch auf innere Kräfte des Systems anwenden, welche 
zwischen festen Punkten je zweier der drei Glieder in der Verbin- 
dungslinie derselben wirken und entgegengesetzt gleich sind. Bei 
einem organischen Gelenksystem ruft beispielsweise eine sich kontra- 
hierende oder auch nur rein elastisch gespannte Muskelfaser ein Paar 
solcher entgegengesetzt gleicher Kräfte hervor. Wenn auch jede der 
beiden Kräfte für das einzelne Glied als äußere Kraft aufzufassen ist, 
so stellen sie doch beide zusammen für das ganze Gelenksystem ein 
Paar innerer Kräfte dar. Eine Folge hiervon ist, daß die Summe 
ihrer Elementararbeiten, welche sie bei den Verrückungen F^^ und F^^ 
des Gesamtschwerpunktes leisten, den Wert Null besitzt. Verlegt 
man sie nämlich beide nach dem Gesamtschwerpunkte Sq des Systems, 
so heben sich in der Tat die beiden Kräfte auf, da sie entgegen- 
gesetzt gleich sind. 
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Bei jeder der drei Verrückungen V(p^ leisten die beiden Kräfte 
dagegen Elementararbeiten, welche in den meisten Fällen nicht mehr 
entgegengesetzt gleich sind, so daß ihre Summe einen bestimmten 
positiven oder negativen Wert besitzt, der die resultierende Elementar- 
arbeit der beiden Kräfte bei der betreffenden Verrückung darstellt. 
Zur Bestimmung derselben lassen sich direkt die für die Wirkung 
der äußeren Kräfte gefundenen Resultate verwenden; 

Es kann nun einmal dadurch eine verschiedene Wirkungsweise 
bedingt sein, daß die Linie, welche die Richtung des Zugs dieser 
Kräfte angibt, durch zwei feste Punkte benachbarter oder nicht be- 
nachbarter Glieder hindurchgeht, ein anderes Mal dadurch, daß sie 
zwischen diesen Punkten geradlinig ausgespannt oder durch Vorsprünge 
an den Gliedern am geradlinigen Verlauf gehindert ist. Für die Muskeln 
an organischen Gelenksystemen bedeutet dies eine Unterscheidung 
zwischen eingelenkigen und mehrgelenkigen Muskeln einerseits und 
zwischen frei zwischen zwei Knochenpunkten oder auf dem Umwege 
über Knochenvorsprünge wirkenden Muskeln andererseits. 

Demnach kann man für das dreigliedrige Gelenksystem folgende 
Fälle unterscheiden: 

a) Die beiden entgegengesetzt gleichen Kräfte wirken 
zwischen zwei benachbarten Gliedern, und zwar so, daß die 
Zuglinie geradlinig zwischen den beiden Ansatzpunkten 
ausgespannt ist. Die 
Kräfte mögen zwischen 
dem ersten und zweiten 
Gliede wirken; die In- 
tensität derselben sei 
X, Ihre Richtungen, 
welche durch die Lage 
der * beiden Ansatz- 
punkte Ä^, J.2 (vgl. 

Fig. 10) bestimmt sind, 
verlaufen entgegen- Fig. 10. 

gesetzt. 

Aus den Betrachtungen über die Wirkungsweise äußerer Kräfte 
ergibt sich, daß für die Verrückung V die in Ä^ angreifende 
Kraft eine Elementararbeit D^^ • dcp^^ leistet, wo D^^ das Drehungs- 
moment der Kraft in bezug auf die Achse durch den Hauptpunkt H^ 
ist, während die Elementararbeit der in Ä2 angreifenden Kraft die 
Größe D!^^d(pi besitzt, wo D^^ das Drehungsmoment bedeutet, welches 
dieselbe in bezug auf die Achse durch H^ besitzen würde, wenn man 
sie parallel mit sich nach dem Gelenkpunkte G^ ^ verlegte. Die Ge- 
samtelementararbeit beider entgegengesetzt gleichen Kräfte ist daher 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 4 
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Da die beiden in Ä^ und G^ ^ angreifenden Kräfte entgegen- 
gesetzt gleich sind, so bilden sie ein Kräftepaar im Poinsotschen 
Sinne; das Moment desselben ist gleich D^^ + Dlp^. 

Man könnte das Resultat auch so auffassen: Die beiden Drehungs- 
momente setzen sich zu einem einzigen 2) zusammen, welches gleich 
dem Drehungsmoment ist, das die eine im Punkte A^ des ersten 
Körpers angreifende Kraft für die Gelenkachse durch G^ ^ besitzt. 

Für die Verrückung V ergibt sich in analoger Weise als Gesamt- 
elementararbeit der beiden Kräfte das mit d(p^ multiplizierte Moment 
des Kräftepaares, welches durch die in A^ angreifende Kraft und die 
nach G^ g verlegte, ihr entgegengesetzt gleich« Kraft gebildet wird. 
Das letztere ist auch gleich dem Drehungsmoment 2) , welches die 
im Punkte A^ des zweiten Körpers angreifende Kraft in bezug auf 
die Gelenkachse G^^ ausübt. 

Bei dem in Figur 10 dargestellten Falle strebt das zur Ver* 
rückung V gehörende Kräftepaar den AVinkel (p^ zu verkleinern, 
dagegen das zur Verrtickung V gehörende Kräftepaar den Winkel (p^ 
zu vergrößern. Analytisch wird sich dies dadurch ausdrücken, daß 
im ersten Falle das Drehungsmoment einen negativen Wert annimmt, 
weil der Winkel zwischen Kraftrichtung und Translation des Punktes A^ 

bei der Verrückung V größer wie ^ ist. 

Da für die dritte VeiTÜckung F^^^ die beiden Kräfte nach dem- 
selben Punkte, nämlich G^ 3, verlegt werden müssen, so heben sich 
ihre Wirkungen gegenseitig auf, und die resultierende Elementararbeit 
ist Null. 

ß) Die beiden entgegengesetzt gleichen Kräfte wirken 
zwischen zwei benachbarten Gliedern so, daß die Zuglinie 
über einen Vorsprung des einen Gliedes läuft. Dieser Fall 

läßt sich auf den 
ersten zurückführen. 
Es kommt für die 
Wirkung der beiden 
Kräfte hier nur das 
Stück der Zuglinie 
in Betracht, welches 
zwischen zwei Punk- 
ten der beiden Glie- 
der geradlinig ver- 
läuft, also in der 
^i&- ^^- nebenstehenden Fi- 

gur 11 nur das Stück 
A^ A^. Das zwischen den beiden Punkten A^, A^' bezüglich A^ des- 
selben Gliedes verlaufende Stück kommt für die Gesamtelementar- 
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arbeit der beiden Kräfte nicht in Betracht, da die beiden Drehungs- 
momente der in A^ und Ä^'' angreifenden entgegengesetzt gleichen 
Kräfte sich gegenseitig in ihren Wirkungen aufheben. 

Ein Unterschied zwischen dem ersten (a)) und zweiten (ß)) Falle 
besteht nur darin, daß im ersten Falle das geradlinige Stück der Zug- 
linie zwischen zwei festen Punkten A^, -4^ der beiden Körper aus- 
gespannt war, während im zweiten Falle der eine Endpunkt A^ dieser 
geradlinigen Strecke im allgemeinen mit der Veränderung der Winkel 
(p^ und <p^ seine Lage im ersten Gliede nicht beibehält. Diese Wan- 
derung des Punktes A^' hängt ganz von der Gestalt des ersten Gliedes 
ab, ihre Bestimmung muß daher für jedes Gelenksystem den Gegen- 
stand einer besonderen Untersuchung bilden. 

y) Die beiden entgegengesetzt gleichen Kräfte wirken 
zwischen zwei nicht benachbarten Gliedern. 

Da die Fälle, in denen die Zuglinie sich nicht von Anfang bis zu 
Ende geradlinig zwischen zwei festen Punkten der beiden Glieder aus- 
spannen kann, sich auf den Fall zurückführen lassen, daß die Kräfte 
ungehindert zwischen den beiden Ansatzpunkten wirken, so wird es 
nur nötig sein, die allgemeinen Gesichtspunkte für die Behandlung 
dieses letzteren Falles aufzustellen. 

Wirken beide Kräfte längs der zwischen den festen Punkten A^ 
und A^ des ersten und dritten Gliedes geradlinig ausgespannten Zug- 
linie (Fig. 12), so 
ergeben sich aus Be- 
trachtungen, welche 
den früheren voll- 
ständig analog sind, 
folgende Resultate: 
Die Gesamtele- 
mentararbeit der 
beiden Kräfte ist 

für die Ver- Fig. 12. 

rückung F^^ gleich 

dem mit rZ^^ multiplizierten Moment D des Kräftepaares, welches 
durch die in A^ angreifende und die ihr entgegengesetzt gleiche nach 
Gl 2 verlegte Kraft gebildet wird, 

für die Verrückung V gleich dem mit dg)2 multiplizierten 
Moment des Kräftepaares, welches durch die von A^ nach G^ ^ ^^d 
die von A^ nach G^^s pai'aUel mit sich verlegten, entgegengesetzt 
gleichen Kräfte dargestellt ist, und endlich 

für die Verrückung F^^ gleich dem mit d(p^ multiplizierten 
Moment des Kräftepaares, welches durch die in A^ angreifende Kraft 
einerseits und die ihr entgegengesetzt gleiche nach G^^^ verlegte 
Kraft zusammengesetzt ist. 

4* 
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Nimmt man endlich wieder an, das erste Glied sei im Punkte 0^ 
drehbar befestigt, so läßt sich leicht zeigen, daß das Festhalten des 
Punktes 0^ an den Elementararbeiten der für das frei bewegliche 
System betrachteten inneren Kräfte keine Änderung hervorbringt. 
Es lassen sich also die für das freie System gefundenen Resultate 
direkt auf den Fall der bedingten Beweglichkeit übertragen. 

Ein Beispiel mag dies erläutern. 

In dem durch Figur 10 auf S. 49 ver sinnlichten Falle würde 
bei Festhaltung eines Punktes 0^ des ersten Gliedes die Gesamt- 
elementararbeit der beiden entgegengesetzt gleichen Kräfte K sich 
darstellen als das Produkt der Größe dq)^ in die Summe der ürehungs- 
momente, welche die in A^ angreifende und die ihr entgegengesetzt 
gleiche im Punkte 6rj ^ angreifende Kraft in bezug auf die Achse 
durch den festen Punkt 0^ ausüben. Die beiden Drehungsmomente 
haben in diesem Falle verschiedenes Vorzeichen oder gleiches, je nach- 
dem der Punkt Oj außerhalb oder innerhalb des durch die beiden 
Kraftrichtungen gebildeten Flächenstreifens fällt. Man erkennt leicht, 
daß ihre algebraische Summe wie beim freibeweglichen System gleich 
dem Moment des Kräftepaares ist, welches durch die beiden in Ä^ 
und G^ 2 angreifenden Kräfte gebildet wird. 

6. Die Beziehungen zwischen den Änderungen der lebendigen 
Kraft und den Elementararbeiten der wirksamen Kräfte. 

Die Beziehungen, welche zwischen den Änderungen der leben- 
digen Kraft des in Bewegung begriffenen Gelenksystems einerseits 
und den Elementararbeiten der sämtlichen äußeren und inneren Kräfte 
andererseits bestehen, sind gegeben durch die bestimmten Differential- 
gleichungen der Bewegung in der von Lagrange herrührenden Form, 
bei der die rechtwinkligen Koordinaten durch allgemeine Koordinaten 
ersetzt sind, welche die Lage des Systems vollständig bestimmen. 

Für das zunächst in Betracht gezogene dreigliedrige Gelenk- 
system stellen die drei Winkel (p^^ ^g, ^3 in Verbindung mit den 
variabeln Koordinaten Xq^ y^ des Gesamtschwerpunktes bei freier Be- 
weglichkeit des Systems, oder den konstanten Koordinaten des fest- 
bleibenden Punktes 0^ in dem betrachteten Falle bedingter Beweg- 
lichkeit ein solches System allgemeiner Koordinaten dar, durch 
welches die Lage und Gestalt des Körpersystems eindeutig bestimmt ist. 

Das System der fünf Differentialgleichungen der Bewegung lautet 
für den Fall freier Beweglichkeit 
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Für den in Betracht gezogenen Fall bedingter Beweglichkeit, in 
welchem ein Punkt 0^ der Längsachse des ersten Körpers festbleibt, 
kommen die beiden ersten Gleichungen in Wegfall. Es treten auch 
keine neuen hinzu, da die Koordinaten des festbleibenden Punktes 
konstante , Größen sind, so daß schon die drei dann noch übrig 
bleibenden Differentialgleichungen das vollständige System der Be- 
wegungsgleichungen darstellen. 

Die Ausführung der Differentiationen an dem in (62) auf S. 41 
niedergelegten Ausdrucke für die gesamte lebendige Kraft des Systems 
bei freier Beweglichkeit ergibt zunächst die folgenden fünf 
Differentialgleichungen der Bewegung: 

/Wo { ^1^ • qPi" + d^ Cg cos {(p^ — qpg) • ^2" + ^i C3 cos {(p^ — tp^) • ^3" 

(69) + d^(^sm((p^ - (f^) '(p2^ + d^c^9m((p^ - ^3) • 93'^ = Q<p,, 

^0 W- W + ^2 ^3 cos (^2 — qPs) • 93" + ^2 ^1 c<^s (^2 — 9i ) • ^1" 

'^q[K^ ' W + C3C/iCOS(^3 - ^1) • ^/' + ^3^2^08(^3 — 9^2) * 9^2" 

+ c^d^^in{(p^ - (p,) . (p^'^ + c^d^ßm((p^ — (p^) • gPg'M == Qq>r 

Die beiden ersten Gleichungen beziehen sich auf die Bewegung 
des Gesamtschwerpunktes Sq, die drei letzten dagegen auf die Be- 
wegung des dreigliedrigen Gelenksystems um seinen Gesamtschwer- 
punkt. Dementsprechend enthalten diese die Winkelbeschleunigungen 
und Winkelgeschwindigkeiten der Drehung der einzelnen Glieder, jene 
dagegen nur die Komponenten der Beschleunigung des Gesamtschwer- 
punktes. Die Größen Q auf der rechten Seite der Gleichungen hängen 
sehr eng mit den Elementararbeiten der wirksamen Kräfte zusammen. 
So bedeuten allgemein Q^^ • dxQ und Q^^ • dyQ die Summen der Ele- 
mentararbeiten sämtlicher äußerer Kräfte für die Verrückungen V^ 
und Fy^; femer sind die drei Produkte Q • d(p,^ die Summen der 

Elementararbeiten, welche die sämtlichen äußeren und inneren Kräfte 
bei den Verrückungen V leisten. Nach den früheren Entwicklungen 

stellen daher die Größen Q^^ und ^^^ die Komponenten summen der 
äußeren Kräfte parallel den beiden Koordinatenachsen, und die Größen 
Q Summen von Drehungsmomenten dar, welche in jedem Falle auf 

die zu den Gelenkachsen parallele Achse durch den Hauptpunkt des 
Ä-ten Gliedes bezogen sind. Zu diesen Drehungsmomenten tragen 
alle äußeren und inneren Kräfte bei, und zwar die am 7^-ten Gliede 
selbst angreifenden ohne weiteres, die an den anderen Gliedern an- 
greifenden dagegen in der Weise, als ob sie parallel nach dem ihrem 
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Angriffspunkte innerhalb des Systems am nächsten liegenden Gelenk- 
mittelpunkte des Ä-ten Gliedes verlegt wären. 

In allen fünf Bewegimgsgleichungen steht auf der linken Seite 
die Gesamtmasse m^ des Gelenksystems als Faktor; dagegen treten 
die Massen m^ der einzelnen Glieder überhaupt nicht auf. Dies ist 
bei den letzten drei Gleichungen ausschließlich der Einführung der 
reduzierten Systeme und Hauptpunkte zuzuschreiben. Der Einfluß, 
welchen die Massen der Glieder auf die Drehung der mit ihnen zu- 
sammenhängenden anderen Glieder ausüben, drückt sich aus in den 
Größen der Trägheitsradien Icj^ der reduzierten Systeme und der Haupt- 
strecken Cj^, dj^ der einzelnen Glieder, welche in den drei letzten Be- 
wegungsgleichungen außer den Winkeln ^^ noch vorkommen. 

Wirken außer der Schwere keine äußeren Kräfte weiter, sondern 
nur innere Kräfte auf das Gelenksystem ein, so wird zunächt Q^^ = 
und Qy^ == — m^g. Jede der Größen Q stellt dann die Summe der 

Momente aller Kräftepaare dar, welche dadurch entstehen, daß man 
zu den ' am 7^-ten Gliede selbst angreifenden inneren Kräften die 
übrigen in der Weise hinzufügt, daß man jede derselben parallel mit 
sich nach demjenigen Gelenkmittelpunkte des Ä-ten Gliedes verlegt, 
welcher ihrem Angriffspunkte innerhalb des Körpersystems am näch- 
sten liegt. 

Für den besonderen Fall, daß ein Punkt 0^ auf der Längsachse 
des ersten Gliedes im Abstände l^ von G^ ^ festliegt, so daß das erste 
Glied nur Drehungen um die zu den Gelenkachsen parallele Achse 
durch Ol ausführen kann, erhält man unter Benutzung des auf S. 42 
niedergelegten Wertes (64) für T nur noch drei Bewegungsgleichungen; 
es sind die folgenden: 

+ /i Cg sin {(f^ - ^2) '(Pi^ + h ^8 sm (^1 - ^'s) * ^3' ^ } = Qq>,j 

(10) ^® ^ ^^^ * ^2" "^ '^ ^^ ^^^ ^^^ ~~ ^^^ ' ^^' "^ ^^ ^^ ^^^ ^^^ ~~ ^^ ' ^^" 

+ kc^^^{(p^ - ^3) • W^ + C2^isin(^2 — ^1) • ^1'^}= ^y,' 

^^0 { h^ ' ^s' + (^sk^^K^S - 9^1) • W + C8?2C0S(93 — ^2) • W 

+ cJi^m((p^ - (f^) • ^i'2 ^ C3if2sin(^3 - ^2) * W^} = Qcp,- 
Jede der Größen Q^ bedeutet jetzt die Summe der Drehungs- 
momente, welche sämtliche am System angreifenden äußeren und 
inneren Kräfte in bezug auf die Achse bezüglich durch 0^, G^2 ^^®^ 
G2 3 ausüben, nachdem alle diejenigen, welche nicht direkt am Ä-ten 
Gliede angreifen, parallel mit sich nach dem Gelenkpunkte verlegt 
worden sind, der ihnen innerhalb des Gelenksystems im Ä-ten Gliede 
am nächsten liegt. Die Drehungsmomente zweier zusammengehörigen 
inneren Kräfte setzen sich dabei immer wieder zum Moment eines 
Kräftepaares zusammen. 
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Beim zweigliedrigen Gelenksystem fehlt in (69) wie in (70) die 
letzte Bewegangsgleichnng. Im übrigen vereinfachen sieh auch die 
beiden vorhergehenden Gleichungen, indem alle Größen, die sieh auf 
das dritte Glied beziehen, d. h. also alle Größen mit dem Index 3 in 
Wegfall kommen. Man erhält daher für das ebene Gelenksystem von 
nur zwei durch ein Scham iergelenk miteinander verbundenen Gliedern 
im Falle vollkommen freier Beweglichkeit das System von Gleichungen: 

(71) r^hV^'-Qy^, 

'^^o{ V- W+ ^2^1^08(^2— 9i) • 9Pr+C2disin(92-9'i) • ^1'*}= ^y,- 
Hierbei bedeutet natürlich m^ nur die Summe der Massen m^ 
und mg der beiden Glieder; im übrigen haben die Konstanten \, k^j 
d^ und Cg und die Größen Q die den einfacheren Verhältnissen des 
zweigliedrigen Systems angepaßte, sonst aber ganz entsprechende Be- 
deutung wie beim dreigliedrigen Gelenksystem. Während die beiden 
ersten Gleichungen die Bewegung des Gesamtschwerpunktes regeln, 
beziehen sich die beiden letzten wieder auf die Bewegung des Systems 
um seinen Schwerpunkt. 

Falls ein Punkt (\ der Längsachse des ersten der beiden Glieder 
im Abstände l^ vom Zwischengelenk festbleibt, so daß sich das erste 
GKed nur um eine durch 0^ gehende und zur Achse des die beiden 
Glieder verbindenden Schamiergelenks parallele feste Achse drehen 
kann, besitzt das Gelenksystem nur noch zwei Grade von Bewegungs- 
freiheit. Es wird dann die Bewegung schon durch zwei Gleichungen 
vollständig dargestellt, welche aus (70) durch Fortlassen aller Glieder 
mit dem Index 3 gewonnen werden können. Man erhält so die bei- 
den Gleichungen: 

(72) ^oMi^-9'r+^i^2Cos(^i-^2).gP2"+ZiC2sin(^i-9?2)W^}=ey,, 

Zu den Formehi (71) und (72) gelangt man natürlich auch 
direkt, wenn man die Lagrange sehen Gleichungen unter Zugrunde- 
legung der auf Seite 42 angeführten Werte (66) und (67) für die 
lebendige Kraft des Systems bildet. 

7. Interpretation der Bewegungsgleichungen. 

Die unter (69) und (70) angegebenen Bewegungsgleichungen des 
dreigliedrigen Gelenksystems lassen nun eine sehr einfache und zu- 
gleich anschauliche Interpretation zu, welche nicht nur neues Licht 
auf die Bedeutung der reduzierteii Systeme und Hauptpunkte wirft, 
sondern auch zeigt, daß die Einführung derselben nicht etwa will- 
kürlich ist, daß sie im Gegenteil im Wesen der Sache begründet 
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liegt. Gleichzeitig läßt dieselbe erkenneD, in welcher Weise sich die 
drei Glieder des Systems infolge des Gelenkzusammenhanges in ihren 
Bewegungen gegenseitig beeinflussen. Dieselbe gibt außerdem auch 
ein Mittel an die Hand, die Bewegungsgleichungen im gegebenen Falle 
unter Berücksichtigung der Beziehungen der Hauptpunkte zu dem Ge- 
samtschwerpunkte und den Schwerpunkten der Teilsysteme ohne große 
Mühe und vor allen Dingen ohne Zurückgehen auf die allgemeinen 
Lag ran gesehen Gleichungen in der einfachsten Form anzuschreiben. 

Die Bedeutung der beiden ersten Gleichungen von (69) ist evident. 
Dieselben sind der analytische Ausdruck des bekannten Satzes, daß 
der Gesamtschwerpunkt eines Körpersystems sich so bewegt, als ob 
in ihm die Gesamtmasse konzentriert wäre und alle äußeren Kräfte 
ohne Änderung ihrer Größe und Richtung direkt in ihm angriffen. 

Um die dritte Gleichung von (69) zu deuten, soll dieselbe zu- 
nächst in folgender Form gesehrieben werden 

(73) moV-cp/'« 

Qq>, + [— ^0^2 ^2" • rfiCOS(^2 — (f^) - m^C^ff^' ' rfiCOs(9P8 — qpj 

+ ^o<^W^ • ^isin(92 — g?i) + ^0^8 9^»'^ • ^isiii(9'3 — 9i)]> 

wobei die beiden letzten Glieder innerhalb der Klammer positives 
Vorzeichen bekommen haben, weil in den Winkeldifferenzen Minuend 
und Subtrahend vertauscht worden sind. 

Auf der linken Seite steht jetzt allein das Produkt aus der 
Winkelbeschleunigung ^j" des ersten Gliedes und dem Trägheits- 
moment niolz^ des ersten reduzierten Systems in bezug auf die zu 
den Gelenkachsen parallele Achse durch seinen Schwerpunkt, d. h. 
also durch den Hauptpunkt des ersten Gliedes (vgl. die Formeln (4) 
auf Seite 13). Den Faktor (p^' kann man auch als die Winkel- 
beschleunigung des ersten reduzierten Systems bei der Drehung um 
seinen Schwerpunkt auffassen. 

Auf der rechten Seite von (73) befindet sich zunächst die Größe Q^^^. 
Dieselbe bedeutet nach den frühereji Auseinandersetzungen das auf 
die zu den Gelenkachsen parallele Achse durch den Hauptpunkt H^ 
bezogene resultierende Drehungsmoment aller die Bewegung des ersten 
Gliedes beeinflussenden äußeren und inneren Kräfte, wobei den direkt 
am ersten Gliede angreifenden die sämtlichen an den beiden anderen 
Gliedern angreifenden Kräfte in der Weise hinzuzufügen sind, daß 
man jede unter Beibehaltung ihrer Größe und Richtung nach dem 
Gelenkpunkte G^ 2 '^erlegt zu denken hat. 

Außerdem steht nun auf der rechten Seite noch als Summand 
ein aus vier Gliedern bestehender Ausdruck, dessen Bedeutung nach 
den Erörterungen im 3. Abschnitt auch unschwer zu erkennen ist. 
Zunächst sieht man aus Formel (44), daß die Größen m^c^ff^'y ^o^s^^s"? 
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w^Cg^g'* und m^c^cp^'^ die Komponenten der Effektivkraft Er,^ des ge- 
meinsamen Schwei'punktes S^ ^ vom zweiten und dritten Gliede für 
die zu 6?! 2 relative Bewegung darstellen. Die Komponente m^Cg^g" 
steht nach den früheren Erörterungen auf der Längsachse des zweiten 
Gliedes, und die Komponente m^c^tp^' auf der Längsachse des dritten 
Gliedes senkrecht. Dagegen ist die Komponente /Wq^^s* ^®^ Längs- 
achse des zweiten Gliedes und die Komponente m^c^fp^^ der Längs- 
achse des dritten Gliedes parallel. 

Es läßt sich nun leicht zeigen, daß der ganze Klammerausdruck 
auf der rechten Seite der Gleichung (73) nichts anderes darstellt als 
das Drehungsmoment, welches eine der Effektivkraft Er^^^ entgegen- 
gesetzt gleiche Kraft auf die Achse durch den Hauptpunkt H^ aus- 
übt, wenn man auch sie parallel mit sich nach dem Gelenkpunkte G^ ^ 
verlegt denkt. Diese Kraft soll kurz durch — i/r,,, bezeichnet sein. 
In Figur 13 finden sich die Komponenten dieser nach dem Angriffs- 
punkte 6ri 2 verlegten Kraft unter der Annahme eingezeichnet, daß 
sowohl die Winkel- 
geschwindigkeiten als 
auch die Winkel- 
beschleunigungen des 
zweiten und dritten 
Gliedes positiv sind. 
Das erstere ist nach 
den früheren in Fi- 
gur 1 zum Ausdruck 
gebrachten Festsetz- 
ungen über die posi- 
tive Richtung der 
Winkel ^^ der Fall, 
wenn die Längsachsen 
des zweiten und dritten 
Gliedes sich umgekehrt 
wie der Uhrzeiger 
drehen, und das letztere 
tritt ein, wenn diese 
Drehung beschleunigt ist. Legt man der Untersuchung eine Bewegungs- 
phase zugrunde, bei welcher das dreigliedrige Gelenksystem momentan 
die J^n Figur 1 aufgezeichnete Stellung besitzt, so würde die Komponente 
m^c^ff^' von -Brj,, nach links oben gerichtet sein; der entgegengesetzt 
gleichen Komponente der Kraft — Er^^ kommt daher die Richtung 
nach rechts unten zu, so wie es in Figur 13 dargestellt ist. Ebenso 
bestätigt man, daß die Komponente — fn^c^cp^' nach der richtigen 
Seite gezeichnet ist. Die Komponente vn^c^ip^^ der Effektivkraft würde 




Fig. 13. 
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die negative Richtung der Längsachse des zweiten Gliedes besitzen, 
da sie ja der Normalbeschlennigung der Drehung des Punktes H^ um 
Gr^ 2 entspricht. Die entgegengesetzt gleiche Komponente von — jB;-^ , 
muß daher in der positiven Richtung dieser Längsachse verlaufen. 

Ebenso muß die vierte Komponente — ^^o^s^s'^ ^® positive Richtung 
der Längsachse des dritten Gliedes besitzen. Fällt man nun auf die 
Richtungen dieser vier gemeinsam im Punkte G^ ^ angreifenden Kom- 
ponenten bezüglich auf deren Rückwärts Verlängerungen vom Haupt- 
punkte H^ des ersten Gliedes aus die Lote, so erkennt man aus Figur 
1 und 13 leicht, daß die Längen dieser Lote, welche nichts anderes 
als die Hebelarme der vier Kraftkomponenten für den Bezugspunkt H^ 
darstellen, bezüglich rfiCos(g?2 — ^i); ^i cos(^g — ^J, rf^sini^g ~ 9i) 
und djsin(^g — qpj) sind. Denn einmal besitzt G^^ ^^^ ^i die Ent- 
fernung dj, und dann sind die Lote auf die ersten beiden Kompo- 
nenten bezüglich den Längsachsen des zweiten und dritten Gliedes 
parallel, während die anderen beiden Lote auf diesen Längsachsen 
senkrecht stehen. Aus Figur 1 ist aber weiterhin zu sehen, daß jder 
Winkel, den die positive Richtung der Längsachse des zweiten Gliedes 
mit der des ersten Gliedes bildet, gleich der Differenz cp^ — cp^y und 
der Winkel zwischen den positiven Richtungen der Längsachse des 
dritten und ersten Gliedes gleich der Differenz (p^ — (p^ ist. 

Beachtet man nun noch, daß das Drehungsmoment einer Kraft 
positiv oder negativ zu rechnen ist, je nachdem sie eine Drehung um 
H^ in dem der Uhrzeigerdrehung entgegengesetzten Sinne oder im 
Sinne derselben hervorzubringen sucht, so erkennt man ohne weiteres, 
daß die vier Komponenten der Kraft — Er^ 3, welche der Effektivkraft 
Er,^^ entgegengesetzt gleich ist, in der Tat bezüglich die Werte 

— m^c^tp^" ' d^ cos (^2— 9i); - ^h^sW' ^1 cos (93— ^J ; 

+ ni^c^q)^^ ' d^ sin {(p^ — (fi) ^iJad + ^^^s^Ps ^ * ^1 sin {(f^ — (Pi) besitzen. 

Denkt man also den am zweiten und dritten Gliede angreifenden 
Kräften noch eine etwa im Schwerpunkte S2 3 angreifende Kraft hin- 
zugefügt, welche der Effektivkraft Er,^^ dieses Schwerpunktes für die 
zu Gj 2 relative Bewegung entgegengesetzt gleich ist, so bedeutet die 
rechte Seite der in der Form (73) geschriebenen ersten Bewegungs- 
gleichung das resultierende Drehungsmoment aller Kräfte für die 
Achse durch S^, nachdem die sämtlichen am zweiten und dritten Gliede 
direkt angreifenden Kräfte nach dem Gelenkmittelpunkte ö^ g verlegt 
worden sind, und außerdem diesen Kräften noch die Kraft — Er^ , 
hinzugefügt ist. 

Dem Verlegen der an den anderen beiden Gliedern direkt an- 
greifenden Kräfte nach dem Gelenkmittelpunkte G^ 2 ^®s ersten Gliedes 
geht parallel das Verlegen der Massen dieser Glieder nach demselben 
Punkte 6ri g. Es ist daher zweckmäßig, den Begriff des ersten 
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reduzierten Systems in Hinsicht auf die am ganzen Gelenk- 
System angreifenden Kräfte dahin zu erweitern, daß man mit 
den einzelnen Massenpunkten des aus dem zweiten und dritten 
Gliede zusammengesetzten Teilsystems auch zugleich die an 
demselben direkt angreifenden äußeren und inneren Kräfte 
nach dem Gelenkmittelpunkte G^ ^ '^ei'legt denkt und diese 
Kräfte im Verein mit den direkt am ersten Gliede angreifenden 
Kräften als die Kräfte des ersten reduzierten Systems auf- 
faßt. 

Unter dieser Annahme sagt die obige Gleichung aus, daß das 
erste reduzierte System sich in bezug auf die Drehung um seinen 
Schwerpunkt H^ wie ein einziger vollkommen frei beweglicher starrer 
Körper verhält, wenn man die Kräfte desselben nur noch um die in 
6ri 2 angreifend zu denkende in entgegengesetzter Richtung genommene 
Effektivkraft der zu G^ ^ relativen Bewegung des Schwerpunktes S^ 3 
vermehrt. 

Um dies einzusehen, braucht man nur die obige Bewegungs- 
gleichung in der Form zu schreiben 

wobei Dj sich als Summe darstellt aus dem resultierenden Drehungs- 
moment Q der Kräfte des ersten reduzierten Systems und dem 
Drehungsmoment der relativen Effektivkraft —Er.,^, beide bezogen 
auf die zu den Gelenkachsen parallele Achse durch H^. 

Nach den gemachten Voraussetzungen, daß^ das dreigliedrige Ge- 
lenksystem nur ebene Bewegungen ausführt, daß die Trägheitsachsen 
senkrecht zu der die drei Schwerpunkte enthaltenden Bewegungsebene 
Hauptträgheitsachsen sind, und daß die am System angreifenden Kräfte 
alle in dieser Ebene liegen, stellt die zu den Gelenkachsen parallele 
oder, was damit übereinstimmt, zu der Ebene der drei Schwerpunkte 
senkrechte Achse durch den Schwerpunkt //^ des ersten reduzierten 
Systems (Hauptpunkt des ersten Gliedes) ebenfalls eine Hauptträgheits- 
achse für das erste reduzierte System dar. Weiterhin liegen auch die 
an diesem System angreifenden Kräfte alle in einer zu dieser Achse 
senkrechten Ebene. Wenn aber auf einen frei beweglichen starren 
Körper in dieser Weise ebene Kräfte einwirken, so erteilen sie dem- 
selben eine Drehung um die zu der Ebene der Kräfte senkrechte 
Schwerpunktsachse, deren Winkelbeschleunigung dem resultierenden 
Drehungsmoment aller Kräfte in bezug auf die Schwerpunktsachse 
direkt und dem Trägheitsmoment des Körpers für die gleiche Achse 
indirekt proportional ist, also durch den Quotienten beider gemessen 
wird. Nichts anderes drückt die obige Gleichung (74) für das erste re- 
duziei-te System aus. Denn einmal ist die Winkelbeschleunigung des- 
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selben identisch mit der Winkelbeschleunigung des ihm zugrunde lie- 
genden ersten Gliedes; andererseits bedeutet aber Dj das resultierende 
Drehungsmoment aller am ersten reduzierten System angreifenden 
Kräfte, die Kraft — Er, , nait eingeschlossen, und m^k^^ das Trägheits- 
moment dieses reduzierten Systems, beide Größen bezogen auf die zu 
der Kraftebene senkrechte Achse durch den Schwerpunkt H^. 

Man kann sich weiterhin davon überzeugen, daß das erste redu- 
zierte System auch in bezug auf die außer seiner Drehung um die 
Schwerpunktsachse im allgemeinen noch vorhandene Translationsbewe- 
gung genau den Gesetzen der Bewegung eines vollkommen frei be- 
weglichen starren Körpers unterliegt. 

Diese Translationsbewegung wird am einfachsten durch die Be- 
wegung des Schwerpunktes selbst dargestellt. Bei einem starren frei 
beweglichen Körper eifähi't bekanntlich der Schwerpunkt unter der 
Einwirkung äußerer Kräfte eine lineare Beschleunigung, deren Größe 
durch den Quotienten aus der Resultante sämtlicher nach dem Schwer- 
punkte verlegt gedachten äußeren Kräfte und der Gesamtmasse des 
Körpers gemessen wird, und deren Richtung mit der Richtung dieser 
Resultante übereinstimmt. 

Der Schwerpunkt H^ des ersten reduzierten Systems besitzt in- 
folge der Bewegung des ganzen Gelenksystems eine lineare Beschleu- 
nigung, welche nach den früheren Erörterungen, wie man leicht aus 
Figur 3 bestätigt, gleich der geometrischen Summe aus der linearen 
Beschleunigung y^ des Gesamtschwerpunktes Sq, der zu Sq relativen 
Beschleunigung des Systemhauptpunktes H^ ^ ^^^ ^®^ zu dem letzteren 
relativen Beschleunigung des Hauptpunktes Ä, ist. Die Beschleuni- 
gung von H^ 2 relativ zu Sq ist aber, wie man leicht erkennt, gleich 
~ ^3 W ~~ ^39^3'^ ^^d d^® Beschleunigung von H^ relativ zu Ä^ 2 gleich 
— ^29)2'' ~" ^2^2'^- Infolgedessen ist die lineare Beschleunigung y^^ des 
Punktes H^ 

wobei die Beschleunigung Yq des Gesamtschwerpunktes Sq natürlich 
nur in dem speziellen Falle durch die Formel (28) bestimmt wird, 
daß, wie bei der Ableitung von (28) angenommen wurde, ein Punkt 
Ol der Längsachse des ersten Gliedes festbleibt; sonst wird die Länge 
von ^Q durch 1/^0^ + 2/0' ^ bestimmt. 
Aus (75) folgt nun weiter 

(76) m^y^^ = m^y^ + (- m^ [c^tp^" + c^(p^" + ~c^^ + Cg^g'^J) . 

Nun ist m^y^ gleich der Vektorsumme sämtlicher am drei- 
gliedrigen System angreifenden äußeren Kräfte; dies sagen ja die 
beiden ersten Bewegungsgleichungen in (69) aus, in welchen Q^ und 
Qy^ die Komponentensummen der äußeren Kräfte parallel den beiden 
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Koordinatenachsen bedeuten. Bezeichnet man die Vektorsumme der 
sämtlichen äußeren Kräfte des Gelenksystems kurz durch ^K , so 
kann man die ersten beiden Dififerentialgleichungen auch in die eine 
Vektorgleichung zusammenfassen 

(77) ^,-2K. 

Der außerdem auf der rechten Seite der Gleichung (76) stehende 
zusammengesetzte Summand ist nach (44) nichts anderes als die 
Kraft, welche der relativen Eflfektivkraffc JB^,,, des Schwerpunktes S^,^ 
entgegengesetzt gleich ist. Man kann daher (76) auch in der Form 
schreiben 

woraus unmittelbar folgt, daß sich in der Tat der Schwerpunkt H^ 
des ersten reduzierten Systems so bewegt, als ob alle auf das System 
einwirkenden Kräfte, die negative Effektivkraft — Er^ , mit eingerechnet, 
direkt an ihm angriffen, und gleichzeitig die Masse m^ des reduzierten 
Systems in ihm konzentriert wäre. 

Daß die fünfte Bewegangsgleichung von (69) die ganz ent- 
sprechende Bedeutung für das dritte reduzierte System besitzt, wie die 
dritte Gleichung für das erste, ist nach den bisherigen Erörterungen 
leicht einzusehen. Man braucht zu dem Zwecke nur diese Bewe- 
gungsgleichung in der Form zu schreiben 

(79) m,\^ . cp3" = 

öy, + [— ^h^hW ' ^3 cos (g?8 — 9^1) — ni^d^q)^" • CgCOs (tp^ — tp^) 

— '^n^di^i^ ' Cs sin (93 — yj — m^d^tp^'^c^ sin {tp^ - (p^)] , 
nm zu erkennen, daß auf der linken Seite das Produkt aus der Winkel- 
beschleunigung des dritten reduzierten Systems mit dem Trägheits- 
moment desselben in bezug auf die zu den Gelenkachsen parallele 
Achse durch seinen Schwerpunkt H^ steht, und daß die Summe auf 
der rechten Seite in Rücksicht auf Formel (38) nichts anderes be- 
deutet als das auf die gleiche Achse bezogene resultierende Drehungs- 
moment aller auf das dritte reduzierte System einwirkenden Kräfte, 
nachdem man die nicht direkt am dritten Gliede angreifenden Kräfte 
parallel mit sich nach dem Gelenkmittelpunkte G^ 3 verlegt und diesen 
Kräften die in entgegengesetzter Richtung genommene Effektivkraft 
des Schwerpunktes Äj 2 für seine Bewegimg relativ zu Gg^s hinzuge- 
fügt hat. Daß die Komponenten dieser zweckmäßigerweise mit — Er,^^ 
bezeichneten Effektivkraft tatsächlich die auf der rechten Seite von 
(79) stehenden Drehungsmomente hervorrufen, mag die umstehende Figur 
14 erläutern. Bezeichnet man das resultierende Drehungsmoment aller 
auf das dritte reduzierte System einwirkenden Kräfte kurz mit Dm, 
so kann man (79) in der Form schreiben 
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Hieraus ist aber zunächst in bezug auf die Drehung um seinen Schwer- 
punkt zu ersehen, daß auch das dritte reduzierte System denselben 
Bewegungsgesetzen unterworfen ist, wie ein einziger frei beweglicher 

starrer Körper, falls man 



/. 



nur 







Fig. 14. 



den Kräften 
reduzierten Systems die 
im Gelenkmittelpunkte 
^»,* angreifend zu den- 
kende Effektivkraft^^, , 
hinzufügt. Dabei sind 
wiederum unter den 
Kräften des dritten re- 
duzierten Systems außer 
den direkt am dritten 
Gliede angreifenden die 
nach dem Gelenkmittel- 
punkte G2 3 parallel ver- 
legten, ursprünglich am 
ersten und zweiten Gliede 
angreifenden äußeren 
und inneren Kräfte zu 
verstehen. 

Daß schließlich auch 



der Schwerpunkt H^ des dritten reduziei*ten Systems dieselbe Bewegung 
ausführt, als ob alle diese Kräfte direkt an ihm angriiSfen und die 
Masse m^ des ganzen Systems in ihm konzentriert wäre, ist nach den 
beim ersten reduzierten System angestellten Überlegungen leicht zu 
beweisen. Die lineare Beschleunigung y,, von H^ ist nämlich (vgL 
Fig. 3) _ _ _ ^ 

(81) n, = n + KVi" + d^fi" + di<Pi^ + ä^^i^'\ , ' 

80 daß mau hat 



(82) 



m, 



^Vh, == ^0^0 + ^0 K^i" + ^29^2" + ^i9i'^ + ^29^2'^] ; 



oder in Rücksicht auf (77) und (38) 

(83) WYl=2K + {-ErJ. 

Es verhält sich also in der Tat das dritte reduzierte System auch 
betreffs der Bewegung seines Schwerpunktes genau wie ein frei be- 
weglicher starrer Körper. 

Die noch fehlende vierte Gleichung von (69) bezieht sich auf 
die Drehung des zweiten reduzierten Systems. Während sich die Ver- 
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hältnisse beim ersten und dritten reduzierten System im wesöitlichen 
gleiclien, indem bei beiden die Massen nnd Kräfte der übrigen Glieder 
nur in einem einzigen Punkte angebracht sind, nimmt das zwischen 
beiden liegende zweite reduzierte System insofern eine Ausnahme- 
stellung ein, als bei ihm an zwei verschiedenen Stellen Massen, welche 
dem zweiten Gliede nicht angehören, in einem Punkte ▼eremigt an- 
zunehmen sind. Es läßt sich nun leicht zeigen, daß auch dieses 
mittlere reduzierte System sich wie ein einziger frei beweglicher 
starrer Körper verhält. 

Zunächst sei wiederum der Begriff des zweiten reduzierten Systems 
in bezug auf die Kräfte dahin erweitert, daß man zu den schon am 
zweiten Gliede angreifenden Kräften noch in G^ ^ die am ersten Gliede 
angreifenden Kräfte und in Grg g die am dritten Gliede angreifenden 
Kräfte hinzunimmt und alle diese Kräfte als die Kräfte des zweiten 
reduzierten Systems auffaßt. 

Die vierte Gleichung von (69) läßt sich nun in folgender Form 
schreiben: 

(84) • moÄ'2^ . 9/' = 

Q^, + [- ^^0^1 9^i" • ^2 cos (^2 — q)j) — m^d^tp^'^ • c^ sin (^^ - ^^i)] 

+ [— ^o^s^s" • ^2 cos (^3 — ^2) + ^0^8 93'^ • ^k sitt (^3 — ^2)] . 

Links steht wieder das Produkt aus der Winkelbeschleunigung 
des zweiten reduzierten Systems in das Trägheitsmoment desselben 
für die zu den Gelenkachsen parallele Achse durch seinen Schwer- 
punkt H^. Auf der rechten Seite bedeutet ^^^ das auf die Achse 
durch H^ bezogene resultierende Drehungsmoment der Kräfte des re- 
duzierten Systems. Die noch übrig bleibenden Summanden auf der 
rechten Seite stellen dagegen die Drehungsmomente zweier m G^^ 
und Gg 3 angreifenden Kräfte dar, von denen die erste der Effektiv- 
kraft Ej.^ des Schwerpunktes S^ für die zu G^^^ relative Bewegimg des- 
selben, und die zweite der Effektivkraft E^^ des Schwerpunktes S^ 
für die zu G^ 3 relative Bewegung entgegengesetzt gleich ist. Dies 
erkennt man daran, daß nach (50) m^d^tp^' und m^d^fp^^ die Kom- 
ponenten von E^^ und nach (56) m^c^tp^' und ni^c^tp^'^ die Kompo- 
nenten von E^ sind. Die Lote auf die Komponenten 'm^d^fp^' und 
^0^3 93" laufen bezüglich der Längsachse des ersten and dritten 
Gliedes parallel, bilden also mit der Längsachse des zweiten Gliedes 
die Winkel {(p^ — ^1) 'md (^3 — ^g)? ^i® ^^^ leicht aus umstehender 
Figur 15 in Vergleich mit Figur 1 erkennt, in welcher die Komponenten 
der beiden den Effektivkräften E^^ und E^ entgegengesetzt gleichen 
Kräfte — E^^ und — E^^ unter Annahme positiver Winkelbeschleuni- 
gungen 9?i" und ^3" eingezeichnet sind. Dagegen stehen die Lote 
von H2 auf die Richtungen der beiden Komponenten n^Qd^cp^^ und 
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^ö^a^s'^ auf diesen Längsachsen senkrecht. Da H, von G^^ ^i® 
Entfernung Cg, und G2 3 von H^ die Entfernung d^ besitzt, so sind 
die Längen der vier Lote bezüglich c^ cos ((jpg — 9^1); ^2 cos {(p^ — tp^)] 
c^ sin (9?2 — 9i) iiiid ^2 sin (9^3 — ^2)- Berücksichtigt man noch den 
Drehungssinn, in welchem eine jede der vier Komponenten das zweite 




Fig. 15. 

reduzierte System um die Achse durch H^ zu drehen sucht, so er- 
kennt man aus Figur 15, daß dieselben in der Tat mit Drehungs- 
momenten auf das System einwirken, welche die auf der rechten 
Seite von (84) stehenden Werte besitzen. 

Bezeichnet man das resultierende Drehungsmoment aller am zweiten 
reduzierten System angreifenden Kräfte, die beiden negativen Effektiv- 
kräfte — J^^^ und — 'E^^ mit eingerechnet, durch Du, so kann man 
die vierte Bewegungsgleichung von (69) in der kurzen Form schreiben 

Es dreht sich also auch das zweite reduzierte System genau so um 
seine zu den Gelenkachsen parallele Schwerpunktsachse, wie es ein 
frei beweglicher starrer Körper von gleicher Masse und gleichen Träg- 
heitsmomenten tun würde, wenn man die Kräfte des Systems um die 
beiden negativen relativen Effektivkräfte — E^^ und — E^^ vermehrt 
denkt. 

Daß dasselbe auch für die Bewegung seines Schwerpunktes H^ 
gilt, kann man leicht zeigen. Die Beschleunigung y^ des Haupt- 
punktes H^ hängt, wie ein Blick auf Figur 3 lehrt, mit der Beschleu- 
nigung y^ des Gesamtschwerpunktes S^ in der Weise zusammen, daß 
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Demnach hat man 



(87) m^y^ = m^y^ + m^ [d^ 9/' + d^ 9/ »] + m^ [- c^ tp.^' - c^ tp^ ^J , 
woraus ip Bücksicht auf (77), (50) und (56) folgt 

was zu bßweisen war. 

Es gilt also ganz allgemein das Resultat, daß im Falle voll- 
kommen freier Beweglichkeit des ebenen Gelenksyfltems 
jedes der drei reduzierten Systeme sich so bewegt, als ob außer den 
direkt an seinem Kemgliede angreifenden Kräften alle an den übrigen 
Gliedern apgreifenden Kräfte parallel nach dem nächsten Gelenkmittel- 
piinkte des dem System zugrunde liegenden Kerngliedes verlegt wären, 
wobei den Kräften die in entgegengesetzter Richtung genommenen 
EfFektivkräffce der zu diesem Gelenkmittelpunkte relativen Bewegung 
zuzurechnen sind. Die dritte bis fünfte Bewegungsgleichung von (69) 
sind nichts anderes als der analytische Ausdruck dieser Tatsache in 
bezug auf die Drehungen der drei reduzierten Systeme um ihre zu 
den Gelenkachsen parallelen Schwerpunktsachsen. 

Dieser Satz gilt, wie sich später herausstellen wird (vgl. den 
8. Abschnitt), auch noch, wenn das Gelenksystem nicht mehr vollkommen 
frei beweglich ist, falls man nur die Beschränkungen für die Beweg- 
lichkeit durch neu hinzutretende Kräfte erzwungen denkt. So kann 
man beispielsweise den zur Untersuchung herangezogenen Fall be- 
dingter Beweglichkeit, in welchem ein Punkt 0^ der Längsachse des 
ersten Gliedes fest bleiben soll, so daß das ganze Gelenksystem sich 
nur um eine zu .den Gelenkachsen parallele Achse durch 0^ drehen 
kann, dadurch auf den Fall vollkommen freier Beweglichkeit des Ge- 
lenksystems zurückführen, daß man in 0^ eine Ki-aft hinzufügt, welche 
die Reaktion gegen den auf die feste Achse 0^ ausgeübten Druck 
darstellt, und daher diesem Druck entgegengesetzt gleich ist. Da 
diese Methode im nächsten Abschnitt ausführlich auseinandergesetzt 
und auf das Gelenksystem angewendet werden wird, so soll hier nicht 
weiter darauf eingegangen sein. Dagegen soll an dieser Stelle mit- 
geteilt werden, welche Deutung die Gleichungen (70), die dem an- 
gedeuteten Falle bedingter Beweglichkeit entsprechen, außerdem noch 
erfahren können. 

Formt man die erste Gleichung von (70) so um, daß auf der 
linken Seite nur noch das Produkt aus der Winkelbeschleunigung q)^' 
und dem Trägheitsmoment moA^^ des ersten reduzierten Systems in 
bezug auf die Achse durch 0^ allein bleibt, so erhält man auf der 
rechten Seite einen Ausdruck, welcher sich von der rechten Seite der 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 5 
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Gleichung (73) nur dadurch unterscheidet, daß überall die Haupt- 
strecke d^ durch die Entfernung l^ des festen Punktes 0^ vomv Ge- 
lenkmittelpunkte (?! 2 ersetzt ist. Nach den früheren Auseinander- 
setzungen bei der Deutung von (73) stellt daher der auf der reddM 
Seite zu Q hinzutretende Ausdruck das Drehungsmoment äsr, welches 
die in G^ ^ angreifend zu denkende Kraft — jBr,,» a«f Äe Achse durch 
den festen Punkt 0^ ausübt. Da im Torliegentei PaUe auch Q^ das 
resultierende Drehungsmoment aller zum ersten reduzierten System 
gehörenden Kräfte in bezug auf die Achse durch 0^ darstellt, und, 
wie schon oben angeführt wurde, auch das auf der linken Seite der 
Gleichung stehende Trägh^tsmoment derselben Achse angehört, so 
sagt die erste Gleichung TOn (70) aus, daß das erste reduzierte System 
sich um die feste Adtse durch 0^ dreht wie ein starrer Körper von 
derselben Zusammensetzung, an welchem außer den zum System ge- 
hörenden Kräften noch im Punkte G^^^ die negative Effektivkraft — Er^^^ 
der zu G^f relativen Bewegung des Teilschwerpunktes angreift. 

Um die zweite Gleichung von (70) zu deuten, bringe man wieder 
alle Glieder der linken Seite mit Ausnahme des Gliedes m^Ag^ * W 
auf die rechte Seite; dann erhält man rechts einen Ausdruck, der sich 
von der rechten Seite von (84) nur dadurch unterscheidet, daß an 
Stelle von d^ die Länge l^ des ersten Gliedes, und an Stelle von rfg 
die Länge l^ des zweiten Gliedes getreten ist. Faßt man auch hier 
wie in (87) die vier zu Q hinzutretenden Glieder zu je zwei in eine 
eckige Klammer zusammen, so ist der letzte Klammerausdruck, wie 
man nach dem früheren ohne weiteres erkennen wird, als das Drehungs- 
moment der in 6r2 g angreifend zu denkenden Kraft — E^^ in bezug 
auf die Gelenkachse G^^ g aufzufassen. Die Bedeutung des in der Mitte 
stehenden Klammerausdruckes ist dagegen eine andere als bei (84). 
Die in den beiden Gliedern innerhalb der Klammer auftretenden Fak- 
toren ^0^1 9^/' ^^^ ^ohW^ ^^^^ jetzt nicht, wie früher, die in ent- 
gegengesetzter Richtung genommenen Komponenten der zu G^ g re- 
lativen Effektivkraft E^^ des Schwerpunktes S^, sondern sie gehören 
zu einer Kraft —m^Oi^, unter g^^ die Beschleunigung des Gelenk- 
mittelpunktes 6?! 2 verstanden; das negative Zeichen soll dabei an- 
deuten, daß diese Kraft zu der Beschleunigung von G^ g entgegengesetzt 
gerichtet ist. Bei der für die Bewegung des ersten Gliedes geltenden 
Bedingung kann nämlich dieser Gelenkmittelpunkt nur einen Kreis 
um Ol mit dem Radius l^ beschreiben, während die Längsachse des 
ersten Gliedes sich mit der Winkelgeschwindigkeit tp^ und der Winkel- 
beschleunigung (p^' um die Achse durch 0^ dreht. Die Beschleunigung 
von G^ 2 setzt sich daher aus der Tangentialbeschleunigung l^ (p^' und 
der Normalbeschleunigung l^cpi^ zusammen. Es ist nun leicht einzu- 
sehen, daß der ganze Klammerausdruck das Drehungsmoment der Kraft 
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— fn^g^^ in bezug auf die Gelenkachse G^^^ angibt; falls man diese 
Kraft; im Hauptpunkte des zweiten Gliedes angreifend denkt. 

Da auch das resultierende Drehungsmoment Q der Kräfte des 
zweiten reduzierten Systems und das auf der linken Seite der Gleichimg 
stehende Trägheitsmoment mgilg^ desselben auf die Gelenkachse G^ ^ 
bezogen sind^ so hat man also das ResxQtat^ daß im vorliegenden Falle 
bedingter Beweglichkeit des ganzen Gelenksystems das zweite reduzierte 
System sich so um die ihrerseits selbst in Bewegung befindliche Ge- 
lenkachse 6ri 2 dreht, als ob außer den zu ihm gehörenden Kräften 
noch in Gj 3 die Kraft — E^^ und in seinem Schwerpunkte H^ die Kraft 

— Wq^i j angriffe, wobei g^^ ^i® Beschleunigung des Gelenkmittel- 
punktes G^ ^ bedeutet. Die letztere in H^ angreifend zu denkende Kraft 

— m^^i 2 gibt den Einfluß an, welchen die Eigenbewegung der Gelenk- 
achse G^ 2 ^^f ^^^ ^^ ^^^ stattfindende Drehung des zweiten reduzierten 
Systems ausübt; wenn G^^ ^ Ruhe bleibt, so verschwindet auch diese 
Kraft. 

Auch die dritte Gleichung von (70) läßt sich in ähnlicher Weise 
deuten. Bringt man in derselben wieder alle Glieder bis auf das Glied 
m^i^^ ' q>^' auf die rechte Seite, so erhält man eine Form, welche sich 
von (79) auf der rechten Seite nur dadurch unterscheidet, daß d^ und 
d^ durch Z^ und 1^ ersetzt sind. Es ist nun unschwer zu erkennen, 
daß der zu Q hinzutretende Klammerausdruck als das auf die Ge- 
lenkachse G^ 8 bezogene Drehungsmoment einer im Schwerpunkte H^ 
des dritten reduzierten Systems angreifend zu denkenden Kraft — m^g^ g 
aufgefaßt werden kann, wobei unter g^ 3 die Beschleunigung des Ge- 
lenkmittelpunktes 6r2 3 zu verstehen ist und durch das negative Vor- 
zeichen angedeutet werden soll, daß die Kraft zu der Beschleunigung von 
Gg 3 entgegengesetzt gerichtet ist. Um dies einzusehen, braucht man 
nur zu berücksichtigen , daß die Bewegung des Punktes G^ 3 aus der 
Drehung des Punktes 6rj 2 um 0^ auf einem Kreis mit dem Radius l^ 
und der zu G^^^ relativen Drehung von G^ 3 auf einem Kreis mit dem 
Radius l^ zusammengesetzt ist. Die Beschleunigung ^3,3 ^^^ Punktes 
G^2 3 besitzt daher die vier Komponenten ^i^/', ^i9i ^ ^2W ^^^ h9^2^- 

Da nun auch das resultierende Drehungsmoment Q^^ der Kräfte 
des dritten reduzierten Systems, ebenso wie das Trägheitsmoment des- 
selben, sich auf die Gelenkachse G2 3 bezieht, so erhält man durch 
diese Interpretation der dritten Gleichung von (70) das Resultat, daß 
bei festem Punkt 0^ der Längsachse des ersten Gliedes das dritte re- 
duzierte System sich um die bewegliche Gelenkachse G2 3 in derselben 
Weise dreht, als wenn außer den zu ihm gehörenden Kräften in sei- 
nem Schwerpunkte J3g noch eine Kraft — m^g^ 3 angriife, unter ^., g 
die Beschleunigung der Gelenkachse 6r2 g verstanden. Diese in i/g 
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angreifende Kraft kommt in Wegfall, wenn G2 3 bei der Bewegung 
des ganzen Gelenksystems in Ruhe bleibt. — 

Aus den bisherigen Betrachtungen ist zu ersehen, daß die Be- 
wegung eines jeden der drei Glieder infolge des Gelenkzusammen- 
hanges mit den anderen nicht allein dadurch beeinflußt wird, daß die 
trägen Massen der anderen Glieder im allgemeinen mit in Bewegung 
gesetzt werden müssen, sondern auch dadurch, daß diese anderen 
Glieder in der Regel sich außerdem noch relativ zu dem Mittelpunkte 
des Gelenkes bewegen, durch welches sie mit dem betreffenden Gliede 
entweder unmittelbar oder durch Vermittehmg eines anderen Gliedes 
in Verbindung stehen. Dem Einfluß, welchen die trägen Massen der 
anhängenden Glieder auf die Bewegung eines bestimmten Gliedes aus- 
üben, wird dadurch Rechnung getragen, daß man dieselben in den 
nächsten Gelenkmittelpunkten konzentriert denkt und dadurch von dem 
betreffenden Gliede auf das reduzierte System übergeht. Der Einfluß, 
welchen die relativen Bewegungen der anhängenden Glieder ausüben, 
wird dagegen, wie sich herausgestellt hat, durch die Kräfte — E^ 
dargestellt, welche den Effektivkräften der Schwerpunkte der übrigen 
Glieder entgegengesetzt gleich sind. Besitzen diese Effektivkräfte den 
Wert Null, so kommen für die Bewegung der reduzierten Systeme 
nur noch die tatsächlich vorhandenen Kräfte, welche oben als die 
Kräfte der reduzierten Systeme bezeichnet worden sind, in Frage. 

Ein Verschwinden der Effektivkräfte tritt unter anderem ein, wenn 
die an einem Gliede hängenden anderen Glieder bei der Bewegung des- 
selben ausschließlich Translationsbewegungen ausführen. Dies ist zum 
Beispiel bei der Bewegung des aus Kreuzkopf, Kolbenstange und 
Kolben bestehenden Gleitstückes eines Schubkurbelgetriebes der Fall 
(vgl. den 21. Abschnitt), deshalb wirkt dieselbe auf die Bewegung der 
Schubstange in der Weise ein, als ob die Masse des Gleitstückes und 
die an dem letzteren angreifenden Kräfte direkt in der Achse des 
Kreuzkopfs angebracht wären. 

Ein anderes Beispiel mit verschwindenden Effektivkräften stellt 
das auch schon in der Einleitung erwähnte Erheben auf die Zehen 
dar, wenn der ganze menschliche Körper mit Ausnahme des allein auf 
dem Boden aufstehenden Fußes dabei eine Translationsbewegung nach 
Maßgabe der Bewegung der Fußgelenkachse ausführt. Deshalb wirkt 
dieser Abschnitt des Körpers so auf den Fuß ein, als ob die ganze 
Masse desselben in der Achse des oberen Sprunggelenkes konzentriert 
wäre und alle an ihm angreifenden Kräfte ihren Angriffspunkt im 
Mittelpunkte des Fußgelenks hätten. 

Ein Verschwinden der Effektivkraft tritt aber auch schon dann 
ein, wenn der Schwerpunkt, auf welchen sich die Effektivkraft bezieht, 
mit dem Gelenkmittelpunkte, zu welchem die Bewegung dieses Schwer- 
punktes relativ zu rechnen ist, dauernd zusammenfällt. 
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Ein Beispiel hierfür liefert das ebenfalls schon in der Einleitung 
erwähnte, aus Stange und beweglicher Linse bestehende physische 
Pendel. Es soll gerade auf dieses Beispiel später etwas ausführlicher 
eingegangen werden (vgl. Abschnitt 22), weil die Bewegungen eines 
derartigen zweigliedrigen ßelenksystems schon in erschöpfender Weise 
für verschiedene Falle untersucht und abgeleitet worden sind.^) Das 
Beispiel ist aus diesem Grunde geeignet, zu zeigen, wie die im vorauf- 
gehenden auseinandergesetzte Methode der reduzierten Systeme, deren 
Bedeutung für die Vereinfachung der kinetischen Untersuchung von 
Gelenksystemen allerdings erst ganz besonders evident bei den viel- 
gliedrigen Systemen zutage tritt (und zwar um so mehr, je größer die 
Anzahl der Glieder eines Systems ist), sich doch auch schon für ein 
verhältnismäßig so einfaches Gelenksystem von nur zwei Gliedern als 
recht fruchtbar erweist, indem sie gestattet, die Differentialgleichungen 
der Bewegung für die verschiedenen Fälle gleich fertig hinzuschreiben. 

8. Elementare Ableitung der Bewegungsgleichungen. 

Da das vorliegende Buch in erster Linie den Bedürfnissen der 
Mediziner Rechnung zu tragen hat, so soll noch ein Weg angegeben 
werden, auf dem man in ganz elementarer Weise und ohne alle Rech- 
nung zu den Bewegungsgleichungen des Gelenksystems geführt wird. 
Es ist nicht jedermans Sache, nur einigermaßen kompliziert aussehende 
Formeln richtig zu deuten; daher kann es für das Verständnis der 
gesetzmäßigen Beziehungen zwischen den verschiedenen in Betracht 
kommenden Größen nur vorteilhaft sein, wenn sich zeigen läßt, daß 
die Formeln nichts anderes sind als der rechnerische Ausdruck für 
eine an und für sich einfache und aus bekannten mechanischen Ge- 
setzen folgende Tatsache. Diese Erkenntnis dürfte gleichzeitig ge- 
eignet sein, das Interesse für derartige Fragen, wie sie in diesem Buch 
hauptsächlich behandelt werden, neu zu beleben; denn es ist eine be- 
klagenswerte Erscheinung, daß das Interesse für physiologische Pro- 
bleme, welche sich exakt nur mit Hilfe der Mathematik lösen lassen, 
vielfach im umgekehrten Verhältnis zu der Schwierigkeit der mathe- 
matischen Hilfsmittel steht. 

Für eine elementare Ableitung der Bewegungsgleichungen ist, wie 
sich hemusstellen wird, nur die Kenntnis des Prinzips der Gleichheit 
von Wirkung und Gegenwirkung und einiger einfacher, aber all- 
gemeingültiger Sätze der Mechanik erforderlich. 

Vor allen Dingen stützt sich dieselbe auf den schon früher an- 
geführten Schwerpunkts satz, nach welchem sich der Schwerpunkt 

1) Vgl. Carl Neumann, Beiträge zur analytischen Mechanik. Berichte 
über die Verhandlungen der Königl. Sachs. Ges. 4- Wissensch., math.-phys. Klasse 
Band 51. Mathematischer Teil 1899 Seite 371. 
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eines beliebigen Eörpersystems stets so bewegt^ als ob die Masse des 
ganzen Systems in ihm konzentriert' wäre, und alle auf das System 
einwirkenden äuBeren Kräfte mit ihrer Richtung und Stärke direkt 
in ihm angriffen. Dieser Satz gilt nicht nur, wenn das Körpersystem 
YoUkommen frei beweglich ist, sondern auch wenn die Bewegungen 
der einzelnen Körper irgend welchen Bedingungen unterworfen sind. 
Man hat im letzteren Falle nur die Kräfte, durch welche diese Be- 
wegungsbedingungen gewissermaßen erzwungen werden, den auf das 
Körpersystem einwirkenden äußeren Kräften mit zuzurechnen. Wenn 
beispielsweise sich ein Körper nur um eine im Räume festgestellte 
Achse drehen kann, so wird bei den Bewegungen desselben im all- 
gemeinen auf die Achse ein Druck ausgeübt werden, welcher sie aus 
ihrer Lage herausbringen würde, wenn dies durch die Befestigung der 
Achse an irgend einem anderen Körper nicht unmöglich gemacht 
wäre. Der Druck auf die Achse ruft nun aber einen Gegendruck 
auf den sich um die Achse bewegenden Körper hervor, welcher nach 
dem Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung dem 
ersteren gleich ist und sich nur durch die entgegengesetzte Richtung 
von demselben unterscheidet. Es kommt infolgedessen zu den am 
Körper angreifenden äuBeren Kräften Hoch diese Reaktionskraft an 
der Achse hinzu. Unter dem Einfluß aller dieser Kräfte führt aber, 
wie sich in jedem Falle nachweisen läßt, der Schwerpunkt des Körpers 
gerade die durch den obigen Schwerpunktssatz geregelte Bewegung aus. 

Außer dem Schwerpunktssatze kommt für die elementare Ab- 
leitung der Bewegungsgleichungen des Gelenksystems nur noch der 
Satz in Frage, nach welchem ein frei beweglicher starrer Körper sich 
gerade so um seinen Schwerpunkt dreht, als ob der letztere nicht be- 
weglich, sondern fest wäre. Für diese Drehung um den Schwerpunkt 
kommen demnach nur die Drehungsmomente der äußeren Kräfte in 
bezug auf Achsen durch den Schwerpunkt in Betracht. Handelt es 
sich um ebene Bewegung, und ist die zur Bewegungsebene senkrechte 
Schwerpunktsachse eine Hauptträgheitsachse des Körpers, so ist die 
Winkelbeschleunigung der Drehung um diese Achse direkt propor- 
tional dem resultierenden Drehungsmoment aller äußeren Kräfte und 
umgekehrt proportional dem Trägheitsmoment des Körpers, beide be- 
zogen auf die zur Bewegungsebene senkrechte Achse durch den Schwer- 
punkt. Die Winkelbeschleunigung wird daher durch den Quotient 
dieser beiden Größen gemessen. 

Dieser Satz stellt in gewisser Beziehung ein Pendant zu dem 
Schwerpunktssatze dar; denn nach dem letzteren ist die lineare Be- 
schleunigung des Schwerpunktes direkt proportional der Resultante 
aller nach dem Schwerpunkte verlegt gedachten äußeren Kräfte und 
umgekehrt proportional der Gesamtmasse des Körpers. Es wird da- 
her auch die lineare Beschleunigung des Schwerpunktes durch den 
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Quotient der Resultante der äußeren Kräfte und der Gesamtmasse des 
Körpers, gemessen. 

Betrachtet man nun beim dreigliedrigen ebenen Oelenksystem 
irgend eins der drei Glieder für sich allein^ so konstatiert mau zu- 
nächst^ daß die Bewegung desselben nicht bloß von den an ihm an- 
greifenden Kräften abhängt^ wie es der Fall sein würde^ wenn das 
Glied vollständig von den übrigen losgelöst wäre, sondern daß sie in- 
foige des Zusammenhangs der Glieder untereinander durch die Be- 
wegung der anderen Glieder und die auf diese direkt einwirkenden 
Kräfte modifiziert wird. Es ist nun unmittelbar einleuchtend, daß die 
Nachbarglieder des in Betracht gezogenen Gliedes allein da auf das- 
selbe einwirken können, wo sie mit ihm in Berührung stehen, d. h. 
also in den Gelenken. Die entfernteren Glieder können nur durch 
Vermittlung eines Zwischengliedes oder, bei mehrgliedrigen Gelenk- 
systemen, einer zusammenhängenden Reihe von Zwischengliedern auf 
das eine Glied einwirken, und dann wieder nur in einem Punkte einer 
Gelenkachse, der unter den für das ebene dreigliedrige Gelenksystem 
gemachten Voraussetzungen kurz als der Gelenkmittelpunkt aufgefaßt 
werden kann. Es werden also bei unserem dreigliedrigen Gelenk- 
system (Fig. 1) auf das erste Glied die Bewegungen des zweiten und 
dritten Gliedes und die an denselben angreifenden Kräfte nur in G^ ^ 
einwirken. Femer werden auf das zweite Glied die Bewegung des 
ersten Gliedes in Gj ^ und die des dritten Gliedes in Gg g einwirken, usf. 

Diese Einwirkung der einzelnen Glieder aufeinander, welche nur 
eine Folge des Gelenkzusammenhanges ist, läßt sich daher in jedem 
Falle durch Kräfte darstellen, die in einem Gelenkmittelpunkte des in 
Betracht gezogenen Gliedes angreifen. Es treten demnach an jedem 
der drei Glieder zu den direkt an ihm angreifenden Kräften im all- 
gemeinen noch in jedem Gelenkmittelpunkte desselben Kräfte hinzu, 
welche der Bewegung der anhängenden Glieder und den an den 
letzteren angreifenden Kräften ihren Ursprung verdanken. Unter dem 
Einfluß aller dieser Kräfte muß sich das betreffende Glied gerade so 
verhalten, als ob es von den übrigen Gliedern losgelöst sich frei im 
Räume bewegen könnte. Wenn es gelingt, die in den Gelenkmittel- 
punkten angreifend zu denkenden Kräfte der Größe und Richtung 
nach zu bestimmen, so ist damit das Problem der Bewegung des Ge- 
lenksystems auf die Bewegung dreier einzelner Körper, nämlich der 
drei dann isoliert anzunehmenden Glieder zurückgeführt. 

Da das erste Glied nur durch ein Gelenk mit den anderen in 
Verbindung steht, so kommt zu den direkt an ihm augreifenden 
Kräfben nur noch eine Kraft in G^^ hinzu. Dieselbe ist als Druck 
(oder Zug) aufzufassen, welcher von Seiten des zweiten Gliedes auf 
das erste tatsächlich ausgeübt wird und nach dem Gesetz der Gleich- 
heit von Wirkung und Gegenwirkung mit einem entgegengesetzt 
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gleichen Gregendruck (oder Gegenzug) auf das zweite Glied erwidert 
wird. Diese beiden einander entgegenwirkenden Druckkräfte, welche mit 
JTi 2 und — Fl 2 bezeichnet sein sollen^ machen den resultierenden Ge- 
lenkdruck in Gj 2 aus. Denkt man das Gelenk 6r, g durchtrennt, so 
daß das Gelenksystem in zwei Teile, nämlich das erste Glied und das 
aus dem zweiten und dritten System zusammengesetzte Teilsystem 
zerfällt, so würde sich doch das ganze Gelenksystem genau so be- 
wegen, als ob die Gelenkverbindung nicht gelöst wäre, wenn man 
auf jeden der beiden Teile in G^^ ^i® ^^™ zukommende Druckkraft 
einwirken ließe. Durch diese ohne weiteres einleuchtende Tatsache 
gewinnt man aber sofort das Mittel, die beiden entgegengesetzt gleichen 
Druckkräfte zu bestimmen. 

Die auf das Teilsystem, welchem aus dem zweiten und dritten 
Gliede zusammengesetzt ist, in G^ j ^©wirkende Druckkraft — Fj g 
stellt für dieses System eine äußere Kr^t dar. Nach dem Schwer- 
punktssatze muß sie daher im Verein mit den übrigen an dem Teil- 
system angreifenden äußeren Kräften ^em Schwerpunkte S^ g des- 
selben seine tatsächlich vorhandene Q^solilleunigung y^.s erteilen, falls 
man alle diese Kräfte an demselbeu angreifend und außerdem die aus 
9^2 i^d m^ zusammengesetzte Masse mg g d^s Systems in ihm konzen- 
triert denkt. Es ist wohl zu beachtei^, 4skfi es sich hierbei um die 
absolute Beschleunigung von Sg g un4 nicht, wie bei den früheren 
Betrachtimgen, um die zu G12 yßlfttive Beschleunigung handelt, 
welche dort mit y^^ , bezeichnet wurde. Wenn aber die auf das Teil- 
system einwirkenden Kräfte dem Sohw^rpunkt^ ^2,3 ^^^ Beschleunigung 
^2,3 erteilen sollen, so muß ihre VQkjiQV'SUmme gleich dem Produkt 
^2 3^2 3 ®®^^- Bezeichnet man dje Vefefiorsumme der auf das Teil- 
system direkt einwirkenden äußeren Krftftiß mit Ausnahme der Druck- 
kraft — Fl 2 durch ^^'(2,3), wobei djasp Summe sich also aus der 
Si»mme der am zweiten Gliede angreifenden Kräfte ^K^^) ^^^ ^^^ 
Summe der am dritten Glied angreifenfißn Kräfte ^K^^^ zusammen- 
setzt, so hat man demnach für die DrucJ^Israft selbst die Vektordifferenz 
^2,3^2,3 ~~ -2^^(2,3)? welche auch in dö|: Form 

(89) - -^,2 = ^2,8^2,8 + ^(- ^(2,8)) ; 

also als Vektorsumme geschrieben werden kann. 

Das Produkt ^«3^3^23 stellt die Effektivkraft des Schwerpunktes 
für dessen absolute Bewegung im Baume dar. Bezeichnet man die- 
selbe zum Unterschied von der früher in Betracht gezogenen rela- 
tiven Effektivkraft Er, , mit -£"2^3, so kann man die auf das Teilsystem 
in. G^2 einwirkende Druckkraft — Fj 2 auch durch die Vektorsumme 

(90) ' -r,,, = ^,,3+!2'(-^(v)) 

darstellen. Es ergibt sich demnach diese Druckkraft als Resultante 
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aus der absoluten Effektivkraft des Schwerpunktes S^ 3 des Teilsystems 
und den sämtlichen in entgegengesetzter Richtung genommenen äußeren 
Kräften^ welche außer dem Gelenkdruck noch auf dieses Teilsystem 
einwirken. 

Dieser Druckkraft entgegengesetzt gleich ist die auf das erste 
Glied in Gl 2 einwirkende Druckkraft F^ g. Die letztere kann daher 
als Resultante von ebensoviel Komponenten aufgefaßt werden, welche 
mit den Komponenten der ersteren sämtlich an Größe übereinstimmen, 
aber genau diie entgegengesetzten Richtungen besitzen. Das heißt aber, 
es setzt sich die auf das erste Glied in G^2 einwirkende Druckkraft 
Fl 2 zusammen aus den sämtlichen am zweiten und dritten Gliede 
direkt angreifenden Kräften und außerdem einer Kraft, welche der 
absoluten Effektivkraft E^^^ des Teilschwerpunktes entgegengesetzt 
gleich und daher mit — E^ ^ zu bezeichnen ist; sie wird also durch 
die Vektorsunime 

dargestellt. 

Zu diesem Resultat kann man noch auf folgende Weise gelangen. 

Die in G^ ^ ^^^ ^^^ erste Glied einwirkende Druckkraft Fj g ^^ 
auch gerade an Größe und Richtung so beschaffen sein, daß sie zu- 
sammen mit den direkt am ersten Gliede angreifenden Kräften if^j^ 
dem Schwerpunkte 8^ seine absolute Beschleunigung y^ erteilt. Es 
muß daher die Vektorsumme dieser sämtlichen auf das erste Glied 
wirkenden Kräfte, die in G^ g angreifende Druckkraft F^ g niit ein- 
geschlossen, gleich dem Produkt m^yi^ d. h. also gleich der absoluten 
Effektivkraft E^ des Schwerpunktes S^ sein. Die Druckkraft allein 
läßt sich daher durch die Vektorsumme 

(92) Ä,2 = -Ei+^(-^(.)) " 

darstellen. 

Es ist nun nur noch zu zeigen, daß diese Vektorsumme der oben 
unter (91) für dieselbe Druckkraft angegebenen gleich ist. Der Be- 
weis läßt sich leicht erbringen, wenn man auf das ganze Gelenksystem 
zurückgreift und für dieses den Schwerpunktssatz aufstellt, welcher 
hier aussagt, daß die Vektorsumme der sämtlichen am Gelenksystem 
angreifenden äußeren Kräfte gleich der absoluten Effektivkraft Eq des 
Gesamtschwerpunktes Sq ist. 

Zu den äußeren Kräften des ganzen Gelenksystems gehören nun 
nipht alle Kräfte if^i^, K^2) ^^^ ^(s)? welche für je eins der drei 
Glieder des Systems als äußere Kräfte aufzufassen sind. Greifen z. B. 
an zwei Punkten verschiedener Glieder Kräfte an, welche mit ihren 
Richtungen in die Verbindungslinie der beiden Punkte fallen und 
gleiche Größe, aber entgegengesetzte Richtung besitzen, so stellt eine 
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jede dieser beiden entgegengesetzt gleichen Kräfte füi; das Glied ^ an 
welchem sie angreift, eine äußere Kraft dar; für das ganze 6elenk- 
system, und auch schon für ein die beiden Glieder enthaltendes Teil- 
System, bedeuten dagegen dieselben keine äußeren Kräfte, sondern ein 
Paar innerer Bj-äfte, welche auf die Bewegung des Schwerpunktes 
dieses Systems deshalb keinen Einfluß ausüben können, weil sie sich 
an demselben das Gleichgewicht halten werden. 

Wenn nun auch unter den Kräften K^^^, K^^>^ und K^^'^ im all- 
gemeinen solche vorhanden sind, welche nicht mehr unter die äußeren 
Kräfte des ganzen Systems oder eines Teilsystems gerechnet werden 
können, so wird doch infolge des Umstandes, daß diese Kräfte nur 
paarweise auftreten und dann stets entgegengesetzt gleich sind, die 
Vektorsumme aller äußeren Kräfte der einzelnen Glieder von der 
Vektorsumme der äußeren Kräfte des ganzen Geleaksystems nicht 
verschieden sein. Ganz das entsprechende gilt für die äußeren Kräfte 
eines Teilsystems und die seiner Glieder, Bezeichnet man die Vektor- 
summe der äußeren Kräfte des ganzen Systems einfach durch ^K, 
ohne einen Index hinzuzufügen, und beachtet, daß die an einem Teil- 
system angreifenden äußeren Kräfte schon bisher mit -8^(1,2) ^^^^ ^{%,i) 
bezeichnet wurden, je nachdem das Teilsystem sich aus dem ersten 
und zweiten, oder aus dem zweiten und dritten Gliede zusammensetzt, 
so hat man demnach die Beziehungen 

(93) -^^(1) + 2^m = 2^{1 , 2)> 

Diesen Beziehungen sind femer die ganz allgemein geltenden Be- 
ziehungen zwischen den verschiedenen Effektivkräften an die Seite zu 
stellen 

(94) m^y^ + m^y^ = ^1,2^,2, 

^2^2 + ^3^8 = ^2,3^2,8; 

oder in anderer Form geschrieben 

-El + -E'2 + -Bg = Eq, 

(95) E, + E, _ =^,,2, 

E^ + E^ = £2^8, 

wobei analog den schon eingeführten Bezeichnungen noch unter E^ 
und E^ die absoluten Effektivkräfte der Schwerpunkte S^ und Äj, 
unter %2 die Massensumme w^ + mg und unter y^^ ^^^ ^^1,2 ^^^ 
absolute Beschleunigung und absolute Effektivkraft des Teilschwer- 
punktes /Sj 2 zu verstehen sind. 
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Da nach dem Schwerpunktssatze ^K und Eq einander gleich 
sind^ so ergeben sich aus (93) und (95) die weiteren Beziehungen 

(96) ^^(1.2) +-^^(8) =^i., + JB„ 

Aus der letzten dieser Beziehungen ist unmittelbar die Gleichheit 
der beiden Yektorsummen (91) und (92) ftir die in 6ri j auf das erste 
Glied einwirkenden Druckkraft F^ j zu ersehen. 

Es hat sich also das Resultat ergeben, daß für das erste Glied 
des dreigliedrigen Gelenksystems zu den direkt an ihm angreifenden 
Kräften K^^^ noch im Gelenkpunkte Gj j die Druckkraft I^ , hinzu- 
kommt. Da durch die letztere vollkommen der Einfluß in Rechnung 
gezogen ist^ welchen die Verbindung des ersten Gliedes mit den beiden 
anderen auf die Bewegung des ersten Gliedes ausübt^ so muß sich 
unter der gemeinsamen Einwirkung der sämtlichen Kräfte K^^^ und 
der Druckkraft F^ 3 das erste Glied genau so bewegen, als ob es 
ganz von den übrigen losgelöst wäre. Nach (91) setzt sich nun die 
Kraft ri 2 aus zwei wesentlich voneinander verschiedenen Bestand- 
teilen zusammen. Der eine hängt bloß von den am zweiten und 
dritten Gliede angreifenden Kräften -8^(3 3 j ab, indem er direkt die 
Resultante dieser nach dem Punkte G^ ^ psirallel verlegten Kräfte 
darstellt. Der andere Bestandteil stellt dagegen den Einfluß dar, den 
die Bewegung des zweiten und dritt-en Gliedes auf die Bewegung des 
ersten ausübt. Er zeigt, daß die Bewegung des in G^ ^ hängenden 
Teilsystems nur insofern auf das erste Glied einwirkt, als bei der- 
selben der Teilschwerpunkt 6^ 3 in seiner Bewegung im Räume eine 
Beschleunigung oder Verzögerung erfährt. Dieser mit y^^^ bezeich- 
neten Beschleunigung ist er direkt proportional und hängt außerdem 
nur noch von der Masse /w, g des Teilsystems ab, indem er einer 
Kraft äquivalent ist, welche der absoluten Effektivkraft £3,8 ^®s 
Schwerpunktes Äg 3 an Größe gleich, aber an Richtung entgegen- 
gesetzt ist. 

Um die Bewegui^ des ersten Gliedes auf die eines einzigen von 
den übrigen Gliedern abgelösten Körpers zurückzufahren, hat man 
daher nur nötig, in dem Gelenkraittelpunkte G^^ die sämtlichen am 
zweiten und dritten Gliede angreifenden Kräfte und außerdem eine der 
absoluten Effektivkraft des Teilschwerpunktes 82^^ entgegengesetzt 
gleiche Kraft anzubringen. 

Bezeichnet man das resultierende Drehungsmoment der am ersten 
Gliede sowieso angreifenden Kräfte und der im Gelenkmittelpunkte 
G^ 2 noch hinzugefügten Komponenten der Kraft l\ 2 ^^ bezug auf 
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die zu den öelenkachsen parallele Achse durch den Schwer- 
punkt /Si des ersten Gliedes mit D^ und versteht unter x^ den 
Trägheitsradius des ersten Gliedes für diese Schwerpunktsachse, welche 
ja eine Hauptträgheitsachse für das erste Glied darstellen soll, so er- 
gibt sich für die Winkelbeschleunigung ^)^' des ersten Gliedes nach 
dem oben angeführten Satze die Beziehung 

(97) 9>." = ^»- 

Diese Gleichung, welche analog der für das erste reduzierte System 
geltenden Gleichung (74) gebildet ist, in welcher zum Unterschied das 
auf die Achse durch H^ bezogene resultierende Drehungsmoment der 
am ersten reduzierten System angreifenden Kräfte mit Dj bezeichnet 
wurde, stellt nur den analytischen Ausdruck für die Tatsache dar, daß 
unter den gemachten Voraussetzungen die Winkelbeschleunigung Kp^' 
dem resultierenden Drehungsmoment D^ direkt und dem Trägheits^ 
moment m^vL^ umgekehrt proportional ist. 

Für die Beschleunigung y^ des Schwerpunktes S^ ergibt sich ferner 
nach dem Schwerpunktssatze die Gleichung 

(y«) ri- „,-; ; 

deren Richtigkeit sofort aus (92) zu erkennen ist, wenn man be- 
achtet, daß E^ mit m^y^ identisch ist. 

Die im 7. Abschnitt angeführte Interpretation der zum ersten re- 
duzierten System gehörenden Bewegungsgleichung hatte das Resultat 
ergeben (vgl. Seite 59), daß die Bewegung des ersten reduzierten 
Systems dadurch auf die eines einzigen starren Körpers zurückgeführt 
wird, daß man im Gelenkmittelpunkte 6rj , zu den sowieso zum ersten 
reduzierten System gehörenden äußeren Kräften des zweiten und dritten 
Gliedes nur noch eine Kraft hinzufügt, welche der zu G^,^ relativen 
Effektivkraft des Teilschwerpunktes Äg 3 entgegengesetzt gleich ist. Es 
muß nun noch gezeigt werden, daß das frühere Resultat mit dem jetzt 
gewonnenen im Einklang steht, und daß das eine sich in das andere 
überführen läßt. 

Denkt man das erste Glied im Gelenkmittelpunkte (r^ 2 Hiit der 
Masse m^ g des aus dem zweiten und dritten Gliede bestehenden Teil- 
systems beschwert, wie es für das erste reduzierte System erforderlich 
ist, so hat dieser Massenpunkt eine Bewegung auszuführen, welche 
mit der Bewegung des Punktes G^ 2 vollkommen übereinstimmt. Um 
dies zu ermöglichen, ist eine an ihm angreifende Kraft von der Größe 
^2 3^12 iiötig, unter g^^ die Beschleunigung des Gelenkmittelpunktes 
^1,2 verstanden. Fügt man diese Kraft im Gelenkmittelpunkt 6?^ 2 den 
übrigen hinzu, so läßt sich dieselbe mit der Effektivkraft —'/Wg 3^2,3 
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zu einer Resultante zusammensetzen^ welche durch das Produkt 
'" ^2,3 (^2,3 ~* ^1,2) göniessen wird. Der zweite Paktor dieses Produktes 
stellt nun nichts anderes dar^ als die zum Gelenkmittelpunkte G^ 2 
relative Beschleunigung des Teilschwerpunktes S^ 3, welche früher mit 
y^^^ bezeichnet worden ist; denn die absolute Beschleunigung dieses 
Schwerpunktes kann natürlich als Resultante aus der zu 6?^ ^ relativen 
Beschleunigung desselben und der absoluten Beschleunigung des Ge- 
lenkmittelpunktes G^2 s^l^'st aufgefaßt werden^ so daß man hat 

(99) y2,, = yr,.. + ^i.s- 

Es ist daher das Produkt — w^2 s (j^s 3 ~ 9i 2) ^^^ ^^^ Kraft — E^ 
identisch, welche der zu G^ 2 relativen EfiFektivkraft des Schwerpunktes 
entgegengesetzt gleich ist. Damit ist aber von ganz elementarer Seite 
aus der Anschluß an die frühere Interpretation der zum ersten re- 
duzierten System gehörenden Bewegungsgleichung erreicht worden, so 
daß man nun rückwärts aus (97) leicht zu der durch die dritte Glei- 
chung von (69) gegebenen Form derselben gelangen kann. Es stellt 
also (97) nur eine vereinfachte Form dieser Bewegungsgleichung dar. 
Nach den vorstehenden Erläuterungen kann es nicht zweifelhaft 
sein, daß man die Bewegungen des dritten Gliedes des Gelenksjstems 
dadurch auf diejenigen eines einzigen von den übrigen Gliedern ab- 
gelösten Körpers zurückführen kann, daß man zu den auf das dritte 
Glied sowieso einwirkenden Kräften Ä^^g^ noch im Gelenkmittel- 
punkte Gg 3 die an^ den beiden anderen Gliedern ursprünglich an- 
greifenden Kräfte K^^^^) ^^^ außerdem eine Kraft hinzufügt, welche 
der absoluten Effektivkraft jBj 2 des Teilschwerpunktes S^ 2 entgegen- 
gesetzt gleich ist. Die Resultante dieser in Gg 3 angreifenden Kräfte 
stellt die auf das dritte Glied einwirkende Druck- oder Zugkraft F^ 3 
dar, welche von dem Zusammenhang zwischen dem dritten Gliede und 
dem aus dem ersten und zweiten Gliede zusammengesetzten Teilsystem 
im Gelenk G^^^ herrührt und der rückwärts auf dieses Teilsystem wir- 
kenden Druckkraft entgegengesetzt gleich ist, so daß man die letztere 
mit — 1^2,8 2;u bezeichnen hat. Die beiden Kräfte F^ 3 und — JPg 3 
stellen zusammen den Gelenkdruck in 6r2,3 dar, wobei man für die 
erstere die Vektorsumme hat 

(100) "4, =2"'^(,,„ + (-£,,,). 

Unter Berücksichtigung der zweiten Relation in (96) kann man hier- 
für auch schreiben 

(101) rM = ^'3+^(-^(3)), 

ein Resultat, welches sich auch ohne weiteres aus dem Schwerpunkts- 
satze ergibt, wenn man denselben auf die Bewegung des Schwer- 
punktes Äg anwendet. 
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Ist D^ das resultierende_Dreliungsmoment der am dritten Gliede 
direkt angreifenden Kräfte K^py^ nnd der im Gelenkmittelpunkte (r^ 3 
fcin— tarfttrnden Komponenten der Kraft F, 3 in bezug auf die zu den 
Gelenkachsctt purallele Achse durch den Schwerpunkt S^, und x^ der 
Trägheitsradius des Aiäybeu Gliedes für diese Schwerpunktsachse^ welche 
eine Hauptträgheitsachse de» dritten Gliedes darstellt^ so hat man for 
die Winkelheschleunigung q>^' die fiäoichung 

Außerdem gilt für die Beschleunigung y^ des Schwerpunktes S^ 

(103) ^s-^^"^--'; 

dies ist im Grunde nur eine andre Form der Gleichung (101). 

Fügt man im Punkte O^ 3 die Massensumme m^ ^ des ersten und 
zweiten Gliedes dem dritten Gliede hinzu, so wird aus demselben das 
dritte reduzierte System Die sich gleichzeitig nötig machende Kraft 
%3^33? unter ^2 8 die Beschleunigung des Gelenkmittelpunktes 6?^ 3 
verstanden, setzt sich dann aber mit — JS, « zu der Kraft — E^ zu- 
sammen, so daß man dadurch auf die frühere Interpretation der letzten 
Bewegungsgleichung in (69) geführt wird. 

Was endlich das mittlere Glied des dreigliedrigen Gelenksystems 
anlangt^ so hat man in (t^ g die Kraft — F^^ und in G^ 3 die Kraft 

— 1^2 3 den am zweiten Gliede angreifenden Kräften hinzuzufügen, um 
damit die Bewegung desselben auf die eines einzigen Körpers zurück- 
zuführen; denn der Druck auf das Mittelglied ist in beiden Gelenken 
dem Druck auf das Endglied entgegengesetzt gleich. Die in G^ ^ an- 
zubringende Kraft hat aber nach (92) die Größe 

(104) -r,,,=2'^(,) + (-^,), 

und die in G^ g hinzuzufügende Kraft nach (101) die Größe 

(106) -n.3=-2'^(»,+(-^8)- 

Man hat also das Resultat, daß die äußeren Kräfte K^^^ des ersten 
Gliedes so auf das Mittelglied einwirken, als ob sie in Ctj 2; ^^^ die 
äußeren Kräfte K^^>^ des dritten Gliedes so, als ob sie in G^ 3 an- 
griffen. Der Einfluß der Eigenbewegung des ersten und dritten Grüedes 
auf die Bewegung des Mittelgliedes kommt dagegen durch die in 6rj^^ 
und G2 3 anzubringenden negativen Effektivkräfte — E^ und — E^ 
zur Geltung. 

Bezeichnet man mit D^ das resultierende Drehungsmoment aller 
am zweiten Gliede angreifenden Kräfte, die Druckkräfte — Fj 2 und 

— Fg^g in den Gelenkmittelpunkten G^^^ und 6r2^8 mit eingeschlossen^ 
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auf die zu den Gelenkachsen parallele Achse durch den 
Schwerpunkt 8^, und mit x, den Tragheitsradius des zweiten Gliedes 
för dieselbe AchsC; welche wiederum eine Haupttragheitsachse des 
zweiten) Gliedes darstellt, so hat man demnach für die Winkel- 
beschleunigung q)^'' des zweiten Gliedes den Wert 

Die Beschleunigung y^ des Schwerpunktes 8^ ergibt sich nach 
dem Schwerpunktssatze aus 

(107) j,_^5!L+_t^^)l (-'•>..), 

welche Gleichung, wie man leicht erkennt, auch als unmittelbare Folge 
von (104), (105), (96), (94) und (95) aufgefaßt werden kann. 

Geht man vom Mittelgliede zum zweiten reduzierten System über, 
indem man in G^^^ die Masse m^ und in G2 3 die Masse m, hinzuge- 
fügt denkt, so machen sich, um die richtigen Bewegungen dieser bei- 
den Massenpunkte zu erzielen, in G^^ und 6?^ j »och bezüglich die 
beiden Kräfte m^g^^ und m^g^^ nötig. Die erstere setzt sich mit 
— -Bj . zu — E^^ und die letztere mit — ^g zu — E^^ zusammen, wie 
man nach den bisherigen Auseinandersetzungen leicht erkennen wird. 
Man gelangt also zu der früheren Interpretation der auf das zweite 
reduzierte System bezüglichen vierten Bewegungsgleichung von (69). 

Bisher war angenommen worden, daß das Gelenksystem voll- 
kommen frei im Räume beweglich ist. Man kann nun aber auch in 
jedem Falle bedingter Beweglichkeit auf dem gleichen elementaren 
Wege zu den Bewegungsgleichungen gelangen, wenn man nur die 
Kriifte, welche die Beschränkung der Bewegung des Systems erzwingen, 
den übrigen Kräften hinzufügt. 

Als Beispiel sei wieder der Fall in Betracht gezogen, daß das 
erste Glied sich nur um eine im Räume feste und zu den Gelenk- 
achsen parallele Achse durch einen Punkt 0^ seiner Längsachse (vgl. 
Fig. 8) drehen kann. Diese Bedingung für die Bewegung des ersten 
Gliedes und damit des ganzen Gelenksystems läßt sich durch eine in 
Ol angreifende Kraft verwirklichen, welche nichts anderes ist als die 
Reaktion auf den Druck, der bei den verschiedenen Bewegungen des 
ganzen Systems auf diese Achse ausgeübt wird. Dieser Druck und 
die ihm entgegengesetzt gleiche Reaktionskraffc werden dabei im all- 
gemeinen während der Bewegung sowohl ihre Intensität als auch ihre 
Richtung stetig ändern. 

Die Reaktionskraft gegen den Druck auf die Achse in 0^ läßt 
sich wiederum mit Hilfe des Schwerpunktssatzes ohne weiteres an- 
geben. Da dieselbe wie eine äußere Kraft auf das Gelenksystem ein- 
wirkt, so muß sie im Verein mit den übrigen äußeren Kräften K des 
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ganzen Systems dem Gesamtschwerpunkte Sq desselben seine Beschleu- 
nigung yQ erteilen. Bezeichnet man die Reaktionskraft in 0^ mit r\, 
so ist also die Vektorsumme von F^ und ^K gleich der Effektiv- 
kraft Eq des Gesamtsehwerpunktes. Man hat infolgedessen jetzt 

(108) r\-E,-:SK. 

Es gelten also im vorliegenden Falle bedingter Bevreglichkeit 
nicht mehr die Relationen (96), sondern in allen ist auf der linken 
Seite noch die Kraft F^ hinzuzufügen. Femer wird auch jetzt z. B. 
nicht mehr durch (92) der Gelenkdruck JT^ ^ angegeben, sondern man 
erhält zur Bestimmung desselben die Formel 

(109) Fl,, = E, +2{- ^(1)) + (- Tj) . 

Dagegen bleibt die Formel (91) für F^ ^ ^^^^ jetzt noch richtig, und 
es lassen sich auch Eq und ^K noch bezüglich in die Komponenten 
jEi,£2,8 ^^^ ^K(i)f ^^{2,^) zerlegen, denn die Beziehungen (94), 
(95) und (93) gelten ganz allgemein und unabhängig von etwaigen 
Bedingungen für die Beweglichkeit des Systems. 

Führt man diese Komponenten in (108) ein, so findet man zu- 
nächst zu jeder am ersten Gliede direkt angreifenden Kraft K^^^^ eine 
entgegengesetzt gleiche Kraft unter den in 0^ angreifenden Kompo- 
nenten von F^. Zwei solche Kräfte bilden immer ein Kräftepaar, 
dessen Moment gleich dem Drehungsmoment der direkt angreifenden 
Kraft ÄT^i) in bezug auf die Achse durch 0^ ist. In gleicher Weise 
findet man zu jeder nach den früheren Auseinandersetzungen im Ge- 
lenkmittelpunkte 6f 1 2 angreifenden Kraft K^^^ oder K^^>^ aus der Summe 
^K^2,^)7 weiche nach (91) eine Komponente von F^ ^ darstellt, unter 
Berücksichtigung von (93) eine entgegengesetzt gleiche Kraft in 0^, 
so daß ein Kräftepaar entsteht, dessen Moment in jedem Falle gleich 
dem Drehungsmoment der in 0^2 angreifenden Kraft K^2) oder K^^^ 
in bezug auf die Achse durch 0^ ist. 

Außer den Kräften K(2,s) fiiidet man in G^2 iiach (91) noch die 
Kraft — E^ 3 vor. Da die eine Komponente von Eq in 0^ gleich der 
Efiektivkraft E^ 3, also wiederum dieser in G^ g angreifenden Kraft- 
komponente entgegengesetzt gleich ist, so bilden auch diese beiden 
Kräfte ein Paar, dessen Moment gleich dem Drehungsmoment der in 
(tj 2 angreifenden Kraft — E^s in bezug auf die Achse durch 0^ ist. 
Schließlich bleibt nur noch die in 0^ angreifende Kraft £\ allein 
übrig. 

Durch das Hinzufügen der Reaktionskraft F^ in 0^ hat man nun 
den Fall bedingter Beweglichkeit auf denjenigen vollkommen freier 
Beweglichkeit im Baume zurückgeführt. Es muß daher die Beziehung 
(97) gelten, wobei der Zähler auf der rechten Seite gleich ist dem 
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auf die Achse durch den Schwerpunkt S^ bezogenen resultierenden 
Drehungsmoment der sämtlichen auf das erste Glied einwirkenden 
Kräfte, die Komponenten der in 6rj g und 0^ angreifenden Druckkräfte 
r*! 2 ^^^ A ^^^ einbegriffen. 

Wie eben gezeigt worden ist, setzen sich mit Ausnahme der in 
Oj angreifenden Kraft E^ alle diese Kräfte zu je zwei zu Kräfte- 
paaren zusammen. Das gesamte Drehungsmoment der beiden Kräfte 
eines Paares in bezug auf irgend eine zu der Ebene des Paares senk- 
rechte Achse stimmt nun stets mit dem Moment des Kräftepaares 
überein, wo auch die Bezugsachse liegen möge. Das resultierende 
Moment aller dieser Kräftepaare sei Jf^. 

Zu diesem kommt nun nur noch das Drehungsmoment der in 0^ 
angreifenden Komponente JE^ in bezug auf die zu den Gelenkachseu 
parallele Achse durch S. hinzu; dieses ist aber leicht anzugeben. Die 
Effektivkraft E^ wird durch das Produkt m^yi gemessen. Da der 
Schwerpunkt S^ sich im vorliegenden Falle bedingter Beweglichkeit 
des Systems nur auf einem Kreise um 0^ mit dem Radios O^S^ oder 
)\ bewegen kann (vgl. Fig. 8), so läßt sich die Beschleunigung y^ des- 
selben in eine Tangentialkomponente und eine Normalkomponente zer- 
legen, von denen die erstere senkrecht zur Längsachse des ersten 
Gliedes gerichtet ist und die Größe r^q^i" besitzt, während die letztere 
in die Längsachse selbst hineinfällt und die Größe r^(Pi^ hat. Dem- 
entsprechend hat man für die in 0^ angreifend zu denkende Effektiv- 
kraft JBj zwei zueinander senkrechte Komponenten %^i9?i" und 
m^r^^ (vgl. Fig. 16), 
welche diesen beiden Be- 
schleunigungskomponen- 
ten parallel laufen. Da 
es sich um das Drehungs- 
moment von E^ in bezug 
auf S^ handelt, so liefert 1^^i' 
nur die zur Längsachse j.- ^g 

senkrechte Komponente 

einen von Null verschiedenen Beitrag zu diesem Drehungsmoment; denn 
die andere geht ja in ihrer Verlängerung durch S^ selbßt hindurch. 

Da die zur Längsachse senkrechte Komponente von i\ im Ab- 
stände r^ vom Schwerpunkte S^ verläuft, so hat ihr Drehungsmoment 
die Größe "^n^r^cp^'' • r^. Beachtet man noch, daß dieselbe bei positivem 
^i" den Winkel cp^ zu verkleinem sucht und daher ihr Drehungs- 
moment negativ zu rechnen ist, so ergibt sich schließlich die Formel 

(110) 'Pi" = ^^5^- 

In derselben kommt zunächst auf beiden Seiten die Winkel- 
Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 6 
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beschleunigung ^j" vor; man schreibt die Gleichung daher besser in 
der Form 

Die Bedeutung derselben ist leicht zu erkennen. Da die Achse 
durch Ol den Abstand r^ von der parallelen Achse durch den 
Schwerpunkt S^ besitzt, so stellt nach einem bekannten Satze über die 
Trägheitsmomente der Nenner auf der rechten Seite von (111) das 
Trägheitsmoment des ersten Gliedes für diese Achse dar. Der Zähler 
ist dagegen gleichbedeutend mit dem resultierenden Drehungsmoment 
aller auf das erste Glied einwirkenden Kräfte in bezug auf dieselbe 
durch Ol gehende Achse. Dies folgt aus der Tatsache, daß die Be- 
zugsachse für die Momente von Kräftepaaren parallel mit sich ver- 
schoben werden kann, ohne daß der Wert des resultierenden Momentes 
sich ändert. Man kann daher die ursprünglich durch S^ gehende Be- 
zugsachse nach Ol verlegt denken. Beachtet man, daß bei allen hier 
in Frage kommenden Kräftepaaren immer eine Kraft Komponente von 
r*! ist und daher in 0^ selbst angreift, während die anderen Kräfte 
in ihrer Gesamtheit alle schon im Falle unbeschränkter Beweglichkeit 
des Gelenks jstems vorhandenen Kräfte darstellen, so kann man auch 
sagen, daß M^ das resultierende Drehungsmoment aller am ersten 
Gliede direkt angreifenden Kräfte K^^^ und der im Gelenkmittelpunkte 
(xj 3 hinzukommenden Druckkraft Fj g; ^^w. der Komponenten SK,^ g^ 
und — ^2,8 ^^^ letzteren (vgl. (91)), in b^zug auf die zu den Gelenk- 
achsen parallele Achse durch Oj darstellt. 

Da bei einem einzigen starren Körper, der um eine feste Achse 
drehbar ist, die Winkelbeschleunigung dieser Drehung ganz allgemein 
gemessen wird durch den Quotient aus dem resultierenden Drehungs- 
moment aller am Körper angreifenden Kräfte und dem Trägheits- 
moment des Körpers, beide bezogen auf die feste Drehungsachse, so 
erkennt man also aus (Hl), daß, wie im Falle vollkommen freier Be- 
weglichkeit, so auch in dem betrachteten Falle bedingter Beweglichkeit 
des Gelenksystems die Drehung des ersten Gliedes um die feste Achse 
durch Oj dadurch auf die Drehung eines einzigen Körpers zurück- 
geführt wird, daß man den direkt am ersten Gliede angreifenden Kräften 
im Gelenkmittelpunkte G^ 2 die Kraft Fj 2 hinzufügt. 

Geht man vom ersten Gliede zum ersten reduzierten System über, 
indem man in 6?^ 2 die Masse mg 3 konzentriert annimmt, und fügt 
gleichzeitig die zur Bewegung dieses Massenpunktes nötige Kraft 
Wg 3^1 2 hinzu, wobei g^2 ^^^ Beschleunigung des Gelenkpunktes G^2 
bedeutet, so setzt sich diese neue Kraft mit der ebenfalls in G^ 2 ^^" 
greifenden Kraft — E2 3 wiederum zu — E^ zusammen (vgl. hierzu 
Seite 77). Man gelangt auf diese Weise zu dem Resultat, daß sich 
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das erste reduzierte System auch im vorliegenden Falle bedingter Be- 
weglichkeit in bezug auf die Drehung um die feste Achse durch 0^ 
wie ein starrer Körper von gleicher Zusammensetzung verhält, wenn 
maa den zu dem System an und für sich gehörenden Kräften (vgl. 
Seite 59) noch in 6r j g die zu diesem Grelenkmittelpunkte relative, aber 
in entgegengesetzter Richtung genommene Eflfektivkraft des Teil- 
schwerpunktes /S2,8 hinzufügt. 

Dies war aber gerade die Bedeutung der ersten Bewegungsgleichung 
(70). Man ist also in der Tat zu der richtigen Bewegungsgleichung 
des ersten reduzierten Systems gelangt. 

Um die Bewegung des zweiten Gliedes im vorliegenden Falle 
bedingter Beweglichkeit auf die eines einzigen frei beweglichen Kör- 
pers zurückzuführen, hat man den im Gelenkmittelpunkte G^ g anzu- 
bringenden Kräften des ersten Gliedes noch die Kraft JT^ hinzuzufügen. 

Man hat demnach jetzt beim zweiten Gliede außer den sowieso 
vorhandenen Kräften K^2) iioch im Gelenkmittelpunkte G^2 ^^^ Kräfte 
^K^, —E^ und r^ (vgl. hiermit auch Formel (109)) und im Ge- 
lenkmittelpunkte G^ 3 die Kraft — F2 3 . Die Kraft F^ besitzt nach 
(108) die Komponenten ^(— K) und Eq, und die Kraft —F^^^ tann 
nach (105) in die Komponenten ^iT^g^ und — E^ zerlegt werden. 
Nach (93) und (95) lassen sich die in G^ g angreifenden Komponenten 
auch durch die Komponenten 2{—K^^^, ^{~ ^(s))? ^2 ^^^ ^s ^^'^ 
setzen, was mit der jetzt noch geltenden Formel (91) für den Druck 
in G^2 übereinstimmt. Von diesen bilden die einzelnen Kräfte —J^(2) 
mit den direkt am zweiten Gliede angreifenden Kräften K^2) lauter 
Kräftepaare. Femer setzt sich die in G^^ angreifende Komponenten- 
summe 2{— ^(3)) mit der ihr entgegengesetzt gleichen Summe ^K^^.^ 
am Gelenkmittelpunkte 6r2,8 ^^^ einem Kräftepaar zusammen, und end- 
lich bilden auch die in G^^ ^^^ ^2,3 angreifenden Kräfte E^ und 
— E^ ein Kräftepaar. Es bleibt demnach noch im Punkte G^ 2 allein 
die Effektivkraft E^ übrig, zu welcher keine entgegengesetzt gleiche 
Kraft vorhanden ist. Da sich alle andern Kräfte in ihrer Wirkung 
auflieben, wenn man sie nach dem Schwerpunktssatze nach S^ verlegt, 
so bewegt sich also dieser Schwerpunkt in der Tat so, als ob er nur 
unter dem Einfluß der Effektivkraft E^ von der Größe m^y^ stände. 

Die Beschleunigung y^ des Schwerpunktes S^ kann man nun auf- 
fassen als die Resultante der Beschleunigung g^ ^ des Gelenkmittel- 
punktes G^ 2 ^^'^ di® 2^ diesem Gelenkmittelpunkte relative Beschleu- 
nigung von ^2, welche durch die Vektorsumme ^2 9^2+^2 9^2^ dar- 
gestellt wird. Demnach läßt sich E^ ersetzen durch 

(112) E2 = ^2^1 2 + ^2^29^2" + ^2^2^^^' 



Die Komponente m^ g^ 2 würde, wenn sie allein wirkte, dem Schwer- 
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punkte S2 eine Bewegung erteilen, welche mit der Bewegung von G^ 2 
übereinstimmt. Die beiden anderen Komponenten von E^ rufen ^da- 
gegen zusammen die zum Gelenkmittelpunkte G^ ^ relative Beschleuni- 
gung von Sg hervor, die allein eine Folge der Drehung des zweiten 
Gliedes um die Gelenkachse G^ 2 i^*- 

Die Beschleunigung g^^ ^^^ Gelenkmittelpunktes G^^ l^^sitzt in- 
folge der Drehung des ersten Gliedes um 0^ die Tangentiadkomponente 
h^i'y welche senkrecht zur Längsachse des ersten Gliedes gerichtet 
ist, und die Normalkomponente Zj^p/ Vielehe in die Längsachse selbst 
fallt und nach 0^ gerichtet ist (vgl. Fig. 17). Demnach zerfällt auch 
Wg^ij in zwei Komponenten von diesen Richtungen, deren erstere die 




Fig. 17. 

Größe wi^l^fpi', und deren letztere die Größe m^l^tp^'^ besitzt. Die 
Drehungsmomente, welche diese beiden Komponenten auf die zu den 
Gelenkachsen parallele Achse durch den Schwerpunkt S^ ausüben, 
sind, wie man aus Figur 17 leicht bestätigen wird, bezüglich 

— m^l^tpi' ' r^ cos (9>2 — ^1) ^^^ — ^2^i9^i'^ * ^2 ^^ (9^2 "" ^^i)- Beide 
Drehungsmomente besitzen das negative Vorzeichen, da sie bei posi- 
tiver Winkelbeschleunigung tp^' und im Falle, daß (p^ > q)^ ist, beide 
das zweite Glied im Sinne einer Verkleinerung des Winkels (p2 (vgl. 
Fig. 8), d. h. hier im Sinne des Uhrzeigers zu drehen suchen. 

Von den noch übrig bleibenden Komponenten der in G^ g ^^" 
greifenden Kraft E2 ist die zu G^ 2 relative Tangentialkomponente 
von der Größe ^2^29^2 ' senkrecht zur Längsachse des zweiten Gliedes 
gerichtet, während die entsprechende relative Normalkomponente von 
der Größe ^3^292'^ ^i® Richtung dieser Längsachse selbst besitzt. Aus 
diesem Grunde übt die erstere auf die Achse durch S^ das Drehungs- 
moment — m2r2 9?2''*^2 ^^^y während die letztere infolge des Umstandes, 
daß ihre Richtung durch ^2 selbst hindurchgeht, mit keinem Drehungs- 
moment auf diese Achse einwirkt. 

Bezeichnet man das resultierende Moment der oben angeführten, 
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durch die Kräfte ^K^2)f 2^m ^^^ ~~ -^a hervorgerufenen Kräfte- 
paare zunächst mit M^, so ernält man demnach für die Winkel- 
beschleunigung qpj" des zweiten Gliedes die Gleichui^ 

Löst man diese Gleichung nach qp^"' auf und bezeichnet den in eckige 
Klammer gesetzten Ausdruck im Zahler von (113) mit D^^, so er- 
hält man 

In derselben hat der Nenner die Bedeutung des Trägheitsmomentes 
des zweiten Gliedes in bezug auf die Gelenkachse G-^y^ denn die 
letztere hat vom Schwerpunkte S^ den Abstand r^. Das im Zähler 
stehende resultierende Moment M^ der Kräftepaare kann auch als da£ 
auf dieselbe Gelenkachse bezogene resultierende Drehungsmoment der 
am zweiten Gliede direkt angreifenden Kräfte iT^g) und der Komponenten 
^Ä^(3) und — E^ der in Gg 3 angreifenden Druckkraft — F3 j ange- 
sehen werden. Schließlich kann auch —B^^ als das Drehungsmoment 
einer Kraft in bezug auf dieselbe Gelenkachse aufgefaßt werden. Denkt 
man sich nämlich im Schwerpunkte S^ eine Kraft angebracht, welche 
der auf (?, 2 wirkenden Druckkomponente tn^gi^ti entgegengesetzt gleich 
und daher mit — ^2^1 2 ^^ bezeichnen ist, so wird diese Kraft auf 
die Gelenkachse (t^ 2 öiit einem Drehungsmoment einwirken, das nach 
den obigen Auseinandersetzungen gerade durch — Dj 2 gemessen wird. 

Es ergibt sich daher aus (114) das Resultat, daß im vorliegenden 
Falle bedingter Beweglichkeit des ganzen Gelenksystems das zweite 
Glied sich infolge des' Zusammenhanges mit den beiden anderen so 
um die bewegliche Achse G^^ dreht, wie es ein starrer Körper mn 
eine ruhende Achse tun würde, an welchem außer den Kräften -BT^jj 
noch im Gelenkmittelpunkte (rg 3 die Kraft — JTg 3 und im Schwerpunkte 
jSg die Kraft — m^Qi^^ angriffe. Die in G^^ hinzugekommene Kraft 
veranschaulicht den Einfluß, welchen das am zweiten Gliede hängende 
dritte Glied auf die Drehung des zweiten ausübt; denn denkt man 
das dritte Glied fort, so verschwinden auch die beiden Komponenten 
^K^ und — Eq dieser Kraft. Die in Sg angreifend zu denkende Kraft 
— Wg^ia stellt dagegen den Einfluß dar, welchen die Eigenbewegung 
der Gelenkachse G^ 2 auf die Drehungen des zweiten Gliedes um diese 
Achse ausübt und ist im Grunde eine Folge des Zusammenhanges des 
zweiten Gliedes mit dem ersten; denn bleibt im besonderen Falle diese 
Achse in Ruhe, so verschwindet ihre Beschleunigung g^ 2 ^^^ damit 
auch die Kraft in S^. 

Die Notwendigkeit der Einführung der in Äg angreifenden Kraft 
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— ^2^12; wenn man die Drehung des zweiten öliedes um die Gelenk- 
achse G^ 2 unabhängig von der Eigenbewegung der letzteren unter- 
suchen will, kann man sich auch auf folgende Weise klar machen. 

Wönn im Schwerpunkte eines frei beweglichen Körpers eine Kraft 
angreift, so wird dieselbe dem Körper nur eine Translationsbewegung 
erteilen, dagegen wird sie weder eine Drehung desselben um seinen 
Schwerpunkt hervorrufen, noch eine durch andere Kräfte schon be- 
wirkte Drehung irgendwie ändern können. Infolge der Einführung 
der Druckkräfte in (t^ g ^^d 6r2 g verhält sich nun das zweite Glied 
wie ein einziger frei beweglicher Körper, bei welchem der Punkt G^ ^ 
desselben durch das Zusammenwirken der verschiedenen Kräfte gerade 
die Beschleunigung g^ ^ erfahren hat Will man nun die Drehung des 
zweiten Gliedes um G^ g für sich allein der Untersuchung unterziehen, 
so kann man es in der Weise machen, daß man auf das Glied eine 
Kraft einwirken läßt, welche die Beschleunigung g^^ ^^^ Gelenk- 
punktes G^2 gerade vernichtet, so daß also die Gelenkachse G^ g ^ 
Räume an seiner Stelle bleibt, ohne aber gleichzeitig an der Dreh- 
bewegung des zweiten Gliedes etwas zu ändern. Dies läßt sich aber 
gerade durch die in ^2 angreifende Kraft — m^g^^ erreichen. Dabei 
setzt sich diese Kraft mit der in G^ , selbst angreifenden Druck- 
komponente zu einem Kräftepaar zusammen, dessen Moment eben 
durch den negativen Klammerausdruck in (113) gemessen wird. 

Geht man wiederum zum zweiten reduzierten System über, indem 
man in G^2 ^i® Masse m^ und in Ggs ^i® Masse m^ dem zweiten 
Gliede hinzufügt, so muß man gleichzeitig in Gi g eine Kraft von der 
Größe w^^^l 2 und in Gg g eine Kraft von der Größe m^g^^^ angreifend 
denken, damit die Bewegung des zweiten Gliedes hierdurch nicht ge- 
ändert wird. Die erstere setzt sich zunächst mit der in G^^ ^^' 

greifenden Kraftkomponente m^gi^^ ^^ ^®^ Kraft (Wj_+ ^2)^1,2? ^^^ 
die letztere mit der in G^ 3 angreifenden Kraft — JBg zu der Kraft 

— E^ zusammen; denn es gilt natürlich die Beziehung 

(115) i^3== ^8^2,3 + ^r,- 

Man hat jetzt also nicht mehr in G^ 3 die Kraft — E^, welche 
mit der in G^ 2 vorhandenen Kraftkomponente -\- E^ sich zu einem 
Kräftepaar zusammensetzt, sondern man muß von der letzteren die 
Komponente -j- E^ absondern und diese mit der in 6r2 3 angreifenden 
Kraft — Ej. zu einem Kräftepaar zusammennehmen. Dann bleibt aber 
nach (115) in 6?^ 2 noch die Komponente Wg^g,« ^l^^ig. 

Die Beschleunigung g^ 3 läßt sich als Resultante aus der Be- 
schleunigung g^ 3 des Gelenkmittelpunktes G^^ ^^^ ^®^ 2;u 6?^ 2 rela- 
tiven Beschleunigung von G^ 3 auffassen. Die letztere setzt sich aber 
aus der relativen Tangentialbeschleunigung J^^^' ^^^ ^®^ relativen 
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Normalbeschleunigung l^^p^^ zusammen, so daß man hat 



'3 



(116) ^3,^2,3 = ^^»5'l,2 + »^3^29^2" + ^shW^ 

Von diesen drei Komponenten von ^sff^.s ^^^ ^^^ ^'^ zweckmäßiger 
Weise die erste mit der ebenfalls in G^^^ angreifenden Kraft (m^ + '^2)^1,2 
zu m^g^ 2 zusammen. Die beiden anderen Komponenten setzen sich 
mit den letzten beiden Komponenten der ebenfalls in G^ ^ angreifenden 
Kraft E^ (vgl. (112)) nach der zweiten Relation von (2) zu m^c^tp^' 

und »^0^29^2'^ zusammen. 

Als Resultat dieser Betrachtung hat sich also ergeben, daß im 
vorliegenden Falle bedingter Beweglichkeit am zweiten reduzierten 
. System außer den durch die Kräfte ^^(j) und ^K^^-^ hervorgerufenen 
Kraftepaaren die folgenden Kräfte angreifen: Zunächst in G^ ^ die 
relative Effektivkraft + E^^ und in Gg 3 die derselben entgegengesetzt 
gleiche Kraft — iV,? welche die erstere zu einem Kräftepaar ergänzt; 
femer in G^^ die Kraft m^g^^^ ^^^ ^^^ beiden Kräfte ni^c^tp^" und 
mQC,2(p2^. Hierbei kann wiederum die Kraft ni^g^^ durch die beiden 
Komponenten ^qI^cp^'' und niol^tp^'^ ersetzt werden, von denen die 
erstere zur Längsachse des ersten Gliedes senkrecht gerichtet ist, wäh- 
rend die letztere die Richtung dieser Längsachse selbst besitzt. Unter 
dem Einfluß aller dieser Kräftepaare und Kräfte wird das zweite re- 
duzierte System sich um die zu den Gelenkachsen parallele Achse 
durch seinen Schwerpunkt H^ wie ein starrer Körper drehen mit 
einer Winkelbeschleunigung 9.2' ? deren Größe durch folgende der For- 
mel (113) entsprechend gebildete Beziehung gemessen wird: 

unter M^ das resultierende Moment der durch die Kräfte 2^(2)y2^(z) 
und die relative Effektivkraft — E^^ hervorgerufenen Kräftepaare und 
unter h^, wie früher, den Trägheitsradius des zweiten reduzierten 
Systems für die Achse durch seinen Schwerpunkt H^ verstanden. Der 
in eckige Klammer eingeschlossene Ausdruck im Zähler von (117) 
sei mit Di, 2 bezeichnet. Bringt man dann die Formel (117) auf die 
Form 

und beachtet, daß nach Seite 41 der Nenner das Trägheitsmoment 
»»0^2^ des zweiten reduzierten Systems für die Gelenkachse Gi,2 dar- 
stellt, so wird man durch die im Anschluß an (114) angestellten Be- 
trachtungen zu der früher auf Seite 66 gegebenen Interpretation der 
zweiten Gleichung (70) geführt. Man hat damit wiederum gewisser- 



88 I- Allgemeiner Teil. A. Das dreigliedrige ebene Gelenksystem. [Nr. 8. 

maßen auf synthetischem Wege den Anschluß an die frühere analy- 
tische Ableitung dieser Bewegungsgleichung erzielt. 

Da die Verhältnisse sich beim mittelsten der drei Glieder des 
Gelenksystems am kompliziertesten gestalten, so ist die Ableitung der 
zu diesem Gliede gehörenden Gleichung besonders ausführlich ausein- 
andergesetzt worden. Die Behandlung der Bewegung des dritten 
Gliedes läßt sich dafür um so schneller erledigen. 

Wenn das ganze Gelenksystem sich nur um die Achse durch 0^ 
drehen kann, so wirkt auf das dritte Glied in G^ ^ eine Druckkraft 
ein, welche sich nicht nur, wie im Falle freier Beweglichkeit, aus derf 
Komponenten SK^^^^^ und — £^2 zusammensetzt, sondern für welche 
noch die Reaktionskraft r\ mit den Komponenten Eq und — ^K 
(vgl. (108)) hinzutritt. Die Komponentensummen ^K^^^^^ und — ^K 
lassen sich nach (93) zu ^ ( — K^^^ zusammenfassen, und die beiden 
Komponenten Eq und — E^^ ergeben nach (95) die Resultante E^ . 
Zu dem gleichen Resultat gelangt man auch nach dem Schwerpunkts- 
satz, wenn man bei der Bemessung dieser Druckkraft auf die Be- 
wegung des Schwerpunktes S^ Rücksicht nimmt. Man erkennt dann, 
daß dieselbe im vorliegenden Falle noch durch (101) richtig angegeben 
wird, während natürlich (100) seine Gültigkeit verloren hat. 

AUe einzelnen Kräfte — K^^-^ setzen sich mit den am dritten 
Gliede direkt angreifenden Kräften K^p'^ zu Kräftepaaren zusammen. 

Die* außerdem in G^s angreifende Kraft E^y welche mit m^y^ 
identisch ist, läßt sich zunächst in drei Komponenten zerlegen, wenn 
man berücksichtigt, daß die Beschleunigung y^ des Schwerpunktes S^ 
sich aus der Beschleunigung ^2,3 ^^^ Gelenkmittelpunktes Gg 3 und 
der zu Gg 3 relativen Beschleunigung des Schwerpunktes Sg zusammen- 
setzt. Da die letztere in die zur Längsachse des dritten Gliedes senk- 
rechte Tangentialbeschleunigung r^tp^' und die in diese Längsachse 
selbst fallende Normalbeschleunigung r^(p^^ zerfällt, so hat man dem- 
nach 
(119) £3 = 1^3^2,8 + ^8^39^3" + ^^Vs^B^' 

Auch die Beschleunigung ^3,3 l^ß^ sich weiter zerlegen, nämlich 
in die Beschleunigung g^ g ^®s Gelenkmittelpunktes G^ ^ ^^^^ die zu 
6rj 2 relative Beschleunigung von G^ 3 . Die erstere setzt sich aus 
der zur Längsachse des ersten Gliedes senkrechten Tangentialbeschleu- 
nigung l^^Pi' und der in diese Längsachse fallenden Norraalbeschleu- 
nigung lx(pi^, die letztere aus der zur Längsachse des zweiten Gliedes 
senkrechten Tangentialbeschleunigung ^g^^s' ^^^ ^^ i^ diese Längs- 
achse fallenden Normalbeschleunigung ^29^2'^ zusammen. Beachtet man 
noch, daß die Längsachse des dritten Gliedes mit der des ersten den 
Winkel (tp^ — cp^) und mit der des zweiten Gliedes den Winkel {cp^ — (pi) 
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bildet (vgl. Fig. 8), so erhält man schließlich für die Winkelbeschleu- 
nigung (p^' des dritten Gliedes die Beziehung 

-2*^8— [^8 h ^/•»•s «08(98— 9'i) + »n8 '^i 9'i'*-»'8 8in(qP8— qPi) + *»s 's 9»"**8 cofl(9?8— 9j) 

(\20\ 0)"= + ^>8 ^8 y »'* • ^8 gJ P (98 — yg)] — ^ 3 U ^t!' ' ^8 

in welcher M^ das resultierende Moment der durch die Kräfte K^^^ 
hervorgerufenen Kräfkepaare bedeuten soll. Löst man diese Gleichung 
nach 9)3" auf und bezeichnet dabei das in der eckigen Klammer 
stehende Drehungsmoment mit Dg^g, so ergibt sich 

(121) ys"- '^«~^"» 



Der Nenner auf der rechten Seite stellt das Trägheitsmoment 
des dritten Gliedes in bezug auf die Gelenkachse G^ 3 dar. Von den 
beiden im Zähler stehenden Momenten läßt sich das erste als das 
resultierende Drehungsmoment der sämtlichen am dritten Gliede direkt 
angreifenden Kräfte Ä^^g^ und das letzte unter Berücksichtigung des 
negativen Vorzeichens als das Drehungsmoment einer im Schwer- 
punkte Ä, angreifenden Kraft — m^g^^^ auffassen, beide ebenfalls be- 
zogen auf die Gelenkachse Gg.s- 

Die Formel (121) läßt daher erkennen, daß die Drehung des 
dritten Gliedes so um die ruhend gedachte Gelenkachse Gg 3 stattfindet, 
als ob außer den direkt an dem Gliede angreifenden Kräften noch in 
seinem Schwerpunkte eine Kraft angebracht wäre, welche entgegen- 
gesetzt gleich der Kraft m^g^ 3 ist, unter g^ 3 die Beschleunigung der 
Gelenkachse selbst verstanden — ein Resultat, welches man nach den 
bisherigen Betrachtungen voraussagen konnte. Da die Achse G^ j in 
Wirklichkeit nicht ruht, so kommt zu dieser Drehung des dritten 
Gliedes noch eine Translation desselben nach Maßgabe der Bewegung 
von Gg 3 hinzu. 

Der Übergang zum dritten reduzierten System gestaltet sich in 
diesem Falle sehr einfach. Fügt man in Cfg 3 die Massen m^ und m^ 
hinzu, so macht sich gleichzeitig in demselben Punkte die Kraft 
(m^-f ni^)g2^s ^ötig, um die Bewegung des dritten Gliedes nicht hier- 
durch zu beeinflussen. Diese Kraft setzt sich aber mit der Kompo- 
nente m^g^ 8 von E^ zu w^^g s zusammen. Gleichzeitig kann man 
nach der letzten Relation von (2) m^r^ durch m^Cg ersetzen und daher 
die beiden noch in G2 3 angreifenden Komponenten von E^ in der Form 
m^c^fp^' und ^^0^3 ^3'^ schreiben. Der Schwerpunkt H^ des dritten 
reduzierten Systems besitzt von G^ 3 den Abstand c^ . Man erhält 
daher aus (120) die entsprechende Formel für das dritte reduzierte 
System, indem man im Zähler der rechten Seite überall m^ durch m^ 
und ^3 durch C3 und gleichzeitig das Trägheitsmoment im Nenner 
durch das Trägheitsmoment m^l^^ des dritten reduzierten Systems für 
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die Achse durch Ä, ersetzt. Geht man dann zu der Form (121) über, 
so erhält man im Nenner ^^(/Cg^ + Cg^), was nichts anderes ist als das 
Trägheitsmoment m^l.^ des dritten reduzierten Systems für die Ge- 
lenkachse G^ 3 . Man gelangt auf diese Weise in der Tat zu der früher 
(vgl. Seite 67) angeführten Interpretation der letzten Gleichung von (70). 

Es ist im Vorhergehenden in allen Fällen zuletzt nur deshalb 
noch auf das reduzierte System eingegangen worden, um dadurch zu 
zeigen, daß man auf dem eingeschlagenen iVege schließlich zu der 
früher aus den allgemeinen Lagrangeschen Gleichungen abgeleiteten 
Form der Bewegungsgleichungen des Gelenksystems gelangt. Hier- 
von abgesehen hat sich auf elementarem Wege gegenüber der früher 
im 7. Abschnitt erörterten eine neue Interpretation der Bewegungs- 
gleichungen ergeben, welche die reduzierten Systeme außer Betracht 
läßt und sich auf die Bewegung der einzelnen Glieder selbst bezieht. 
Wenn auch die Form der Gleichungen, welche sich im Anschluß an 
diese Deutung ergibt, im allgemeinen komplizierter ist als beim Zu- 
grundelegen der reduzierten Systeme, so besitzt die neue Interpretation 
doch für manche Anwendungen der Bewegungsgleichungen auf be- 
stimmte Probleme der Bewegungsphysiologie eine ganz besondere Be- 
deutung. Dies ist vor allen Dingen der Fall, wenn es gelingt, für 
eine bestimmte Bewegung eines Organismus durch geeignete Versuche 
empirisch die Bahnen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der 
Schwerpunkte aller einzelnen Körperteile festzustellen. Dann . hat man 
damit ohne weiteres auch die absoluten Effektivkräfte dieser Schwer- 
punkte gewonnen und hat nun an der Hand dieser Kenntnis die Mög- 
lichkeit, die Bewegung jedes einzelnen Gliedes für sich zu untersuchen, 
ohne noch weitere Rücksicht auf den Zusammenhang mit den übrigen 
Gliedern nehmen zu müssen, als es durch die Heranziehung der 
Effektivkräfte schon geschehen ist. 

Allerdings beziehen sich die bisher gewonnenen Resultate zu- 
nächst nur auf ein ebenes dreigliedriges Gelenksystem; sie können da- 
her vorläufig auch nur auf Organismen Anwendung finden, welche 
sich bei bestimmten Bewegungen wie ein solches dreigliedriges Ge- 
lenksystem verhalten. In den nächsten Abschnitten wird sich zeigen, 
inwieweit die für das dreigliedrige ebene System gefundenen Resul- 
tate auf das ?*-gliedrige ebene Gelenksystem und auf räumliche Ge- 
lenksysteme übertragen und für dieselben verallgemeinert werden 
können. 



B. Das ti-gliedrige ebene nnd das räumliche Oelenksystem. 

Durch die eingehende Untersuchung des dreigliedrigen ebenen 
Gelenksystems ist der Weg vorgezeichnet, auf dem man bei einem 
ebenen System von mehr als drei Gliedern und auch beim allgemeinen 
räumlichen Gelenksystem auf einfache Weise zu den Bewegungs- 
gleichungen gelangen kann. Es liegt in der Natur solcher komplizierterer 
Gelenksysteme, daß ihre Bewegungsgleichungen nicht nur verhältnis- 
mäßig zahlreich sind, sondern auch im allgemeinen recht verwickelten 
Bau aufweisen, und zwar um so mehr, je größer die Anzahl der 
Glieder des Systems ist, je größere Bewegungsfreiheit bei einem räum- 
lichen Gelenksystem in den Gelenken herrscht, und je mehr Freiheits- 
grade infolgedessen das ganze System besitzt. 

Zunächst lassen sich die am dreigliedrigen ebenen System ge- 
wonnenen Resultate, wie sich herausstellen wird, mutatis mutandis 
ohne Mühe auf das allgemeine aus n Gliedern bestehende ebene Ge- 
lenksystem bei lauter Schamiergelenken mit parallelen Gelenkachsen 
und entsprechend einfacher Massenverteilung in den Gliedern über- 
tragen. Damit ist dann aber die Grundlage für eine exakte kinetische 
Untersuchung aller derjenigen Gelenksysteme am menschlichen und 
tierischen Körper gewonnen, bei welchen die vereinfachenden Voraus- 
setzungen über die Art der Gelenkbewegungen und die Massen- 
verteilung innerhalb der als starr aufgefaßten Körperteile mit genügen- 
der Genauigkeit erfüllt sind. 

Von den Bewegungen des ganzen Körpers sind es namentlich die 
Lokomotionsbewegungen, insbesondere die des menschlichen Ganges, 
welche wenigstens annähernd den gemachten Voraussetzungen ent- 
sprechen. Wenn auch der menschliche Körper beim Gehen seitliche 
Schwankungen ausführt, die an verschiedenen Stellen des Körpers 
verschieden groß ausfallen, so treten dieselben an Ausdehnung doch 
beträchtlich hinter den Bewegungen zurück, welche von vielen Ab- 
schnitten des Körpers in der Richtung nach vom und auch in ver- 
tikaler Richtung ausgeführt werden. Man kommt daher den tatsäch- 
lichen Verhältnissen schon ziemlich nahe, wenn man den Gang als 
eine ebene Bewegung auffaßt, bei der alle Körperteile sich parallel 
einer im Räume festen Vertikalebene, der sogenannten Gangebene, be- 
wegen. Die Auffassung des Ganges als ebene Bewegung involviert 
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aber zugleich die Annahme, daß beim Gehen in allen Gelenken nur 
Bewegungen um parallele, zur Gangebene senkrechte Achsen aus- 
geführt werden. Da auch die übrigen vereinfachenden Voraussetz- 
ungen beim menschlichen Körper nahezu erfüllt sind, so lassen sich 
also die für das allgemeine ebene Gelenksystem geltenden Bewegungs- 
gleichungen der kinetischen Untersuchung des menschlichen Ganges in 
erster Annäherung zugrunde legen. 

Es gibt aber noch zahlreiche andere Fragen der Bewegungs- 
physiologie, insbesondere solche aus der Muskelmechanik, welche die 
Kenntnis der Bewegungsgleichungen der ebenen Gelenksysteme vor- 
aussetzen. Schließlich können auch viele Untersuchungen aus der 
technischen Mechanik diese Kenntnis nicht entbehren, wenn es sich 
auch bei den in den Maschinen verwendeten Gelenksystemen in der 
Regel um viel einfachere Verhältnisse handelt, insofern die Bewegungen 
derselben mit wenig Ausnahmen, dem Zwecke der Maschine ent- 
sprechend, zwangläufige sind, so daß also das ganze System überhaupt 
nur einen Grad der Freiheit besitzt. 

Die ebenen Bewegungen des menschlichen und tierischen Körpers 
oder einzelner Abschnitte derselben bilden nun nur einen Spezialfall, 
der sich jedoch fast niemals ganz exakt verwirklicht findet. Genau 
genommen führt der Mensch bei seinen verschiedenen Lokomotions- 
bewegungen und Arbeitsleistungen räumliche Bewegungen aus. Da- 
rauf weist auch schon der Umstand hin, daß die großen hierbei haupt- 
sächlich in Frage kommenden Gelenke, welche die Hauptteile der Extre- 
mitäten untereinander und mit dem Rumpfe verbinden, ausnahmslos 
mehr wie einen Grad der Freiheit besitzen. So ist der Oberarm mit 
dem aus Schulterblatt, Schlüsselbein und Brustbein bestehenden Schulter- 
gürtfil, ebenso wie der Oberschenkel mit dem Becken, mit drei Graden 
der Freiheit beweglich verbunden. Der Unterarm kann sich gegen 
den Oberarm, ebenso wie der Unterschenkel gegen den Oberschenkel 
mit zwei Graden der Freiheit bewegen, und, wenn man die ganze 
Hand auf ihre Beweglichkeit gegen den Unterarm und den ganzen 
Fuß auf seine Beweglichkeit gegen den Unterschenkel untersucht, so 
findet man in beiden Fällen wiederum zwei Grade von Bewegungs- 
freiheit. Es werden sich daher beispielsweise schon die Bewegungen 
des Unterarms gegen den Oberarm, ebenso wie die Bewegungen des 
ganzen Armes gegen den Schultergürtel oder des ganzen Beins gegen 
das Becken im allgemeinen als räumliche Bewegungen herausstellen. 

Zur Untersuchung der räumlichen Bewegungen des menschlichen 
Körpers rieichen naturgemäß die für die ebenen Gelenksysteme auf- 
gestellten Bewegungsgleichungen nicht aus. Es müssen daher im 
folgenden auch noch die Bewegungsgleichungen räumlicher Gelenk- 
systeme abgeleitet und damit die notwendigen Unterlagen für die ki- 



I. Allgem. Teil. B. Das n-glied. ebene n. d. räoml. Gelenksystem. 93 

netische Untersuchung der allgemeinsten Bewegungen des menschlichen 
und tierischen Körpers und seiner Teile geschaffen werden. 

Da im Räume sich alle Verhältnisse komplizierter gestalten als 
in der Ebene^ so ist es ratsam, dabei von dem zweigliedrigen raum- 
lichen Gelenksystem auszugehen und ^zunächst für dieses die Be- 
wegungsgleichungen aufzusteUen. Die am zweigliedrigen System ge- 
wonnenen Resultate lassen dann schon die charakteristischen Unter- 
schiede zwischen den Bewegungen räumlicher und ebener Gelenksjsteme 
erkennen, so daß die zuletzt auf das n-gliedrige räumliche System aus- 
gedehnte Untersuchung keine wesentlich neuen Gesichtspunkte mehr 
zutage fördert und die Ergebnisse derselben sich leicht deuten lassen. 

Das ebene Gelenksystem von n Gliedern besitzt w+2 Grade 
der Freiheit, falls die ebene Bewegung desselben keinerlei einschränken- 
den Bedingungen unterworfen ist, und uicht mehrere Glieder unter- 
einander eine geschlossene kinematische Kette bilden. Damit steht 
in Einklang, daß eine beliebige Stellung des Systems durch n + 2 
allgemeine Koordinaten eindeutig bestimmt ist; denn dieselbe ist ge- 
geben, sobald man die zwei ebenen Koordinaten eines Punktes des 
Systems und außerdem für jedes der n GUeder einen Richtungswinkel 
kennt. In der Wahl des Punktes hat man dabei ziemliche Freiheit. 
Derselbe kann mit dem in seiner Lage gegenüber den einzelnen 
Gliedern veränderlichen Gesamtsch^erpunkte zusammenfallen, er kann 
aber auch in einem der n Glieder eine feste Lage besitzen. Das 
letztere wird man wählen, wenn im gegebenen Falle ein bestimmter 
Punkt eines Gliedes eine von vornherein genau bekannte Bewegung 
ausführt, dessen Koordinaten man dann zweckmäßigerweise als zwei 
der allgemeinen Koordinaten des Systems gelten läßt; im übrigen 
wird man die erstere Wahl bevorzugen, weil die Bewegung des Ge- 
samtschwerpunktes sich nach bekannten mechanischen Gesetzen aus 
den äußeren Kräften ableiten läßt. Bleibt im besonderen Falle ein 
Punkt eines Gliedes bei der Bewegung des ganzen Systems fest, so 
wird man natürlich die Koordinaten dieses Punktes zur Bestimmung 
der Lage des ebenen Gelenksystems verwenden; da dieselben konstant 
bleiben, so hat man dann nur n veränderliche allgemeine Koordinaten, 
oder mit anderen Worten, es besitzt das System in diesem Falle nur 
noch n Grade von Bewegungsfreiheit. 

So groß die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems ist, so groß 
ist auch die Anzahl der Bewegungsgleichungen. Es sind daher im 
Falle vollkommen freier Beweglichkeit des w-gliedrigen ebenen Ge- 
lenksystems n + 2 Gleichungen, in dem Falle, daß ein Punkt eines 
Gliedes fest bleibt, nur n Gleichungen aufzustellen. Gruppieren sich 
mehrere Glieder eines ebenen Gelenksystems zu einer geschlossenen 
kinematischen Kette, ein Fall, welcher bei Getrieben der Maschine die 
Regel ist, in organischen Gelenksystemen jedoch nur ausnahmsweise 
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vorkommt, so wird durch diesen Umstand gewöhnlich die Bewegungs- 
freiheit des ganzen Systems wesentlich heruntergedrückt, so daß also 
eine viel geringere Anzahl von Bewegungsgleichungen erforderlich 
wird. Die bei den Maschinen verwendeten Getriebe besitzen infolge 
der Eettenbildung in der Regel überhaupt nur noch einen Grad von 
Bewegungsfreiheit; es genügt daher bei diesen eine einzige Gleichung 
zur vollständigen Formulierung des Bewegungsvorganges. Man er- 
kennt hieraus auch, daß die zahlreichen Arbeiten über die Kinetik 
der Getriebe der Untersuchung der allgemeinen w-gliedrigen Gelenk- 
systeme nur wenig nützen können, da sie sich nur mit einem ganz 
speziellen Fall, dem einfachsten, der überhaupt möglich ist, befassen. 

Das räumliche Gelenksystem von n Gliedern besitzt im all- 
gemeinen viel mehr Grade der Freiheit als das ebene. Für die An- 
zahl derselben ist nicht allein die Zahl der Glieder maßgebend, son- 
dern vor allen Dingen auch die Bewegungsfreiheit in den Gelenken, 
welche die einzelnen Glieder untereinander verbinden. Da in der 
Regel die in der organischen Natur auftretenden Gelenke nicht mehr 
als drei Grade der Freiheit aufweisen, so wäre der allgemeinste Fall 
dadurch charakterisiert, daß alle Gelenke mit drei Graden von Be- 
wegungsfreiheit behaftet sind. Ist ein derartiges räumliches Ge- 
lenksystem keinerlei einschränkenden Bedingungen für seine Bewegung 
und die seiner Glieder unterworfen, treten also insbesondere dabei 
nicht mehrere Glieder zu einer geschlossenen kinematischen Kette zu- 
sammen, so besitzt das ganze System 3w -f 3 Grade der Freiheit. Eine 
beliebige Stellung desselben im Räume kann also nur durch 3n + 3 
allgemeine Koordinaten eindeutig bestimmt werden; davon geben drei 
die Lage eines Punktes des Systems an, und je drei beziehen sich 
auf die Orientierung eines jeden der n Glieder im Räume. Es können 
daher drei der Bestimmungsstücke als die rechtwinkligen räumlichen 
Koordinaten eines Punktes gedeutet werden, während die übrigen 3n 
Größen Richtungskoordinaten, also Winkel darstellen. 

Entsprechend der Anzahl der allgemeinen Koordinaten wären also 
in dem angenommenen Falle freiester Beweglichkeit des ganzen Ge- 
lenksystems nicht weniger als 3n + 3 Bewegungsgleichungen, also 
nahezu dreimal so viel wie für das ebene Gelenksystem, aufzustellen. 
Während man beim dreigliedrigen ebenen System mit fünf Bewegungs- 
gleichungen auskam, verlangt demnach das dreigliedrige räumliche 
Gelenksystem schon deren zwölf im Falle freiester Beweglichkeit. Es 
ist weiterhin leicht einzusehen, daß die* Festlegung eines Punktes in 
einem der n Glieder die Anzahl der Bewegungsgleichungen des räum- 
lichen Systems um drei vermindert, so daß nur noch 3 n Gleichungen 
übrig bleiben, während im gleichen Falle das ebene System nur n 
Gleichungen, also genau den dritten Teil erforderte. 

Der Fall, daß alle Gelenke des Systems drei Grade der Freiheit . 
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besitzen^ findet sich nun bei den organischen Gelenksystemen fast 
nicht vor. In der Regel kommen nur einigen Gelenken drei Grade 
der Freiheit zu, während die anderen geringere Beweglichkeit auf- 
weisen. Durch diesen Umstand wird natürlich auch die Bewegungs- 
freiheit des ganzen Gelenksystems verringert. Denkt man beispiels- 
weise die ganze untere Extremität des Menschen aus den drei als 
starr aufgefaßten Teilen: Oberschenkel, Unterschenkel und Fuß zu- 
sammengesetzt, so kann sich dieselbe, weil das Hüftgelenk drei, das 
Kniegelenk und Fußgelenk dagegen nur zwei Grade der Freiheit be- 
sitzen, relativ zum festgestellten Becken im ganzen mit sieben Graden 
der Freiheit bewegen. Eine kinetische Untersuchung der Beinbewe- 
gungen gegenüber dem im Baum fixierten Becken müßte sich also auf 
sieben Bewegungsgleichungen stützen. Dabei würde es sich jedoch 
nicht um den allgemeinsten Fall der Bewegung des gegliederten Beins 
handeln, da ja das Becken und damit der Mittelpunkt des Hüft- 
gelenks als fixiert angenommen wurden. Gibt man diesem Gelenk- 
mittelpunkte auch noch freie Beweglichkeit im Räume, wie er sie 
tatsächlich bei den Bewegungen des ganzen Körpers besitzt, so kommen 
zu den sieben Graden der Freiheit noch drei hinzu. Die Anzahl der 
nötigen Bewegungsgleichungen beträgt demnach bei ganz freier Be- 
weglichkeit des Beins zehn; sie ist also gerade doppelt so groß, als 
wenn man sich bei der Untersuchung auf ebene Bewegungen des 
Beins beschränken würde, wozu man beispielsweise bei der Unter- 
suchung der nahezu ebenen Schwingungsbewegung des Beins beim 
Gehen berechtigt ist. 

Alle die Fälle beschränkterer Beweglichkeit des räumlichen Ge- 
lenksystems können aber als Sonderfälle des Gelenksystems mit lauter 
Gelenken . von drei Graden der Freiheit aufgefaßt werden. Man hat 
daher die zu den ersteren gehörenden Bewegungsgleichungen schon 
mit gewonnen, wenn man die zu dem Falle freiester Beweglichkeit 
gehörenden Gleichungen aufgestellt hat. Dies gilt auch insbesondere 
für die schon abgeleiteten Bewegungsgleichungen des ebenen drei- 
gliedrigen Gelenksystems, wie man aus den später mitzuteilenden Re- 
sultaten erkennen wird. Aus diesem Grunde soll im folgenden zu- 
nächst an der Annahme festgehalten werden, daß die sämtlichen Ge- 
lenke des jeweils in Betracht gezogenen Systems nur einen festen 
Gelenkmittelpunkt, im übrigen aber drei Grade der Freiheit be- 
sitzen. 

Für die Untersuchung des ebenen dreigliedrigen Gelenksystems 
erwies sich die Einführung der reduzierten Systeme und der Haupt- 
punkte der einzelnen Glieder als von großer Bedeutung. Infolge der- 
selben nahmen nicht nur die an und für sich verhältnißmäßig kom- 
plizierten Formeln eine möglichst einfache Gestalt an, was natürlich 
für die Anwendung derselben von ganz besonderer Wichtigkeit ist, 
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sondern es gewann auch die ganze Untersuchung von vornherein an 
Anschaulichkeit und Klarheit. 

Die Zusammensetzung der reduzierten Systeme und die Lage der 
Hauptpunkte^ welche mit den Schwerpunkten der reduzierten Systeme 
identisch sind, hing nun im Prinzip durchaus nicht davon ab, daß 
nur drei Grlieder vorhanden waren und die Gelenke zwischen den ein- 
zelnen Gliedern nur einen Grad von Bewegungsfreiheit besaßen. Es 
steht daher zu erwarten, daß den reduzierten Systemen und Haupt- 
punkten für die aus mehr als drei Gliedern zusammengesetzten ebenen 
und für die räumlichen Gelenksysteme eine ganz entsprechende Bedeutung 
zukommen wird. Es läßt sich sogar voraussagen, daß der Nutzen 
ihrer Einführung, der sich ja bei dem dreigliedrigen ebenen Gelenk- 
system vor allen Dingen in einer wesentlichen Vereinfachung der 
kinetischen Untersuchung kund gab, bei den mehrgliedrigen ebenen, 
und vor allen Dingen bei den räumlichen Gelenksystemen infolge der 
an und für sich viel komplizierteren Verhältnisse noch viel mehr 
zutage treten wird. 

Um die Bedeutung der reduzierten Systeme und Hauptpunkte für 
die kinetische Untersuchung der komplizierteren Gelenksysteme wür- 
digen zu können, muß zunächst nachgewiesen werden, daß ihre für 
das spezielle dreigliedrige ebene Gelenksystem aufgefundenen Eigen- 
schaften auch beim allgemeinen w-gliedrigen ebenen und räumlichen 
Gelenksystem Geltung besitzen. Dieser Beweis soll im nächsten Ab- 
schnitt ganz allgemein geführt werden. 

9. Über die allgemein gültigen Eigenschaften der reduzierten 
Systeme und Hauptpunkte. 

Die einzige Voraussetzung, welche für das allgemeine räumliche 
Gelenksystem im Interesse der Bestimmtheit der aus ihm hervor- 
gehenden reduzierten Systeme gemacht werden soll, ist die, daß nach 
Durchtrennung irgend einer Gelenkverbindung des Systems das letztere 
in zwei nicht mehr miteinander zusammenhängende Teile zerfällt. 
Diese Voraussetzung ist damit gleichbedeutend, daß an dem Gelenk- 
system sich keine geschlossenen kinematischen Ketten vorfinden und 
auch das ganze System nicht selbst eine solche geschlossene Kette 
büdet; denn es ist leicht einzusehen, daß die sämtlichen Glieder immer 
noch in irgend einer Weise zusammenhängen werden, falls man ein 
Gelenk innerhalb einer solchen kinematischen Kette durchtrennt. Beim 
menschlichen Körper und den tierischen Körpern, für deren kinetische 
Untersuchung sich die Methode der reduzierten Systeme vor allen 
Dingen sehr fruchtbar erweist, ist mit wenig Ausnahmen, wie schon 
oben erwähnt wurde, diese notwendige Voraussetzung erfüllt; bei den 
Maschinen dagegen in der Regel nicht. Man kann aber auch im 
letzteren Falle die reduzierten Systeme verwenden und die Zusammen- 
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Setzung derselben stets zu einer eindeutig bestimmten Aufgabe machen^ 
wenn man entweder ein an und für sich ruhendes Glied einer kine- 
matischen Kette für die Betrachtung ganz aus dem Gelenksystem aus- 
schaltet^ oder, falls kein solches Glied vorhanden ist, an je einem Ge- 
leuk innerhalb einer solchen Kette die Verbindung gelöst denkt und 
dann die Annahme macht, daß bei den Bewegungen des ganzen Sy- 
stems die mit dem Mittelpunkte dieses Gelenks zusammenfallenden 
Punkte der beiden benachbarten Glieder immer gerade die gleiche 
Bewegung ausführen, ohne doch miteinander in direktem Zusammen- 
hange zu stehen; natürlich muß man dann zugleich den Einfluß dieser 
Gelenkverbindung auf die Bewegung der beiden Nachbarglieder durch 
an diesen angreifende äußere Kräfte ersetzt denken. Da die vorliegende 
Arbeit in erster Linie dem Zwecke dienen soll, die Grundlage für 
weitere Untersuchungen über die Kinetik des menschlichen und 
tierischen Körpers und seiner Teile zu bilden, so mögen vorläufig die 
t^äUe räumlicher Gelenksysteme mit geschlossenen kinematischen Ketten 
außer Betracht bleiben. 

Mit Ausnahme der hiermit gestellten Voraussetzung und der 
schon früher angeführten Annahme, daß alle Gelenke wenigstens einen 
festen Gelenkpunkt haben, der kurz als Gelenkmittelpunkt be- 
zeichnet sein mag, soll das räumliche Gelenksystem keinerlei weiteren 
einschränkenden Bedingungen unterworfen sein. Insbesondere ist es 
durchaus zulässig, daß wie beim Rumpf des Menschen ein Glied des 
Systems mit mehr als zwei Gliedern in Gelenkverbindung ist, wie ja 
andererseits auch Glieder vorhanden sein müssen, die nur mit einem 
einzigen Gliede in einem Gelenk zusammenhängen. Die letzteren 
Glieder mögen Endglieder heißen. Am menschlichen Körper stellen 
der Kopf, sowie die beiden Hände und Füße solche Endglieder dar, 
falls man die letzteren als starr auffaßt. Berücksichtigt man dagegen 
die Bewegungen in den Finger- und Zehengelenken, so stellen dann 
die Nagelglieder der sämtlichen Finger und Zehen Endglieder des 
ganzen Gelenksystems dar. Endlich ist auch der Fall nicht auszu- 
schließen, daß in einem Gelenk mehr wie zwei Glieder miteinander 
verbunden sind. 

Das Prinzip der Bildung eines reduzierten Systems wird nach den 
Auseinandersetzungen im 1. Abschnitt klar sein. Man hat sich ein- 
fach alle Gelenke an dem Gliede, welches den Kern des reduzierten 
Systems bilden imd daher wieder kurz als Kernglied bezeichnet sein 
soll, durchtrennt zu denken. Dann fällt an jedem Gelenk ein Teil des 
ganzen Systems ab, so daß zuletzt nur noch das Kemglied von allen 
anderen losgelöst übrig bleibt. Im Mittelpunkte eines jeden dieser 
durchtrennten Gelenke hat man sich dann die Masse des an ihm ab- 
gefallenen Abschnittes des ganzen Gelenksystems konzentriert zu denken 
und dem Kemgliede hinzuzufügen, so daß also schließlich infolge der 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 7 
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Beschwerung durcli alle diese Massenpunkte das Eernglied die Gesamir 
masse des ganzen Gelenksystems erhalten hat. Da die Massen in den 
Mittelpunkten der Gelenke des Eerngliedes angebracht sind, so wird 
die Zusammensetzung des reduzierten Systems in keiner Weise durch 
die Stellung und Bewegung der übrigen Glieder beeinflußt. Es ver- 
hält sich also das reduzieiie System wie ein einziger starrer Körper. 
Der Schwerpunkt desselben hat daher eine feste Lage innerhalb des 
Kemgliedes; er stellt den Hauptpunkt des letzteren dar. Wenn es 
auch im Interesse der bequemeren Bestimmung der Lage dieaes Haupt- 
punktes Jjinerhalb dep Kerngliedes zweckmäßig ist, außer den in den 
Gelenkmifitelpunkten angebrachten Massen der übrigen Glieder auch 
noch die Jilasse des Kemgliedes selbst in seinem eignen Schwerpunkte 
konzentriert zu denken, so hat man doch nicht aus dem Auge zu 
verlieren^ -^aß zum Begriff des reduzierten Systems durchaus gehört, 
daß die Verteilung der Masse des Kemgliedes innerhalb desselben 
nicht geändert wird. Wie schon aus den Untersuchungen des ebenen 
dreigliedrigen Gelenksystems hervorgeht, spielen die Trägheitsmomente 
eines reduzierten Systems eine wesentliche Rolle in den Formeln. 
Diese würden natürlich ganz andere Werte annehmen, wenn man die 
Masse des Kemgliedes auch, wie es für die Konstruktion des Haupt- 
punktes bequem ist, in seinem eigenen Schwerpunkte konzentriert an- 
nehmen wollte. Das Trägheitsmoment des reduzierten Systems für 
irgend eine Achse wird stets auf die Weise erhalten, daß man zu dem 
ursprünglich vorhandenen Trägheitsmoment des Kemgliedes für diese 
Achse die Trägheitsmomente der sämtlichen in den Gelenkmittel- 
punkten des Kerngliedes konzentriert gedachten Massen hinzufügt. 

Verlegt man weiterhin jede nicht direkt am Kemgliede angreifende 
Kraft ohne Andemng ihrer Größe und Richtung nach demjenigen Ge- 
len kmittelpunkte des Kerngliedes, welcher innerhalb des Gelenksystems 
ihrem Angriffspunkte am nächsten liegt, so sollen wieder alle diese 
parallel verschobenen Kaufte zusammen mit den direkt am Kemgliede 
angreifenden als die am entsprechenden reduzierten Systeme angreifen- 
den Kräfte aufgefaßt werden. Diese Kräfte gehören daher ebenso zum 
Begriff eines reduzierten Systems wie die nach den einzelnen Gelenk- 
mittelpunkten des Kerngliedes verlegt gedachten Massen der angrenzen- 
den Teilsysteme. 

Die Vereinfachung der Untersuchung, welche durch die Einführung 
der reduzierten Systeme und Hauptpunkte erzielt wird, gründet sich 
auf eine Reihe von Eigenschaften derselben, die schon in den früheren 
Abschnitten für das ebene dreigliedrige Gelenksystem abgeleitet worden, 
sind. Dieselben besitzen nun ganz allgemeine Gültigkeit für jedes 
beliebige räumliche System, wie im folgenden bewiesen werden 
soll. Es sind dies einmal der enge Zusammenhang der reduzierten 
Systeme, d. b. also der Hauptpunkte der Glieder, sowohl mit dem 
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Gesamtschwerpunkte des ganzen Oelenksystems, als auch mit den 
Schwerpunkten der Teilsysteme, in welche das ganze System durch 
Trennung einzelner Gelenkverbindungen zerlegt werden kann — ein 
Zusammenhang, welcher eine möglichst einfache Bestimmung des 
Ortes wie auch der Bewegung des Gesamtschwerpunktes und der 
Schwerpunkte der Teilsysteme ermöglicht. Es ist dies weiterhin die 
Eigenschaft der Hauptpunkte, daß jede Drehung eines Gliedes um 
eine beliebige durch seinen Hauptpunkt hindurchgehende Achse mit 
gleichzeitiger Translationsbewegung aller übrigen Glieder den Ge- 
samtschwerpunkt des ganzen Gelenksystems an seiner Stelle läßt — 
eine Eigenschaft, welche vor allen Dingen eine sehr einfache Ab- 
leitung des 4^usdrucks für die lebendige Kraft relativ zum Gesamt- 
schwerpunkte des ganzen Systems ermöglicht. Es ist fernerhin die 
Eigenschaft eines jeden Hauptpunktes, als Angriffspunkt för die 
Kraft zu dienen, mit welcher die Schwere auf das Glied, dem der 
Hauptpunkt angehört, infolge des Zusammenhanges mit den übrigen 
Gliedern einwirkt — eine Eigenschaft, die es ermöglicht, in einfacher 
Weise die Elementararbeiten zu bestimmen, welche die Schwere bei 
irgend welchen Verrückungen des Systems leistet. Und es ist dies 
noch eine Reihe enger Beziehungen zwischen den Hauptpunkten und 
den Elementarbeiten der übrigen äußeren und inneren Kräfte des 
Systems bei den verschiedeneu Verrückungen desselben, welche ebenso 
wie die Haupteigenschaft der reduzierten Systeme, eine sehr einfache 
und anschauliche Deutung der Bewegungsgleichungen zu ermöglichen, 
besser erst nach der Ableitung der Bewegungsgleichungen des räum- 
lichen Gelenksystems ausführlich besprochen werden. 

a) Zusammenhang zwischen den Hauptpunkten und dem Gesamt- 
Schwerpunkte des ailgemeinen Gelenksystems. 

Den Zusammenhang zwischen den Hauptpunkten der Glieder eines 
beliebigen räumlichen Gelenksystems und dem Gesamtschwerpunkte 
desselben kann man am besten beurteilen, wenn man sich zunächst 
die Verhältnisse an einem besonders einfachen ebenen w-gliedrigen 
Gelenksystem vergegenwärtigt, welches sich als die Verallgemeinerung 
des bisher eingehend imtersuchten ebenen dreigliedrigen Systems dar- 
stellt. 

Die einzelnen Glieder desselben seien durch lauter Schamiergelenke 
mit parallelen Achsen so untereinander verbunden, daß außer den 
beiden Endgliedern jedes mit zwei andern, aber niemals mit mehr als 
zwei verbunden ist. Die Schwerpunkte der sämtlichen Glieder sollen 
aUß in einer einzigen zu den Gelenkachsen senkrechten Ebene liegen 
und die Schnittpunkte der Scharnierachsen mit dieser Ebene als Ge- 
lenkmittelpunkte aufgefaßt werden. Die Verbindungslinie der beiden 
Gelenkmittelpunkte eines inneren Gliedes möge wieder als die Längs- 
achse dieses Gliedes bezeichnet sein; dieselbe soll bei jedem Gliede 

7* 
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durch den Schwerpunkt desselben hindurchgehen. Für die beiden 
Endglieder soll die von dem einen Gelenkmittelpunkte ausgehende und 
bis an das Ende Oj bzw. 0^ des Gliedes fortgeführte Längsachse 
ebenfalls den Schwerpunkt enthalten. Unter diesen Voraussetzungen 
bilden die n Glieder eine fortlaufende kinematische Kette, die aber 
offen ist, da die Endglieder nicht etwa miteinander direkt noch durch 
ein weiteres Gelenk verbunden sein sollen. Da die Gestalt der ein- 
zelnen Glieder für die folgenden Betrachtungen ohne Belang ist, so 
wird das Gelenksystem am einfachsten durch den gebrochenen Linien- 
zug der n Längsachsen zur Darstellung gebracht, so wie es in Figur 18 
auf Seite 102 für ein sechsgliedriges Gelenksystem geschehen ist. Die 
aufeinanderfolgenden Glieder sollen von einem Endgliede an fortlaufend 
numeriert werden, und die Richtung, in welcher diese Numerierung 
ausgeführt worden ist, möge innerhalb eines jeden Gliedes sowohl für 
die Längsachse desselben als auch für die einzelnen auf der Längs- 
achse abgegrenzten Strecken die positive Richtung bezeichnen, und 
daher das Vorzeichen dieser Strecken bestimmen. Ist j die Nummer, 
welche einem Gliede zukommt, so sollen alle Strecken innerhalb dieses 
Gliedes, so wie auch alle anderen auf dasselbe sich beziehenden Größen, 
wie die Massen, Trägheitsmomente, Trägheitsradien usw., diese Nummer 
als Index tragen. Unter der Länge eines Gliedes werde bei den 
inneren Gliedern die Entfernung der beiden das Glied begrenzenden 
Gelenkmittelpunkte und bei den beiden äußeren Gliedern (Endgliedern) 
die Entfernung des einen Gelenkmittelpunktes vom äußersten End- 
punkte der Längsachse verstanden ; dieselbe sei mit Ij bezeichnet. Durch 
den Schwerwunkt Sj eines jeden Gliedes wird seine Länge Ij in zwei 
Teile zerlegt; derjenige Teil von Ij, auf welchen man bei Durchlaufung 
des Linienzuges der Längsachsen in positiver Richtung zuerst stößt, 
sei mit r^., der andere mit Sj bezeichnet. Es gilt also für diese drei 
dem jten Gliede angehörenden Strecken die Beziehung 

(122) r, + s, = i,. 

Da der Schwerpunkt Sj des jten Gliedes auf der Längsachse 
desselben liegen soll, so muß dies nach der Bedeutung der Haupt- 
punkte auch für den Hauptpunkt Hj desselben Gliedes der Fall sein. 
Es wird daher auch durch den Hauptpunkt die Länge eines Gliedes 
in zwei Strecken zerlegt, für welche schon früher die Bezeichnung 
Hauptstrecken des jten Gliedes eingeführt worden ist. Dieselben 
seien mit Cj und dj bezeichnet, wobei wiederum die erstere bei posi- 
tiver Durchlauf ung der Längsachsen zuerst angetroffen werden soll. 
Auch für die Hauptstrecken gilt die Beziehung 

(123) c, + rf, = Z,. 

Bezeichnet man mit n?o die Gesamtmasse des ganzen Gelenk- 
systems, mit nij die Masse des jten Gliedes, so folgen unmittelbar 
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(124) 



aus der Bedeutung der Hauptpunkte als Schwerpunkte der reduzierten 
Systeme zwischen den Hauptstrecken Cj und dj einerseits und den 
Strecken Ij^ r^ und Sj andererseits die Beziehungen 

Setzt man ^Lj für das Verhältnis der Masse m^ des jten Gliedes 
zu der Gesamtmasse m^ des Gelenksystems, welches auch dem Ver- 
hältnis des Gewichtes G^ des ^ten Gliedes zu dem Gesamtgewichte G^ 
gleich ist, und bezeichnet die Summe einer Reihe dieser Verhältnis- 
zahlen ft, welche zu mehreren direkt aufeinanderfolgenden Gliedern 
gehören, einfach dadurch, daß man dem pi <|ie heiden Indizes durch 
ein Komma voneinander getrennt beilegt, welche zum ersten und letzten 
Gliede der Summe gehören, so lassen sich die obigen Beziehungen auch 
kurz in der einfachen Form schreiben: 



(125) 



^^, = /*,«,• + ."i,>-i'r 

Unter Verwendung dieser Formeln lassen sich die Hauptstrecken 
c^ und d^ für alle n Glieder ohne Mühe berechnen. 

Als Beispiel für diese Berechnung möge ein bestimmtes sechsglied- 
riges Gelenksystem herangezogen werden, welches den gemacl;iten Vor- 
aussetzungen entspricht. Die Längen l^ die Schwerpunktsabstände r 
und 5, und die Gewichte G der einzelnen Glieder mögen die in folgen- 
der Tabelle angegebenen Werte besitzen. 



Nummer 
des Gliedes 


Länge l des 
Gliedes in cm 


Schwerpunktsabstände 
des Gliedes in cm 


1 Gewicht des 
Gliedes in kg 




Z 




r 


s 


G 


1 


45,5 




25,5 


20 


8,888 


2 


34 




17,5. 


16,5 


9,672 


3 


42,5 




22 


20,5 


10,382 


4 


1 37 
43 




18 , 


19 


12,001 


6 




22,5 1 


20,5 


12,627 


6 


45 




21 1 


24 


^1,669 



Für das Gesamtgewicht G, ergibt sich hieraus der Wert von 

65^39 kg. Ferner berechnet man für die Verhältnfszahlen /t und die 

in den Formeln auftretenden Summen derselben 

0,1362 

^1,, = 0,2845 



f*8 = 0,1483 
ftj = 0,1591 
,1^ = 0,1840 
ftg = ",1936 
f 6 = 0,1788 



.u,8 = 0,4436 
t^l, = 0,6276 
^1,5 = 0,8212- 



ju,,g = 0,8638 
Hfi = 0,7155 
^,,e = 0,5564 
^5,e = 0,3724. 
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Hieraus ergeben sich endlich für die 6 Paare von Hauptstrecken die 
Größen: 



<?! « 42,78 cm 
Cj « 26,92 cm 
C3 « 27,15 cm 
c^ =» 17,09 cm 
C5 - 12,04 cm 
Cß == 3,75 cm 



dl - 2,72 cm 

r/g = 7,08 cm 
rfj = 15,35 cm 
d^ -= 19,91 cm 
^5 - 30,96 cm 
rfß = 41,25 cm. 



In Figur 18 findet sich der Streckenzug der Längsachsen dieses 
»echsgliedrigen Systems^ für eine beliebige Stellung desselben in Yj^ 
natürlicher Größe mit den eingetragenen Schwerpunkten und Haupt- 
punkten aufgezeichnet. 

Mit Hilfe der Hauptstrecken läßt sich nun auch beim w-glied- 
rigen ebenen Gelenksystem die Lage des Gesamtschwerpunktes Sq 

1^ . 




c-Axe 



Fig. 18. 



für jede Stellung der Längsachsen zueinander leicht finden. Man 
braucht nur beispielsweise von H^ aus die Vektorsumme der zu den 
fünf übrigen Gliedern gehörenden Hauptstrecken c zu bilden, so wie 
es in Figur 18 ausgeführt ist. Anstatt von H^ auszugehen, kann man 
auch irgend einen anderen Hauptpunkt zum Ausgangspunkte nehmen; 
nur muß man dann die Vektorsumme der fünf den übrigen Gliedern 
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angehörenden Hauptstrecken bilden^ wekhe innerhalb des Gelenk- 
Systems dem öliede, von dessen Hauptpunkte man ausgeht^ am nächsten 
liegen und dabei die Hauptstrecken in einer von diesem Qliede ab- 
gewendeten Richtung nehmen. So hat man von H, aus die Vektor- 
summe — d^ — ^2 + ^4 + ^f) + ^6 ^^ bilden. Von H^ aus muß man 
dagegen die fünf in negativer iiiehtung zu nehmenden^ zum ersten 
bis fünften Glied gehörenden Hauptstrecken d geometrisch addieren; 
auch das letztere ist in Figur 18 ausgeführt worden. 

Der Beweis dieses Satzes gründet sich wiederum auf den schon 
früher (vgl, (6) auf Seite 14) angeführten Lehrsatz, nach welchem der 
von einem beliebigen Punkte aus nach dem Gesamtschwerpunkte 
Ä^ gezogene Vektor gleich der Summe aller nach den Schwerpunkten 
Sj der n Glieder gezogenen Vektoren ist, nachdem man öinen jeden 
der letzteren im Verhältnis (ij der Masse nij seines Gliedes zu der Ge- 
samtmasse mQ des Systems verkleinert hat. Für das w-gliedrige System 
lautet derselbe also 

n 

(126) OSo = 2.«yÖS;, 

l 

wobei wiederum die Striche über den von ausgehenden Strecken 
andeuten sollen, daß es sich um eine Vektorsumme handelt. Nimmt 
man als Ausgangspunkt den freien Endpunkt 0^ der Längsachse des 
ersten Gliedes und ersetzt jeden von 0^ nach einem Einzelschwer- 
punkte Sj gezogenen Vektor durch die zwischen 0^ und Sj sich er- 
streckende Vektorsumme auf dem Streckenzug der Längsachsen, so 
läßt sich in Rücksicht auf (125) nach dem früher für das ebene drei- 
gliedrige Gelenksystem ausführlich auseinandergesetzten Beweis der 
obige Satz leicht einsehen. Man braucht zu diesem Zwecke nur alle 
Glieder der Vektorsumme auf der rechten Seite von (126) zusammen- 
zufassen, welche sich auf Strecken mit gleichem Lidex beziehen. 
Es ergibt sich zunächst 



(127) 0,8,= '^c,. 



Da der erste Vektor c^ der Summe auf der rechten Seite von 0^ 
nach dem Hauptpunkte H^ führt, so folgt für den von H^ nach S^ 
gezogenen Vektor 

(128) 

Auf ganz entsprechende Art wird man durch (126) zu der Kon- 
struktion des Gesamtschwerpunktes S^ von irgend einem anderen 
Hauptpunkte aus geführt. Wählt man zu diesem Zwecke als Aus- 
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gangspunkt einen der beiden Gelenkmittelpunkte des Gliedes, dem 
der Hauptpunkt angehört, so erhält man bei geeigneter Zusammen- 
fassung mit Hilfe, von (125) zunächst eine Summe von Vektoren, von 
denen einer den Verbindungsvektor des betreflfenden Gelenkmittel- 
punktes mit dem Hauptpunkte darstellt; läßt man diesen Vektor forty 
so erhält man dann von dem Hauptpunkte selbst den oben angegebenen 
Vektorzug bis Sq. Natürlich kann man auch gleich diesen Haupt- 
punkt zum Ausgangspunkt in (126) wählen; dann verschwindet der 
zu seinem Gliede gehörende Vektor von vornherein. 

WiU man umgekehrt vom Gesamtschwerpunkte Sq unter Ver- 
wendung der Hauptstrecken zu dem Einzelschwerpunkte eines beliebigen 
der n Glieder, etwa des Äten Gliedes, übergehen, so hat man nur den 
vom Hauptpunkte dieses Gliedes nach Sq führenden Vektorzug vom 
Gesamtsehwerpunkte aus in umgekehrter Richtung zu durchlaufen und 
zuletzt noch den Vektor hinzuzufügen, welcher vom Hauptpunkte des 
Äten Gliedes nach seinem Schwerpunkte S^ führt; Bezeichnet man 
allgemein mit fjf^ diejenige Hauptstrecke des jten Gliedes, welche 
vom Hauptpunkte desselben nach dem Mittelpunkte desjenigen am 
jten Gliede befindlichen Gelenks geht, durch welches das jte Glied 
in unmittelbarer oder doch wenigstens mittelbarer Verbindung mit 
dem feten Gliede steht, und versteht insbesondere unter f^^^ den Vektor 
vom Hauptpunkte des h ten Gliedes nach dem Schwerpunkte desselben, 
so kann man diese Vektorsumme kurz in der Form schreiben 



(129) 






Für das durch Figur 18 dargestellte sechsgliedrige Gelenksystem 
haben die Hauptstrecken fjj^ die aus der folgenden Tabelle zu ersehen- 
den Werte, falls man allgemein unter e^ wieder den Abstand des Aten 
Hauptpunktes vom zugehörigen Schwerpunkte, unter c^ den Abstand 
des Hauptpunktes vom ersten Gelenkmittelpunkte und unter d^ den 
Abstand des zweiten Gelenkmittelpunktes vom Hauptpunkte des Aten 
Gliedes versteht, wobei infolge der Festsetzung über die positive 
Richtung der Längsachsen der erste Gelenkmittelpunkt den Anfang 
und der zweite Gelenkmittelpunkt das Ende der Längsachse des Aten 
Gliedes bilden soll. 



^.i 


fih 
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^ f\k 


hk 


föh 
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-Cs 


-Ca 
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+ d. 


+ d. 
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+ d. 
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+ d. 


+ d. 


+ d. 


— Ca 
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Bei dieser Anordnung der Tabelle stehen die 6 Vektoren, welche 
den von Sq nach ä^ führenden Vektorzug zusammensetzen, in jedem 
Falle in der Tabelle horizontal nebeneinander. 

Die vorstehenden Betrachtungen waren in keiner Weise davon 
abhängig, daß die 6 Glieder des Gelenksystems von Figur 18 durch 
Scharniergelenke untereinander verbunden sein sollten. Der gefundene 
Zusammenhang zwischen den Hauptpunkten und dem Gesamtschwer- 
punkte und alle daraus abgeleiteten Folgerungen werden daher ihre 
Gültigkeit behalten, wenn- das der Betrachtung zugrunde gelegte sechs- 
gliedrige Gelenksystem nicht mehr eben ist, und die Gelenke desselben 
mehrere Freiheitsgrade besitzen. 

Es ist daher nur noch erforderlich nachzuweisen, daß die engen 
Beziehungen zwischen den Hauptpunkten und dem Gesamtschwer- 
punkte auch allgemein für räumliche Gelenksysteme gelten, welche 
den bisher gemachten , vereinfachenden Voraussetzuiigen über die Zu- 
sammensetzung und Natur des Systems nicht entsprechen, bei denen 
also insbesondere an einem Glied mehr als zwei andere hängen, und 
durch ein Gelenk mehr als zwei Glieder miteinander in Verbindung 
stehen können. 

Zur Fixierung der Ideen soll der Beweisführung .das durch Fi- 
gur 19 angedeutete sehr allgemeine räumliche Gelenksystem zugrunde 
gelegt werden. Mjin wird ohne weiteres einsehen, daß die an dasselbe 
anknüpfenden Betrachtungen sich in ganz entsprechender Weise auf jedes 
andere System anwenden lassen, und daß daher die Allgemeingültig- 
keit des Beweises nicht dadurch beeinträchtigt wird, daß derselbe an 
einem bestimmten System geführt wird. Das durch Figur 19 ver- 
anschaulichte Gelenksystem besteht aus nicht weniger als 20 Gliedern, 
welche in bestimmter Weise mit den Nummern 1 bis 20 versehen 
sind. Die zu einem Gliede gehörende Nummer soll auch dem Schwer- 
punkte und Hauptpunkte, sowie der Masse ^ desselben als Index bei- 
gelegt werden, während jeder Gelenkmittelpunkt mehrere Indizes be- 
sitzt, nämlich die Nummern aller Glieder, die in dem betreffenden 
Gelenk miteinander zusammenhängen. Unter den 20 Gliedern befinden 
sich fünf, welche mit mehr als zwei anderen Gliedern gelenkig ver- 
bunden sind, nämlich 3, 4, 5, 9 und 15. Das räumliche Polygon, 
welches die an einem dieser fünf Glieder befindlichen Gelenkmittel- 
punkte verbindet, ist in Figur 19 gezeichnet und durch Schraffierung 
hervorgehoben worden, um eine Verwechselung mit einer geschlossenen 
kinematischen Kette zu vermeiden. Es kommt in dem System außer- 
dem ein Gelenk vor, in welchem mehr als zwei Glieder zusammen- 
stoßen; dasselbe verbindet die Glieder 3, 4 und 15. Demnach hängt 
das Glied 3 mit den vier Gliedern 1, 2, 4 und 15, das Glied 4 eben- 
falls mit vier Gliedern, nämlich 3, 5, 9 und 15, ferner das Glied 5 
mit den drei Gliedern 4, 6 und 7, das Glied 9 mit den vier Gliedern 
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4, 10, 11 und 14, und endlich das Glied 15 mit den sechs Gliedern 
3, 4, 16, 17, 19 und 20 direkt durch ein Gelenk zusammen. Endlich 
gibt es in dem System nicht weniger als 11 sogenannte Endglieder, 
die nur ein einziges Gelenk besitzen,* nämlich 1, 2, 6, 8, 10, 13, 14, 
16, 18, 19 und 20; bei diesen ist der Gelenkmittelpunkt durch eine 
Gerade mit dem Schwerpunkte verbunden worden. Bei den dann noch 
übrig bleibenden vier Gliedern 7, 11, 12 und 17, welche nur zwei 
Gelenke tragen, sind die Mittelpunkte der letzteren durch eine Gerade 




Fig. 19. 

verbunden. Diese Gerade soll jedoch, um keine vereinfachenden An- 
nahmen zu machen, nicht den Schwerpunkt des Gliedes enthalten; der 
letztere ist daher noch besonders durch eine unterbrochen gezeichnete 
Linie mit einem der beiden Gelenkmittelpunkte des. Gliedes verbunden 
worden. Im übrigen finden sich in Figur 20 keine weiteren Umrisse 
der einzelnen Glieder eingezeichnet, um dieselbe dadurch nicht unklar 
zu machen. Die einzelnen Gelenke können 1, 2 oder 3 Freiheits- 
grade besitzen, und die ganze Figur ist natürlich nicht in der Ebene 
der Zeichnung, sondern räumlich zu denken. 

Für ein derartiges kompliziertes Gelenksystem gilt nun die Be- 
ziehung (126) ebenfalls. Nimmt man beispielsweise als Ausgangs- 
punkt der nach dem Gesamtschwerpunkte Sq einerseits und den Schwer- 
punkten Sj der einzelnen Glieder andererseits gezogenen Vektoren 
den freien Endpunkt 0^ der von (t^ « nach dem Schwerpunkte S^ ge- 
zogenen Graden, so hat man also für die Ableitung der Vektor- 
summe auf der rechten Seite der Gleichung (126) die sämtlichen 
Schwerpunkte Sj mit diesem Punkte verbunden zu denken und einen 
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jeden Vektor mit dem Verhältnis fij der Masse nij des jten Gliedes 
zu der Gesamtmasse m^ des ganzen Systems zu multiplizieren. Um 
zu dem in Frage stehen dßn Satz über den Zusammenhang der Haupt- 
punkte H^ zu gelangen, hat man dann nur noch nötig, jeden dieser 
Vektoren O^Sj durch eine Summe von Vektoren zu ersetzen, die man 
dadurch erhält, daß man von Oj innerhalb des Systems nach Sj eine 
gebrochene Linie zieht, die über die Mittelpunkte aller zwischen dem 
ersten und ^ten Glied eingeschalteten Gelenke hindurchgeht und nur 
an diesen Gelenkmittelpunkten Ecken besitzt. Setzt man dabei noch 
fest, daß dieser Vektorzug nur so viel Gelenkmittelpunkte passieren 
soll, als unbedingt nötig ist, so ist er damit vollkommen bestimmt. 
Für die Verbindung des Punktes 0^ mit dem Schwerpunkte 8^ 
erhält man z. B. die Vektorsumme: 



Öl ^1,3 + 6^1,3^2,8 + (^2,3^2 7 

für die Verbindung von 0^ mit Äj die Vektorsumme: 

OiG^l,3 + ^1,8 0^3,4,15 + 0^8,4,15 0^4,5 + Ö^4,5'So7 

für die Verbindung von 0^ mit S^^ die Vektorsumme: 



^1^1,3 + ^1,8^8,4,15 + ^8,4,15^4,9 + ^4,9^9,11+ ^9,11 ^^n^ig + G^n^ia^^ig , 

für die Verbindung von 0^ mit S^^ die Vektorsumme: 

^1^1,8 + ^1,8 "^8,4,15 + ""8,4,15^15,17 + ^1.5,17 "^17,18 + "^17,18'^18 

usf Es würde zu weit führen, wollte man alle diese Vektorsummen 
hier niederschreiben. An der Hand der Figur 19 überzeugt man sich 
leicht, daß man stets zu einer ganz bestimmten Summe von Vektoren 
geführt wird, und daß dies auch bei jedem anderen Gelenksystem, 
mag es so kompliziert sein wie es wolle, immer nur auf eine einzige 
ganz bestimmte Art möglich ist, sofern nur die oben gemachte Vor- 
aussetzung erfüllt ist, daß das System keine geschlossenen kinema- 
tischen Ketten enthält. 

Denkt man sich nun für das durch Figur 19 dargestellte Geleuk- 
sy?>tem in der angegebenen Weise die sämtlichen von 0^ nach den 
zwanzig Einzelschwerpunkten Sj gehenden Vektorzüge ausgefühi*t, so 
kann man folgendes konstatieren. 

Mit Ausnahme des von 0^ nach S^ gehenden Vektors passieren 
alle Vektorzüge den Gelenkmittelpunkt Gj 3. Es haben also dieselben 
den Vektor 0^ G^ 3 gemeinsam. Beachtet man nun, daß die einzelnen 
Teile des nach Sj gehenden Vektorzuges mit der Verhältniszahl fij 
zu multiplizieren sind, und faßt aus der ganzen Vektorsumme die 
innerhalb des Gliedes 1 liegenden Vektoren für sich zusammen, so 
erhält man die Vektorsumme 

(130) i"i-0x.s; + .u,,„-o,o,,3, 
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wobei nach der früheren Festsetzung für die fortlaufende Summe aller 
Verhältniszahlen /u. vom zweiten bis zum zwanzigsten Gliede kurz (1^20 
gesetzt ist. Man kann auch sagen fi^ 20 ist die Summe aller Zahlen 
/*, welche zu den Gliedern des Systems gehören, die vom ersten Gliede 
abfallen, sobald man das Gelenk Gj g durchtrennt; das sind aber im 
vorliegenden Fall die sämtlichen anderen Glieder. 

Der Hauptpunkt H^ des ersten Gliedes stellt den Schwerpunkt 
des ersten reduzierten Systems dar. Das letztere wird dadurch er- 
halten, daß man in G^ 3 die Massen der sämtlichen bei Durchtrennung 
von G^ 3 abfallenden Glieder konzentriert und dem ersten Gliede hin- 
zugefügt denkt; das sind aber hier die Massen mg, Wg, m^..,m2o> 
Nach dem allgemein gültigen Satze (126) erhält man daher für den 
Vektor O^H^, welcher den Ausgangspunkt Oj mit dem Hauptpunkte 
H^ des ersten Gliedes verbindet, gerade den Ausdruck (130). 

Während innerhalb des ersten Gliedes von jedem nach einem 
Schwerpunkte Sj gehenden Vektorzug wenigstens ein Teil verläuft, 
enthält das zweite Glied aus der ganzen Summe nur den Vektor 
&23/S27 dJöser ist mit der Zahl /u-g zu multiplizieren, so daß man 
erhält 
(131) . /*,•&,.,«,. 

Dieses Produkt stellt aber gerade den von ög 3 ^^^^ ^^^ Hauptr 
punkte IT2 gezogenen Vektor G^^H^ dar, was man unmittelbar dar- 
aus erkennt, daß bei der Zusammensetzung des zweiten reduzierten 
Systems mit Ausnahme von m^ die sämtlichen Massen der übrigen 
Glieder in G^^ selbst konzentriert anzunehmen sind. 

Im dritten Gliede verlaufen dreierlei verschiedene Vektoren der 
ganzen Summe, nämlich die Vektoren G^^G^^, G^^S^ und fc^i 36^3 4,15; 
dieselben gehen also aUe drei vom Gelenkmittelpunkte G^^ aus. Der 
Vektor 6fi 3 ^2 3 kommt nur in dem von 0^ nach S^ führenden, und 
der Vektor G^ 3/S3 nur in dem von 0^ nach S^ gehenden Vektorzuge 
vor; der erstere ist also allein mit fig, der letztere allein mit fig zu 
multiplizieren. Der Vektor G^ 3 6^3^^ ^5 tritt dagegen als Bestandteil 
der sämtlichen nach dem vierten bis zum zwanzigsten Schwerpunkte 
führenden Vektorzüge auf; derselbe ist daher mit der Summe sämt- 
licher ^ mit Ausnahme der drei ersten zu multiplizieren. Bezeichnet 
man diese letztere Summe wiederum kurz durch ^14^207 ^^ erhält man 
aus der ganzen Vektorsumme für das dritte Glied den Bestandteil 

(l:-32) ^2 • G^l,3 ^2,3 + /^8 • ^1,3^3 + f^4,20 • ^^1,3 G^3,4,15- 

Beachtet man, daß beim dritten reduzierten System in G^ g die 
Masse m^, in Gg 3 die Masse m^ und in G^^^^ die Massen m^y m^, 
Wgj-'/Wgo konzentriert zu denken sind, und daß der Schwerpunkt 
dieses Systems mit dem Hauptpunkte ifg des dritten Gliedes identisch 
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ist, so erkennt man aus (126), daß (132) mit dem Vektor G^^H^ 
übereinstimmt. 

So kann man Schritt für Schritt weitergehen und zeigen, daß 
der Teil der ganzen Vektorsumme, welcher nur Vektoren enthält, die 
zu einem bestimmten der zwanzig Glieder gehören, allemal die Be- 
deutung des von einem Gelenkmittelpunkte dieses Gliedes nach dem 
Hauptpunkte desselben gehenden Vektors besitzt. Welcher Gelenk- 
mittelpunkt des betreffenden Gliedes, das die Nummer j tragen soll, 
dabei in Frage kommt, ist leicht zu erkennen. Es ist derjenige, 
welcher dem von 0^ nach dem Schwerpunkte Sj dieses Gliedes gehen- 
den Vektorzuge angehört. Man kann von ihm sagen, daß er inner- 
halb des ganzen Gelenksystems dem ersten Gliede am nächsten liegt, 
oder mit anderen Worten, daß er im System die Verbindung des 
jien Gliedes mit dem ersten herstellt; denn wenn man das betreffende 
Gelenk durchtrennt, so wird dadurch auch die Verbindung mit dem 
ersten Gliede unterbrachen, was bei Durchtrennung eines anderen Ge- 
lenkes des jteu Gliedes nicht der Fall sein würde. 

Faßt man, um nur noch ein Beispiel anzuführen, alle Glieder 
der ganzen Vektorsumme zusammen, welche dem neunten Gliede an- 
gehören, so findet man viererlei verschiedene Vektoren, nämlich 

^4,9^9^ "^4,96^9,10? 04^96^9,11 ^iid 6^4,96^9,14- Wie man sieht, gehen 
dieselben alle vom Gelenkmittelpunkte G^q aus; dieser gehört aber 
gerade zu demjenigen Gelenk, welches im System die Verbindung des 
neunten Gliedes mit dem ersten herstellt. Der Vektor G49S9 kommt 
allein in dem von 0^ nach 8^ führenden Vektorzuge vor, er ist also 
nur mit ^ zu multiplizieren. Der Vektor G^ 9 G^ ^q gehört nur dem 
von Oj nach S^q, und der Vektor G^^G^^^^ nur dem von 0^ nach S^^ 
führenden Vektorzuge an; der erstere ist daher mit ft^Q, der letztere 
mit /[ii4 zu multiplizieren. Dagegen ist der Vektor G4 9 Gq ^^ gemein- 
samer Bestandteil der nach S^^y S^^ und S^^ führenden Vektorzüge 
und ist daher mit der Summe ^^^ -f (i^^ + ^i^ zu multiplizieren, für 
welche kurz ^n^i^ geschrieben werden soll. Demnach gehört zu dem 
neunten Gliede die Vektorsumme 



(133) (l^ • G^^qSq + ftjo ■ 6^4,96^9,10 + /^ll,18 • 6^4,96^9,11 + ^14 • 64,96^9,14. 

Beim neunten reduzierten System sind in 6r4 9 die Massen aller 
Glieder angebracht, welche nach Durchtrennung dieses Gelenks von dem 
neunten Gliede abfallen würden. Da der Vektor nach dem Haupt- 
punkte des neunten Gliedes von eben diesem Gelenkmittelpunkte aus- 
geht, so ist es nicht nötig, diese Massen besonders aufzuführen. Außer- 
dem findet sich in G9 ^^ die Masse m^^, in Gq ^^ die Massensumme 
^hi + ^12 + ^18 ^^^ ^ 6^9,14 ^^ Masse m^^ konzentriert. Der nach 
dem Schwerpunkte Ä, des neunten reduzierten Systems von Ö4 9 aus- 
gezogene Vektor besitzt daher nach (126) gerade den Wert (133). 
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Bezeichnet man die von den Gelenkmittelpunkten eines Gliedes 
nach seinem Hauptpunkte gezogenen Vektoren wieder als Haupt- 
strecken dieses Gliedes, wobei also dieselben beim allgemeinen 
räumlichen Gelenksystem, sofern nichts anderes ausdrücklich ange- 
geben ist, stets in der Richtung vom Gelenkmittelpunkte nach dem 
Hauptpunkte verstanden sein sollen, und sagt von einer Hauptstrecke, 
daß sie innerhalb des Gelenksystems einem anderen Gliede am näch- 
sten liegt, wenn sie gerade von dem Gelenk ausgeht, welches im 
System die unmittelbare oder mittelbare Verbindung der beiden 
Glieder herstellt, so kann man die auf der rechten Seite von (126) 
stehende Vektorsumme im vorliegenden Falle ersetzen durch die 
Vektorsumme von Ol ir^ und den sämtlichen zu den neunzehn übrigen 
Gliedern gehörenden Hauptstrecken, welche innerhalb des Systems 
dem ersten Gliede am nächsten liegen. Nimmt man als Ausgangs- 
punkt nicht Ol, sondern den Hauptpunkt H^ des ersten Gliedes, so 
verschwindet der erste Vektor, und man hat von H^ aus nur noch 
die Vektorsumme der neunzehn Hauptstrecken zu bilden, um zu dem 
Gesamtschwerpunkte Sq des ganzen Systems zu gelangen. 

Daß man zu ganz entsprechenden Ergebnissen kommen muß, 
wenn man nicht von 0^, sondern vom freien Endpunkte eines der 
übrigen Endglieder ausgeht, ist ohne weiteres klar; es kommen dann 
nur in den einzelnen Gliedern Hauptstrecken iu Frage, die im all- 
gemeinen an anderen Gelenkmittelpunkten beginnen, nämlich immer 
an denen, welche innerhalb des Systems dem Ausgangsgliede am 
nächsten liegen. Es erübrigt daher nur noch zu untersuchen, wie 
sich die Verhältnisse stellen, wenn man von einem im Inneren des 
Systems befindlichen Gliede ausgeht und als Anfangspunkt der ein- 
zelnen Vektoren in (126) etwa einen an diesem Gliede befindlichen 
Gelenkmittelpunkt nimmt. 

Setzt man zum Beispiel in (126) für den Gelenkmittelpunkt 
6r^ 9 und bildet von diesem aus sowohl den geradlinigen Vektor nach 
dem Gesamtschwerpunkte S^^ als auch die innerhalb des Systems über 
die zwischenliegenden Gelenkmittelpunkte führenden Vektorzüge 
nach den Einzelschwerpunkten S^, so wird man bei geeigneter Grup- 
pierung der Glieder auf der rechten Seite von (126) ebenfalls zu 
einer einfachen Konstruktion des Gesamtschwerpunktes mit Hilfe der 
Hauptstrecken geführt. Denn es läßt sich nach den bisherigen Aus- 
einandersetzungen leicht einsehen, daß die aus der ganzen Vektor- 
summe herausgegriffenen Glieder, welche nur Vektoren mit dem 
gleichen Index enthalten, zusammen eine Hauptstrecke des Gliedes 
von diesem Index ergeben, und zwar diejenige Hauptstrecke, welche 
innerhalb des Systems dem Ausgangspunkte G^ <, am nächsten liegt. 
Es kommt dabei auf dasselbe hinaus, ob man den Gelenkmittelpunk:t 
6r4 9 dem vierten oder dem neunten Gliede zurechnet. Vergleicht 
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man den vorliegenden Fall mit dem zuerst betrachteten^ bei welchem 
der Punkt 0^ des ersten Gliedes den Ausgangspunkt für alle Vek- 
torzüge bildete^ so erkennt man^ daß jetzt nur bei den Gliedern 1^ 
3 und 4 andere Hauptstrecken auftreten, während man bei den 
übrigen Gliedern ohne Ausnahme zu den früheren Hauptstrecken ge- 
führt wird. An diesen drei Gliedern kommen jetzt in Frage bezüg- 
lich die Hauptstrecken Gi^Hi, 6^3415^3 und G^^H^, während sich 
z. B. beim neunten Gliede wie im ersten Falle die Hauptstrecke 
G^qH^ einstellt. Geht man nicht von G^^ aus, sondern vom Haupt- 
punkte H^j so verschwindet die Hauptstrecke G^^H^, während die 
übrigen Hauptstrecken sich nicht ändern; man hat daher von H^ nur 
die Summe der letzteren Hauptstrecken, welche zu den übrigen neun- 
zehn Gliedern gehören, zu büden, um zu dem Gesamtschwerpunkte 8^ 
zu gelangen. Wählt man dagegen Ä, als Ausgangspunkt, so ver- 
schwindet G^^Hq, und es bleibt wiederum nur noch die Summe der 
neunzehn Hauptstrecken übrig, welche zu den sämtlichen anderen 
Gliedern gehören und innerhalb des Systems dem neunten Gliede am 
nächsten liegen. Das Prinzip der Konstruktion des Gesamtschwer- 
punktes bleibt also genau dasselbe, wenn man von dem Hauptpunkte 
eines inneren Gliedes, als wenn man von dem Hauptpunkte eines 
Endgliedes ausgeht. Es gilt daher ganz allgemein der ' 

Satz: Bei jedem beliebigen räumlichen Gelenksystem 
wird man stets zu dem Gesamtschwerpunkte geführt, wenn 
man vom Hauptpunkte irgend eines der n Glieder aus die 
Vektorsumme der n—1 zu den übrigen Gliedern gehörenden 
Hauptstrecken bildet, welche innerhalb des Systems dem 
Gliede, von dessen Hauptpunkt man ausgeht, am nächsten 
liegen; dabei ist jede Hauptstrecke in der von dem betref- 
fenden Gliede abgewendeten Richtung zu nehmen. 

b) Ziisamirmihany zwischen den Hauptpunkten und deti Schwer- 
punkten der Teilsysteme. 

Es ist zweckmäßig, sich auch die Beziehungen zwischen den 
Hauptpunkten der Glieder und den Hauptpunkten und Schwerpunkten 
der Teilsysteme zunächst am ebenen w-gliedrigen Gelenksystem klar 
zu legen. Die Verallgemeinerung auf das allgemeine räumliche Ge- 
lenksystem ist dann leicht zu verstehen. Es mag der Betrachtung 
wieder das durch Figur 18 veranschaulichte ebene sechsgliedrige Ge- 
lenksystem zugrunde gelegt werden. In Figur 20 ist dasselbe in der 
früheren Weise noch einmal mit dem von H^ nach dem Gesamtschwer- 
punkte Sq führenden Vektorzuge aufgezeichnet worden Die Eckpunkte 
dieses Vektorauges, welche hier mit H^ 2? ^1,8? ^1,4 '^^ ^1,5 ^®" 
zeichnet sind, haben eine ganz bestimmte Bedeutung für verschiedene 
aus dem ganzen Gelenksystem abzusondernde Teilsysteme, welche nach 
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den früheren Auseinandersetzungen über das dreigliedrige Gelenksystem 
leicht zu erkennen ist. 

So stellt j^i 2 den Hauptpunkt des aus dem ersten und zweiten 
Gliede bestehenden Systems dar. Derselbe hat nur so lange eine feste 
Lage in diesem zweigliedrigen Teilsystem, als die beiden Glieder zu- 
einander fest gestellt sind, so daß sie sich wie ein einziger starrer 
Körper verhalten; bei Beweglichkeit des Gelenks G^^ stellt -H12 da- 




gegen einen gegen beide Glieder veränderlichen Punkt dar. Daß der- 
selbe als Hauptpunkt des Gelenksystems der zwei ersten Glieder auf- 
gefaßt werden muß, geht unmittelbar aus seiner Beziehung zum 
Gesamtschwerpiinkte Sq hervor. Denn man gelangt zu Sq, indem man 
von 11^2 ^^s die Vektorsumme der zu den vier übrigen Gliedern ge- 
hörenden Hauptstrecken bildet, welche innerhalb des Systems dem 
ersten und zweiten Gliede am nächsten liegen. Daraus ergibt sich 
aber rückwärts, daß er der Schwerpunkt des aus den beiden ersten 
Gliedern zusammengesetzten reduzierten Systems ist, d. h. des Massen- 
systems, welches man erhält, indem man in 6r2,3 ^^^ Massen m^y m^, 
m^ und mg konzentriert und dem zweiten Gliede, und damit dem aus 
dem ersten und zweiten Gliede bestehenden Gelenksystem hinzugefügt 
denkt. Um fi^ 2 zu finden, hätte man also Gg 3 mit dem Schwer- 
punkte Ä^ 2 ^^s ^^s den beiden ersten Gliedern bestehenden Gelenk- 
systems zu verbinden und diese Verbindungslinie im Verhältnis 
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(wi + m^) : (Wj + W4 + mg + m^) 
zu teilen. Hieraus geht aber hervor, daß S^^ a«f <ier Verlängerung 
der Strecke G^^H^^ li®g^? ^^<i ^war so, daß 

(134) Öj sÄj 2 = G^2 8 fl, g. 

Wie H^^ als veränderlicher Hauptpunkt des aus dem ersten und 
zweiten Gliede bestehenden Gelenksystems aufzufassen ist, so hat H^ 3 
die Bedeutung des natürlich ebenfalls veränderlichen Hauptpunktes 
des Systems der drei ersten Glieder, Weiterhin stellen H^ ^ und H^ 5 
die veränderlichen Hauptpunkte der Teilsysteme dar, welche sich aus 
den vier ersten und aus den fünf ersten Gliedern zusammensetzen. 
Davon kann man sich ohne alle Rechnung überzeugen, wenn man 
von dem Gesamtschwerpunkte Sq aus rückwärts zu den Hauptpunkten 
übergeht. Da man von H^ zu Sq gelangt, indem man von H^ die 

6 

Vektorsumme yJ^ c^ bildet, so wird man rückwärts zu H^ geführt, 

2 
wenn man von Sq aus diese fünf Hauptstrecken in entgegengesetzter 

2 

Richtung aneinander setzt, also die Vektorsumme — ^l Cj bildet. 

6 

Wenn man nun einige aufeinanderfolgende Glieder zu einem System 
vereinigt denkt, so wird hierdurch die Lage der Hauptpunkte und 
die Größe der Hauptstrecken bei den übrigen Gliedern in keiner 
Weise geändert. Das folgt ohne weiteres aus der Zusammensetzung 
der reduzierten Systeme, welche zu diesen letzteren Gliedern gehören. 
Nimmt man also z. B. die drei ersten Glieder zu einem System zu- 
sammen, so muß man zu dem Hauptpunkte desselben gelangen, wenn 
man von Sq aus die in entgegengesetzter Richtung zunehmenden 
Hauptstrecken Cg, c^ und c^ nacheinander abträgt; derselbe fällt also, 
wie man aus den Figuren 20 und 18 erkennt, mit H^ g zusammen. 
Faßt man die vier ersten Glieder oder die fünf ersten Glieder für 
sich zu einem System zusammen, so hat man von S^ aus entweder 
die Vektorsumme — (c^ + c^) oder nur den Vektor — Cg abzutragen. 
Man kommt dann auf H^ ^ oder H^ 5, so daß also diese Punkte in 
der Tat die veränderlichen Hauptpunkte dieser beiden Systeme dar- 
stellen. Würde man schließlich alle sechs Glieder des Systems zu- 
sammennehmen, so käme man auf diese Weise zu dem Resultat, daß 
der Gesamtschwerpunkt Sq mit dem Hauptpunkte des ganzen Gelenk- 
systems identisch ist. Das stimmt aber vollständig mit der Bedeutung 
der Hauptpunkte als Schwerpunkte der reduzierten Systeme überein; 
denn das zu dem System der sechs Glieder gehörende reduzierte System 
ist von dem ganzen Gelenksystem nicht verschieden. 

Da das zu dem Teilsystem der drei ersten Glieder gehörende re- 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 8 
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duzierte System dadurch erhalten wird, daß man in G^ ^ die Massen- 
summe m^ + m^ + Wq konzentriert denkt, so muß der Schwerpunkt 
Äj 3 dieses Teilsystems auf der Verlängerung von G^^^H^^^ liegen, 
und zwar so, daß 

(135) G-S,Ä,S = ^- • 6^8,4^1,3- 

Bei der Zusammensetzimg des zu dem Teilsystem der vier ersten 
Glieder gehörenden reduzierten Systems hat man in 6^45 die Massen 
m^ und Wg zu konzentrieren und dem Gelenksystem der vier ersten 
Glieder hinzuzufügen. Deshalb liegt H^ 4 auf der Verbindungslinie 
von 6r4 5 und Sj 4 so, daß 

(136) Ö^5ÄM = ^-G^4.5^M- 

Schließlich erkennt man auch, daß G^^^, H^ 5 und Sj 5 in ge- 
rader Linie liegen müssen, und daß 

(137) ö^5,6'S^i,5 = ^r- • G^5,6-fli,5- . 

f^l, 5 

Hieraus ergibt sich also ein sehr einfaches Mittel, von dem Haupt- 
punkte eines aus mehreren aufeinanderfolgenden Gliedern bestehenden 
Teilsystems zu dem Schwerpunkte des letzteren zu gelangen. Die 
Lage des betreflfenden Systemhauptpunktes, welche sich mit den Ge- 
lenkstellungen ändert, ist aber leicht mit Hilfe der Hauptstrecken ab- 
zuleiten, wie man aus Figur 20 erkennt. Man braucht zu diesem 
Zwecke nur von dem Hauptpunkte eines Gliedes dieses Teilsystems 
aus die Vektorsumme der zu den übrigen Gliedern desselben gehören- 
den Hauptstrecken zu bilden, welche innerhalb des Teilsystems dem 
Gliede, von dessen Hauptpunkt man ausgeht, am nächsten liegen. 
Die Hauptpunkte der Teilsysteme hängen also auf genau dieselbe 
Weise mit den Hauptpunkten ihrer Glieder zusammen, wie der Ge- 
samtschwerpunkt mit den Hauptpunkten der sämtlichen Glieder. Der 
Schwerpunkt des ganzen Gelenksystems stellt daher gewissermaßen 
nur einen Spezialfall eines Systemhauptpunktes dar. Es ist infolge- 
dessen kein Wunder, wenn die Hauptpunkte der einzelnen Glieder 
und die Systemhauptpunkte in der Kinetik der Gelenksysteme eine 
gleich wichtige Rolle spielen, wie dar Schwerpunkt in der Kinetik 
eines einzigen starren Körpers. 

Außer zu den Systemhauptpunkten stehen die Schwerpunkte der 
Teilsysteme auch noch in enger Beziehung zu bestimmten Punkten 
auf* den Hauptstrecken c^, welche den in Figur 20 angegebenen 
Vektorzug von H^ nach S^ zusammensetzen. Verbindet man S^ mit 
Sj 2; so geht die Verlängerung dieser Verbindungslinie natürlich durch 
Sg . Gleichzeitig schneidet dieselbe aber die von H^ ausgehende Haupt- 
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strecke H^H^^ in einem Punkte T^, dessen Lage auf dieser Haupt- 
strecke von den Gelenkstellungen ganz unabhängig ist; derselbe teilt 
daher die Hauptstrecke in einem bestimmten Verhältnis. Aus der 
Ähnlichkeit der Dreiecke S^H^T^ und S^G^ 2^2 ^^ Figur 20 und der 
Bedeutung von H^ als Schvrerpunkt des ersten reduzierten Systems 
folgt unmittelbar, daß 

(138) H,T, = [i,y,. 

Ferner ergibt sich aus der Ähnlichkeit der Dreiecke 8^^ 2^1,2^2 ^^^ 
Äi 2^2,3^2 ^^ Rücksicht auf die oben angeführte Beziehung zwischen, 
Sj 2 und H^ 2 

(139) ' ^2^M=^,6S,. 

Die Länge der Hauptstrecke C2 l^ß^ sich daher darstellen durch 
die Summe 

(140) ^2 = /^2,6^2 + /^3,6«2- 

Zu dem gleichen Resultat würde man auch aus der ersten Glei- 
chung von (124) gelangen, wenn man für j den Wert 2 und nach (122) 
für ?2 die Summe rg + Sg einsetzte. 

Verbindet man weiterhin 8^2 "^i* ^13? so schneidet die Ver- 
längerung dieser Verbindungslinie, welche schließlich durch 8^ hin- 
durchgeht^ die Hauptstrecke H^ 2^1 ^ i^ einem festen Punkte Tg (vgl. 
Fig. 20), welcher deren Länge c^ in die beiden Bestandteile ^i^ ^r^ und 
II^^qS^ zerlegt^ so daß man hat 

(141) Ca-^g^^rg -l-fi4,653. 

Ebenso erkennt man leicht aus Figur 20, daß die Verlängerung 
von 613^14 die Hauptstrecke H^ ^H^ ^ in einem bestimmten Punkte 
T4, und die Verlängerung von S^^8^r^ die Hauptstrecke H^^^H^^ in 
einem festen Punkte T5 trifft. Durch diese beiden Punkte werden 
die Längen c^ und c^ dieser beiden Hauptstrecken in je zwei Bestand- 
teile zerlegt, sowie es durch die beiden Formeln 

angegeben ist. 

Die Kenntnis der Teilpunkte T^ ist unter Umständen von Wert, 
wenn man auf einfache Weise zu den Schwerpunkten der Teilsysteme 
gelangen will. So ergibt sich 8^ 2 ^1^ Schnittpunkt der Verbindungs- 
linien 82T2 und S^T^y ferner S^g als Schnittpunkt von 8^T^ und 
8^T^ usw. Der Vorteil dieser Konstruktion der Schwerpunkte S^g, 
iSj 3 USW. liegt darin, daß man nicht erst genötigt ist, eine Strecke 
in bestimmtem Verhältnis zu vergrößern. Zur Kontrolle der Genauig- 
keit, kann man natürlich auch noch die Verbindungslinien Gr2^ä^^2f 
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^8 4^13 ^^^- ziehen, da man sowieso die Systemhauptp unkte auf- 
suchen muß, wenn man die Teilpunkte Tj verwenden will. 

Handelt es sieh um die Schwerpunkte der aus dem 6. und 5. 
Gliede, oder aus dem 6., 5. und 4. Gliede usw. zusammengesetzten Teil- 
systeme, so geht man zweckmäßigerweise von dem in H^ beginnen- 
den Zug der Vektoren — dj aus (vgl. Fig. 18) und findet auf diesen 
Teilpunkte, welche in ganz entsprechendem Sinne zu verstehen und 
zu verwenden sind wie die Teilpunkte Tj. 

Da bei der Ableitung des geschilderten Zusammenhanges zwischen 
den Hauptpunkten und Schwerpunkten der aus dem ganzen Gelenk- 
system herausgegriffenen Teilsysteme wiederum in keiner Weise darauf 
Rücksicht genommen wurde, daß die einzelnen Glieder durch Scharnier- 
gelenke mit parallelen Achsen verbunden sein sollten, so wird der- 
selbe noch bestehen bleiben, wenn man die Gelenke als solche von 
zwei und drei Freiheitsgraden mit festem Gelenkmittelpunkte auffaßt, 
und somit von dem ebenen w-gliedrigen Gelenksystem zu einem räum- 
lichen von entsprechender Zusammensetzung übergeht. Es ist daher 
nur noch nötig, zu zeigen, daß eine ganz gleiche Beziehung zwischen 
den Hauptpunkten und den Schwerpunkten der Teilsysteme eines jeden 
beliebigen räumlichen Gelenksystems bestehen muß. 

um diesen Nachweis zu führen, soll wieder auf das sehr all- 
gemeine durch Figur 19 veranschaulichte System zurückgegriffen 
werden. Da die Anzahl der Teilsysteme, welche man hier aus dem 
ganzen System absondern kann, infolge der großen Anzahl der Glieder 
und der Mannigfaltigkeit der Gelenkverbindungen ungeheuer groß ist, 
so wird es genügen, den angedeuteten Zusammenhang zwischen Haupt- 
punkten und Schwerpunkten an einem einzigen möglichst vielglied- 
rigen Teilsystem festzustellen. Es soll zu diesem Zwecke das größere 
der beiden Systeme in Betracht gezogen werden, in welche das ganze 
Gelenksystem zerfällt, wenn man die Gelenkverbindung G^^ g durch- 
trennt. Dasselbe setzt sich aus den Gliedern 1 bis 8 und 15 bis 20 
zusammen. Denkt man sich dieses Teilsystem bei irgend einer Stellung 
seiner einzelnen Glieder zueinander für einen Augenblick als starr, so 
verhält sich dasselbe wie ein einziges Glied des ganzen Gelenksystems; 
außer demselben sind dann nur noch die sechs Glieder 9 bis 14 vor- 
handen, von denen das Glied 9 mit dem als erstes Glied aufzufassen- 
den Teilsystem durch das Gelenk (r^^ zusammenhängt. Zur Kon- 
struktion des Gesamtschwerpunktes Sq des ganzen Gelenksystems hat 
man in diesem Falle nur sieben Hauptpunkte nötig, nämlich den 
Hauptpunkt H^ des genannten Teilsystems und die sechs Hauptpunkte 
Hg, Hj^Qj jET^i, Äjg, JETjg und H^^ der Glieder 9 bis 14; die letzteren 
haben innerhalb der sechs Glieder genau dieselbe Lage wie in dem 
Falle freier Beweglichkeit der sämtlichen zwanzig Glieder des Systems; 
denn die aus diesen sechs Gliedern hervorgehenden sechs reduzierten 
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Systeme sind ganz davon unabhängig, ob das Teilsystem starr ist 
oder selbst ein Gelenksystem darstellt. Zur Konstruktion von Sq hat 
man daher von Hf aus die Vektorsumme der zu den Gliedern 9 bis 
14 gehörenden Hauptstrecken zu bilden, welche innerhalb des Gelenk- 
systems dem Gelenk G^ 9 am nächsten liegen, und zwar in einer von 
diesem Gelenk abgekehrten Richtung. Trägt man rückwärts vom Ge- 
samtschwerpunkte Sq aus diese sechs Hauptstrecken in umgekehrter 
Richtung nacheinander ab, so muß man infolgedessen zum Haupt- 
punkte Hf des Teilsystems gelangen, gleichgültig wie die Glieder des- 
selben zueinander gestellt sind. 

Andererseits gelangt man aber auch zu dem Hauptpunkte fi^, 
wenn man von dem Hauptpunkte irgend eines Gliedes des Teilsystems 
ausgeht und die Vektorsumme aller zu den übrigen Gliedern des Teil- 
systems gehörenden Hauptstrecken bildet, welche innerhalb des Teil- 
systems dem betreffenden Gliede am nächsten liegen, und zwar wiederum 
in einer von diesem Gliede abgewendeten Richtung. Dies geht un- 
mittelbar daraus hervor, daß H^ einen Eckpunkt des ganzen Vektor- 
zuges darstellt, den man zur Konstruktion des Gesamtschwerpunktes 
vom Hauptpunkte irgend eines Gliedes des Teilsystems aus in der 
Weise bildet, daß die zu den Gliedern 9 bis 14 gehörenden Haupt- 
strecken zuletzt kommen. 

Der Hauptpunkt H^ hat nun die Bedeutung des Schwerpunktes 
des reduzierten Systems, welches aus dem betreffenden Teilsystem her- 
vorgeht. Zur Bildung des letzteren hat man nur in G^ 9 die Massen 
der sechs Glieder 9 bis 14 konzentriert und dem System hinzugefügt 
zu denken. Daher muß H^ auf der Verbindungslinie des Gelenk- 
mittelpunktes &4 9 mit dem Schwerpunkte S^ des Teilsystems liegen 
und dieselbe im umgekehrten Verhältnis der Summe der sechs Massen 
^9 bis mi4 und der Masse des Teilsystems teilen. Bezeichnet man die 
erstere kurz mit m^j^^ und die letztere mit m^, so hat man also 

(143) a,^,H,:H,S,-mr.m,^,,. 

Beachtet man, daß w^+^^9,u ^®^ Gesamtmasse m^ des ganzen 
Gelenksystems gleich ist, und bezeichnet mit ^^ kurz das Verhältnis 
nifimQy so erkennt man leicht, daß aus (143) hervorgeht 

(144) G,^,S, = ^.G,^,H, 

Diese Beziehung stellt sich direkt als Verallgemeinerung der für 
das oben in Betracht gezogene ebene Gelenksystem geltenden Be- 
ziehungen (134) bis (137) dar. Man hat daher die ganz allgemein 
gültigen Sätze: 

Satz: Denkt man sich bei einem beliebigen ebenen oder 
räumlichen Gelenksystem alle Glieder zu einem Teilsystem 
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zusammengefaßt, welche beim Durchtrennen eines Gelenks 
vom ganzen System abfallen würden, so erhält man den in 
seiner Lage veränderlichen Hauptpunkt dieses Teilsystems, 
indem man von dem Hauptpunkte eines Gliedes des Teil- 
systems aus die Vektorsumme der zu den übrigen Gliedern 
des Teilsystems gehörenden Hauptstrecken bildet, welche 
innerhalb des Systems dem Gliede, von dessen Hauptpunkte 
man ausgeht, am nächsten liegen, und zwar in einer von 
diesem Gliede abgewendeten Richtung. 

Den Zusammenhang zwischen dem Hauptpunkte und dem Schwer- 
punkte eines Teilsystems ergibt der folgende 

Satz: Der Schwerpunkt eines solchen im vorigen Satze 
näher bezeichneten Teilsystems liegt stets auf der Verlänge- 
rung des Vektors, welcher den Mittelpunkt des Trennungs- 
gelenks mit dem Hauptpunkte des Teilsystems verbindet. 
Sein Abstand vom Mittelpunkte des Trennungsgelenks ver- 
hält sich zum Abstand des Hauptpunktes von demselben 
Gelenkmittelpunkte wie die Masse des ganzen Gelenksystems 
zur Masse des Teilsystems. 

c) Beeiefiungen der Hauptpunkte zu den Verrückungen des allge- 
meinen räumlichen Gelenksystems, 

Wie beim ebenen dreigliedrigen System, so gilt auch für das 
allgemeine räumliche Gelenksystem, daß die Hauptpunkte in naher 
Beziehung zu bestimmten Verrückungen des ganzen Systems relativ 
zum Gesamtschwerpunkte stehen. Erteilt man nämlich irgend einem 
Gelenksystem eine Verrückung, bei welcher nur ein Glied durch 
Drehen seine Orientierung im Baume ändert, während alle anderen 
Glieder reine Translationsbewegungen ausführen, und verlangt, daß 
dabei der Gesamtschwerpunkt an seiner Stelle bleibt, so muß die 
Drehung des betreffenden Gliedes um eine Achse durch seinen Haupt- 
punkt stattfinden. Die Drehung dieses Gliedes braucht durchaus nicht 
unendlich klein zu sein; auch bei beliebig ausgedehnter Drehung um 
Achsen durch den Hauptpunkt eines Gliedes mit gleichzeitiger Trans- 
lation aller anderen Glieder behält der Gesamtschwerpunkt seinen Ort 
Jim Räume bei. 

Auf Grund des unter 9 a) geschilderten Zusammenhanges zwischen 
den Hauptpunkten und dem Gesamtschwerpunkte ist diese Tatsache 
unmittelbar einzusehen. Erteilt man beispielsweise dem durch Fig. 18 
dargestellten Gelenksystem eine Drehung um eine Achse durch den 
Hauptpunkt JEf, des ersten Gliedes und läßt für die anderen Glieder, 
welche dabei natürlich nicht in Ruhe bleiben können, nur Translations- 
bewegung zu, so werden mit Ausnahme der Längsachse des ersten 
Gliedes alle Längsachsen ihre Richtung im Räume beibehalten und 
nur Parallelverschiebungen erfahren. Daraus folgt aber ohne weiteres. 
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daß der vom festbleibenden Punkte H^ aus nach dem Gesamtscbwer- 
punkte /Sq führende Vektorzug der Hauptstrecken c^ bis c^ bei der 
Bewegung vollkommen ungeändert^ und daher der ibidpunkt S^ des- 
selben an seiner Stelle bleibt. Das gilt sowohl, wenn das Gelenk- 
system eben ist, als wenn die Gelenke mehrere Freiheitsgrade be- 
sitzen. Im ersten Falle kann natürlich die Drehung des ersten Gliedes 
nur um eine zu den Scharnierachsen parallele Achse durch H^ statt- 
finden. Beim räumlichen Gelenksystem kann dagegen die durch H^ 
gehende Drehungsachse ganz beliebige Richtung besitzen. Voraus- 
setzung ist dabei nur, daß die übrigen Glieder tatsächlich die Drehung 
des einen mit Translationsbewegung begleiten können. Das ist aber 
sicher der Fall, wenn, wie zunächst angenommen wurde, die sämt- 
lichen Gelenke des räumlichen Gelenksystems drei Freiheitsgrade be- 
sitzen. Es ist auch gar nicht nötig, daß die Achse durch H^ ihre 
Richtung bei einer endlichen Drehung des ersten Gliedes beibehält 
Auch wenn die Drehung um H^ ganz allgemeiner Natur ist, indem 
sie um stetig wechselnde instantane Achsen stattfindet, wird doch der 
Gesamtschwerpunkt an seiner Stelle bleiben, wenn alle anderen Glieder 
nur Translationsbewegungen ausführen. 

Daß das gleiche gilt, wenn man ein anderes Glied um seinen 
Hauptpunkt dreht und den übrigen dabei nur Translationsbewegungen 
gestattet, erkennt man unmittelbar, wenn man den zum Gesamtschwer- 
punkte führenden Vektorzug an dem Hauptpunkte dieses Gliedes be- 
ginnen läßt. 

Bisher wurde nur das durch Fig. 18 dargestellte Gelenksystem, 
welches sowohl als eben als auch als räumlich aufgefaßt werden 
konnte, in Rücksicht gezogen. Man überzeugt sich aber leicht, daß 
bei jedem beliebigen räumlichen Gelenksystem genau dieselben Be- 
ziehungen zwischen den Hauptpunkten und den Verrückungen des 
ganzen Systems um den Gesamtschwerpunkt gelten. Dreht man z. B. 
das vierte Glied des durch Figur 19 dargestellten Systems um seinen 
Hauptpunkt H^ und läßt dabei alle neunzehn anderen Glieder nur 
Translationsbewegungen machen, so werden die Richtungen der zu 
diesen neunzehn Gliedern gehörenden Hauptstrecken, welche inner- 
halb des Systems dem vierten Gliede am nächsten liegen, bei dieser 
Bewegung des ganzen Gelenksystems ungeändert bleiben. Da H^ 
selbst fest ist, so wird daher auch der von H^ nach S^ führende 
Vektorzug trotz der Bewegung im Räume fest bleiben, und es wird 
insbesondere der Gesamtschwerpunkt S^ seinen Ort beibehalten. 

Aus diesem Zusammenhang zwischen den Hauptpunkten und den 
angedeuteten Bewegungen des Gelenksystems relativ zum Gesamt- 
schwerpunkte geht hervor, daß man die allgemeinste Verrückung des 
ganzen Systems um seinen Schwerpunkt S^ aus n derartigen Drehungen 
je eines Gliedes um seinen Hauptpunkt mit gleichzeitigen Translationen 
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aller anderen Glieder zusammengesetzt denken kann. Für die Trans- 
lationsbewegung eines Gliedes ist dabei immer die Bewegung des- 
jenigen Gelenkmittelpunktes des allein sich drehenden Gliedes maß- 
gebend, welcher dem die Translation ausführenden Gliede innerhalb 
des Systems am nächsten liegt. Dieser Gelenkmittelpunkt bewegt 
sich aber auf einer Kugelfläche um den ruhenden Hauptpunkt, deren 
Radius die denselben mit dem Hauptpunkte verbindende Haupt- 
strecke ist. 

d) Folgerungen für die KinetHc der räumlichen Gelmksysteme, 

Wenn ein Glied sich dreht, während alle anderen mit ihm zu- 
sammenhängenden Glieder Translationsbewegungen ausführen, so ver- 
halten sich die letzteren in kinetischer Beziehung genau so, als ob 
ihre Massen in dem ihnen am nächsten liegenden Gelenkmittelpunkte 
des sich drehenden Gliedes konzentriert wären. Man wird also auch 
durch diese Betrachtungen wieder zu den reduzierten Systemen ge- 
führt. 

Auch das Verhalten der Kräfte bei diesen Verrückungen ent- 
spricht in jeder Beziehung den Eigenschaften der reduzierten Systeme. 
Greift eine Kraft nicht an dem Gliede an, welches um seinen Haupt- 
punkt gedreht wird, sondern an einem der übrigen in Translations- 
bewegung begriffenen Glieder, so wird ihr Angriffspunkt eine Bahn, 
beschreiben, welche mit der Bahn des ihm innerhalb des Systems 
am nächsten liegenden Gelenkmittelpunktes des sich drehenden Gliedes 
kongruent ist. Diese Kraft wird daher bei der Verrückung die gleiche 
Elementararbeit leisten, als wenn sie in gleicher Richtung und Stärke 
direkt an diesem Gelenkmittelpunkte angriffe. Zu dem Begriffe des 
reduzierten Systems gehörte es aber, daß jede nicht am Kemgliede 
angreifende Kraft parallel nach demjenigen Gelenkmittelpunkte des 
Kerngliedes verlegt werden mußte, welcher ihrem Angriffspunkte inner- 
halb des Gelenksystems am nächsten liegt. 

Wendet man dieses Ergebnis auf die in den Schwerpunkten der 
einzelnen Glieder angi'eifend zu denkenden Gewichtskräfte an, so er- 
kennt man aus der Bedeutung der Hauptpunkte als Schwerpunkte 
der reduzierten Systeme leicht, daß die nach den Gelenkmittelpunkten 
des allein gedrehten Gliedes verlegten Gewichtskräfte sich mit der im 
Schwerpunkte dieses Gliedes direkt angreifenden Gewichtskraft zu 
einer Resultante zusammensetzen, welche dem Gewicht des ganzen 
Gelenksystems gleich ist und im Hauptpunkte des sich drehenden 
Gliedes angreift. Da dieser Hauptpunkt bei der Verrückung fest bleibt, 
so leistet also die Schwere bei derselben überhaupt keine Arbeit — 
ein Resultat, welches von vornherein zu erwarten war, weil ja der 
Gesamtschwerpunkt Sq des Gelenksystems bei der betreffenden Ver- 
rückung seine Lage im Räume beibehält. 

Man sieht also, alle bisher besprochenen Eigenschaften der redu- 
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zierten Systeme und Hauptpunkte, welche oben zunächst für das 
ebene dreigliedrige Gelenksystem bewiesen worden sind, behalten ihre 
volle Gültigkeit bei jedem beliebigen räumlichen Gelenksystem. Es 
ist daher zu erwarten, daß die reduzierten Systeme für die Ableitung 
der Bewegungsgleichungen aller raumlichen Gelenksysteme dieselbe 
fundamentale Bedeutung besitzen werden wie bei den ebenen Systemen. 

10. Die lebendige Kraft und die Bewegungsgleichungen des 
n-gliedrigen ebenen Oelenksystems. 

a) Ableitung der lebendigen Kraft des n-glied/rigen ebenen Gelenk- 
systems, 

In der Ebene der Längsachsen des w-gliedrigen ebenen Gelenk- 
systems sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem (xy) festgelegt, so 
wie es in Figur 18 für das sechsgliedrige System angedeutet ist. Die 
Koordinaten des Gesamtschwerpunktes Sq in diesem System seien Xq^ 
yQ, und die positive Richtung der Längsachse des jien Gliedes bilde 
mit der positiven Richtung der X-Achse den Winkel tpj. Dann ist 
durch Xq, y^ und die n Winkel <p^ die Stellung des Gelenksystems 
eindeutig bestimmt. Bezeichnet man mit Xq, y^ die in der Richtung 
der beiden Koordinatenachsen genommenen Komponenten der Ge- 
schwindigkeit Vq des Gesamtschwerpunktes Sq, und mit (pj die Winkel- 
geschwindigkeit, mit welcher die Längsachse des ^'ten Gliedes bei 
irgend einer Bewegung des Systems ihre Richtung in der für alle 
Längsachsen gemeinsamen Bewegungsebene ändert, so läßt sich die 
lebendige Kraft des w-gliedrigen Systems in ganz entsprechender 
Weise durch diese Geschwindigkeiten x^, y^ und (pj ausdrücken, wie 
es sich früher beim dreigliedrigen System herausgestellt hatte. 

Es ist hierbei wiederum zweckmäßig, den von der Bewegung des 
Gesamtschwerpunktes S^ herrührenden Teil der lebendigen Kraft von 
demjenigen abzusondern, welcher der Bewegung des Systems um seinen 
Schwerpunkt entspricht. Jener sei, wie früher, als die äußere, dieser 
als die innere lebendige Kraft des Gelenksystems bezeichnet. 

Die äußere lebendige Kraft besitzt den Wert 

(145) ■5f'"o«*+yo"), 

unter m^ die Gesamtmasse des Systems verstanden. 

Zur Berechnung der inneren lebendigen Kraft muß man zunächst 
die Geschwindigkeit Vj^ bestimmen, welche der Einzelschwerpunkt S^ 
des Äten Gliedes relativ zum Gesamtschwerpunkte Sq besitzt. Be- 
zeichnet m^ die Masse des Äten Gliedes und x^ den Trägheitsradius 
desselben in bezug auf die zu den Scharnierachsen parallele Achse 
durch seinen Schwerpunkt S^, so kann man nach den ausführlichen 
Auseinandersetzungen beim dreigliedrigen Gelenksystem nicht im 
Zweifel sein, daß die innere lebendige Kraft des Systems durch die Summe 
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n 

(146) T2'«»t''*'+''*'-9'*''] 

1 

gemessen wird. Man hat daher für die gesamte lebendige Kraft T 
des w-gliedrigen ebenen Gelenksystems den Wert 

n 

(147) T = 4 m.(V» + y;*) + 12 m,[V + x/. «p/«]. 

1 

Jede zu S^ relative Geschwindigkeit v^ eines Schwerpunktes Sf, läßt 
sich nun leicht durch die n Winkelgeschwindigkeiten cpj ausdrücken, 
wenn man beachtet, daß nach (129) von dem Gesamtschwerpunkte S^ 
nach dem Schwerpunkte Sf^ ein Vektorzug von n Hauptstrecken f^j^ 
führt, von denen jede einem anderen Gliede angehört und dabei der 
Längsachse dieses Gliedes parallel läuft. Von den beiden Indizes, mit 
welchen eine Hauptstrecke f^j^ versehen ist, gibt der erste an, zu 
welchem Gliede dieselbe gehört, und der zweite, nach welchem Gelenk- 
mittelpunkte sie hingerichtet ist. Denn dieser zweite Index bezeichnet 
auch die Nummer eines Gliedes; der fragliche Gelenkmittelpunkt des 
jten Gliedes ist dann der, welchem das Ate Glied innerhalb des Sy- 
stems am nächsten liegt. Hiervon macht nur die Hauptstrecke f^^ 
eine Ausnahme, bei welcher der zweite Index dem ersten gleich ist; 
diese hat die Bedeutung des vom Hauptpunkte H^ des Jten Gliedes 
nach dem Schwerpunkte S^ desselben Gliedes führenden Vektors. Da 
bei dem in Betracht gezogenen w-gliedrigen Gelenksystem jedes Glied 
höchstens zwei, die beiden Endglieder sogar nur einen Gelenkmittel- 
punkt besitzen, so können die zu demselben Gliede gehörenden Haupt- 
strecken f^j^, welche also in dem Index j übereinstimmen, für die 
n Werte von h höchstens dreierlei verschiedene Größen annehmen. Nach 
den für die Hauptstrecken schon früher eingeführten Bezeichnungen 
ist nämlich f^j^ gleich — c^, — ßj oder + dj^ je nachdem h kleiner, 
gleich oder größer als j ist. 

Nach diesen Angaben wird man imstande sein, für jeden Wert 
von n eine Tabelle für die Hauptstrecken /^^.^ in derselben Weise auf- 
zustellen, wie es in der Tabelle auf Seite 104 für das sechsgliedrige 
System ausgeführt worden ist. 

Bei der Bewegung des Gelenksystems relativ zu Sq dreht sich nun 
jede der n Hauptstrecken, welche nach (129) den Vektor SqS^ zu- 
sammensetzen, um ihren Sq am nächsten liegenden Endpunkt. Da jede 
Hauptstrecke fjj^ dabei stets der Längsachse des ^ten Gliedes parallel 
bleibt, so muß sie diese Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit (pj 
ausführen. Beachtet man dies, so erkennt man ohne weiteres, daß die 
zum Gesamtschwerpunkte Sq relative Geschwindigkeit v^^ des Schwer- 
punktes Sf^ sich aus den Komponenten /i,^- 9)/, f^^- (p^j fsh'^^sj •••? 



Nr. 10.] I. Allgem. Teil. B. Bas «-glied. ebene u. d. rämnl. Gelenkgystem. 123 

fnh'^n zusammensetzt, welche der Beihe nach zu der Längsachse des 
1., 2., 3., ..., wten Grliedes senkrecht sind. Man hat daher für v^^ 
die Vektorsumme 



(148) ^K-2fsn' 



^j> 



wobei zu beachten ist, daß in der Summe der Index h einen kon- 
stanten Wert besitzt und nur der Index j alle Werte von 1 bis n an- 
nimmt. Man hat also z. B. beim sechsgliedrigen ebenen Gelenksystem 
nur alle Hauptstrecken in der Tabelle auf Seite 104, welche in der zu 
dem bestimmten Werte von h gehörenden Horizontalreihe stehen, be- 
züglich mit 9?/, (f^, ...,96 2;u multiplizieren imd dann alle diese 
Produkte geometrisch zu addieren, um die relative Geschwindigkeit 
des zu dem betreffenden Werte von h gehörenden Schwerpunktes S^ 
zu erhalten. 

Da die einzelnen Vektoren, welche nach (148) v^ zusammensetzen, 
bezüglich zu den Längsachsen mit gleichem Index j senkrecht ge- 
richtet sind, so bilden sie untereinander die gleichen Winkel, wie ihre 
zugehörigen Längsachsen. Die letzteren lassen sich aber leicht durch 
die Winkel q)^ bestimmen, um welche die Längsachsen gegen die 
X-Achse des Koordinatensystems geneigt ist. So bildet die Längs- 
achse des iten Gliedes mit der des Ä:ten Gliedes den Winkel (q)^ — ^J. 
Um den gleichen Winkel sind daher auch die Geschwindigkeits- 
komponenten /^.^« q)f oder fj^j^' 9?/ gegeneinander geneigt, wenn f^^^ und /J^ä 
das gleiche Vorzeichen besitzen; bei verschiedenem Vorzeichen dieser 
beiden Hauptstrecken handelt es sich dagegen um den Supplements- 
winkel zu dem Winkel der Längsachsen. 

Betrachtet man dies, so erhält man aus (148) nach dem all- 
gemeinen Kosinussatz für das Quadrat von t;^ den Wert 

n n — 1 n 

(149) v,^ =^ß, . 9>;^ + 2^i 2/*/** CO8 (9, - g,,) • q>fg>,', 

1 12 

wobei in der Doppelsumme nur i stets kleiner als Je bleiben muß. 

Vermehrt man den Wert für t\^ um x,/ • 9?^'^ und multipliziert 
diese Summe mit -^m,^ so erhält man zunächst den Beitrag, welchen 
das Ate Glied infolge seiner zu S^ relativen Bewegung zur inneren 
lebendigen Kraft des ganzen Gelenksystems beisteuert. Die ganze 
innere lebendige Kraft stellt sich demnach als Summe von n solchen 
Beiträgen dar, welche den Werten h = 1, 2, 3 . . . ??. entsprechen 
(vgl. (147)). 

Denkt man alle n Beiträge zusammengeschrieben und alle Glieder 
zusammengefaßt, welche entweder das gleiche Quadrat einer be- 
stimmten Winkelgeschwindigkeit 9/ oder das Produkt derselben 
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beiden Winkelgeschwindigkeiten (p! und 9/ als gemeinsamen Paktor 
aufweisen, so erscheint als Faktor von ^^/^ ^i® Summe 

n 

(150) »»,x/ + ^*m,M 

1 

und als Faktor von cos (g?,. — cos q)^ • 9/9/ die Summe 

n 

(151) ^'»Ja/i» 

1 

Aus der Bedeutung der Größen /^^ geht nun hervor, daß die 

Summe m^Xj^ + ^^'^hfA wieder das Trägheitsmoment des jten redu- 

1 
zierten Systems in bezug auf die zur Bewegungsebene senkrechte 
Achse durch den Hauptpunkt Hj des jten Gliedes ist, so daß man 
dafür m^kj^ schreiben kann, wenn unter kj der zugehörige Trägheits- 
radius ^) verstanden wird. 

n 

Ferner ergibt sich ganz allgemein, daß die Summe ^^'^^'hfihfkh 

1 
durch das negative Produkt — m^fikf^i ersetzt werden kann. Zu 
diesem Resultat gelangt man auf folgende Weise: 

Es ist stets i < k. Die Summe der Massen, welche am iten 
Gliede in entgegengesetzter Richtung als das fcte Glied hängen, sei m/, 
die Summe der Massen, welche am fcten Gliede in entgegengesetzter 
Richtung als das ite Glied hängen, sei m/; die Massen des *ten und 
fcten Gliedes selbst seien m^ und nij^ und die Summe der dann noch 
übrig bleibenden, zwischen dem ^ten und dem fcten Gliede befindlichen 
Massen sei m^^t- ^^ ^^®"^ ^^®^ Gliede hat man drei Hauptstrecken 
zu unterscheiden: diejenige, welche das Gelenk in der Richtung nach 
dem feten Gliede mit H. verbindet, f^j^, diejenige, welche das ent- 
gegengesetzte Gelenk mit H^ verbindet, sie soll mit f.^, bezeichnet 
sein, und die Strecke f.^ zwischen dem iten Hauptpunkte H^ und dem 
iten Schwerpunkte S^. Desgleichen hat man am /i;ten Gliede drei 
Hauptstrecken, /j^^, /^Jt' ^^^^ fkk ^^ unterscheiden, wo /"^^ das dem iten 
Gliede zugekehrte Gelenk, f\j^. das entgegengesetzte Gelenk und fj^j^ den 
Schwerpunkt S^ mit dem Hauptpunkte H^ verbindet. 

Es sind daher die 
den Schwerpunkten der Massensumme m/ zugeordneten Hauptstrecken: 

fii' ™d fki 
den Schwerpunkten der Masse m^ zugeordneten Hauptstrecken: f-^ 

und 4, 

1) Dieser Tr'ägheitsradius kj darf natürlich nicht mit dem gleichzeitig in 
den Formeln verwendeten Index« k verwechselt werden. 
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den Schwerpunkten der Massensumme m^j^ zugeordneten Hauptstrecken: 

fik ™d /;., 

den Schwerpunkten der Masse rrij^ zugeordneten Hauptstrecken: /|.^ 

^öd fkky 
den Schwerpunkten der Massensumme mj^ zugeordneten Hauptstrecken: 

f^j^ und fj^j^,, und man hat 

n 

1 

Nun ist infolge der Bedeutung der Hauptpunkte als Schwer- 
punkte der reduzierten Systeme 

'^kfkk + </iiA' = - Ki + m^ + <)/;<. 

Setzt man diese Werte ein, so ergibt sich 

n 

2 '^^fihfkh = - « + '% + ^u- - %* + ^i* + *wt + o /u/*i 

und da m/ + ^a + w,-;t + ^^i + *"/ ^ ^o i^*? 

n 

(152) ^^^Jihfkh = - ^ofikfku 

1 

wie oben behauptet wurde. 

Man erhält daher schließlich als Wert für die gesamte lebendige 
Kraft T des w-gliedrigen ebenen Gelenksystems im Falle freier Be- 
weglichkeit desselben 

n « — 1 n 

1 1 a 

WO in der Doppelsumme immer i kleiner als Je sein muß. 

Nun hat für i < fc die Hauptstrecke f.j^ nach den obigen Aus- 
einandersetzungen den Wert + d^ und fj^^ den Wert — c^. Daher kann 
der Ausdruck für T im Falle freier Beweglichkeit des w-gliedrigen 
ebenen Gelenksystems auch in der Form geschrieben werden 

n n — 1 n 

1 12 

wo wieder stets i <iJc bleiben muß. 

Dies ist aber die direkte Verallgemeinerung der für das drei- 
gliedrige ebene Gelenksystem gefundenen Formel (62) auf Seite 41. 

Zur Berechnung der Trägheitsradien kj hat man nach (150) 
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unter Berücksichtigung der speziellen Werte der Hauptstrecken f^j^ 
die Beziehung 

(155) Wo/c/= mXxi^+ e/)+(mi+ ^2+ • • . . Wy_i)c/+(my+i+ ^,+2+ • • • ^O ^/; 

während die Hauptstrecken c^ und d^ sich nach Formel (124) aus 
den die Dimensionen und Massenverteilung der Glieder des Gelenk- 
systems bestimmenden Größen l^, Vj und s^ berechnen lassen. 

Die Geschwindigkeit des Gesamtschwerpunktes und die aus der- 
selben resultierende äußere lebendige Kraft lassen sich auf Grund 
der Beziehungen des Gesamtschwerpunktes zu den Hauptpunkten der 
einzelnen Glieder auch durch die Geschwindigkeit eines beliebigen 
Punktes des Gelenksystems mit Hilfe der Richtungskoordinaten cp^ 
und der Winkelgeschwindigkeiten (pj darstellen. Dies empfiehlt sich 
insbesondere in den Fällen, in denen bei der Bewegung des Gelenk- 
systems ein Punkt 0^ desselben entweder ganz in Ruhe bleibt oder 
eine bekannte einfache Bewegung ausführt. Man hat dann nur so- 
wohl die zu diesem Pimkte relative Bewegung des demselben Gliede 
angehörenden Hauptpunktes, als auch die Richtungsänderungen der 
dem letzteren zugekehrten Hauptstrecken der n — \ übrigen Glieder 
durch die Größen fp^ und 9/ auszudrücken. Bleibt der Punkt 0^ des 
Gelenksystems in Ruhe, so läßt sich auf diesem Wege die totale 
lebendige Kraft allein als homogene Funktion zweiten Grades der 
Winkelgeschwindigkeiten tpj darstellen. 

Bezeichnet man mit /^Q diejenige Hauptstrecke des ^ten Gliedes, 
welche den dem festen Punkte innerhalb des Systems am nächsten 
liegenden Gelenkmittelpunkt des jten Gliedes mit seinem Haupt- 
punkte H^j an dem Gliede, welchem der feste Punkt angehört, aber 
diesen Punkt selbst mit dem zugehörigen Hauptpunkte verbindet, so 
läßt sich die Geschwindigkeit v^ des Gesamtschwerpunktes Sq durch 
folgende Vektorsumme darstellen 



(156) ^0=2 /ic 



9>i- 



Hieraus folgt aber, daß die äußere lebendige Kraft des Gelenk- 
systems in diesem Falle den Wert besitzt 



(157) \m^vl^^m^ 



2'f7o • (pP + ^22^'iofko^^^(^i-<Pk)'<Pi9k 



Setzt man diesen Ausdruck in (153) an Stelle von i^oC^o'^ + yo'*) 
ein, so ergibt sich nach geeigneter Zusammenfassung der Glieder für 
die totale lebendige Kraft in dem Falle, daß ein Punkt eines 
Gliedes bei der Bewegung des Systems fest bleibt: 
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(158) r=i>», 



n 



L 1 

n — 1 n 



1 2 



wobei wiederum der Index i stets kleiner als fc bleiben muß. 

Es ist leicht zu sehen ^ daß dieser Ausdruck sich im gegebenen 
Falle noch weiter vereinfachen läßt. Zunächst bedeutet /r^^ + fj\ da» 
Quadrat vom Trägheitsradius k^ des jten* reduzierten Systems für die 
Achse des dem festen Punkte am nächsten liegenden Gelenks des 
jten Gliedes, bezüglich in dem einen Falle für die zu den Gelenk- 
achsen parallele Achse des festen Punktes selbst. Femer sind die 
beiden Hauptstrecken /^^ und f^^ entweder entgegengesetzt gleich^ 
da die ersten immer vom Hauptpunkte und die letzteren vom Gelenk- 
mittelpunkte ausgehen, oder sie ergänzen sich zu der die beiden Gelenk- 
mittelpunkte des jten Gliedes verbindenden Strecke Ij. 

In dem Ausdruck fikfn^ fiofko ^^^^ ^^^ immer wem'gstens bei 
je einem Faktor des Minuenden und Subtrahenden die absoluten Werte 
gleich; daher läßt sich diese Differenz entweder a,ls einziges Produkt 
schreiben, oder sie verschwindet. 

Ist z. B. der feste Punkt ein Punkt 0^ auf der Längsachse des 
ersten Gliedes, welcher vom Hauptpunkte H^ den Abstand q und 
vom Gelenkmittelpunkte G^ ^ die Entfernung \ besitzt, so wird all- 
gemein die Hauptstrecke fjQ durch Cj dargestellt. Da nun nach den 
früheren Auseinandersetzungen über die Bedeutung der mit zwei In- 
dizes versehenen Hauptstrecken für den Fall, daß i kleiner wie k 
ist, fij^ den Wert + d- und f]^. den Wert — c^^ besitzt (vgl. hiermit die 
Tabelle auf Seite 104), so hat man also für die Differenz /Jt/if — /io/io 
den Wert — d^Cj^ — c^CJ^ oder — (rf,- + cj c^, wofür nach (123) auch 
— l^CJ^ geschrieben werden kann. Die lebendige Kraft T nimmt daher 
in diesem Falle beschränkter Beweglichkeit den Wert an 



(159) T=^m, 



^J i; . 9/« + 2^'^ hc, cos (9, - 9,) ■ 9),V; 



wobei stets i < k bleiben muß. 

Diese Formel stellt sich. als die unmittelbare Verallgemeinerung der 
für das dreigliedrige System gefundenen Formel (64) auf Seite 42 dar. 

Zu dem Ausdruck (159) gelangt man im Falle, daß der Punkt 
Ol auf der Längsachse des ersten Gliedes festbleibt, auch, indem man 
nicht erst die äußere und die innere lebendige Kraft des Gelenksystems 
gesondert in Betracht zieht, sondern direkt bestimmt, welchen Beitrag 
jedes einzelne Glied infolge seiner absoluten Bewegung zu der totalen 
lebendigen Kraft des Systems beisteuert. Hierbei hat man nur zu 
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berücksichtigen, daß die absolute Geschwindigkeit des Schwerpunktes 
Sj^ des hten Gliedes sich durch die Vektorsumme 



(160) 2^j^J + 



9>A 



angeben läßt. Multipliziert man das Quadrat dieser Geschwindigkeit 
mit ^m^, so erhält man zunächst den Beitrag zur lebendigen Kraft, 
welcher der Bewegung des Schwerpunktes S^^ entspricht. Diesen hat 
man um den aus der Drehung des Äten Gliedes um seinen Schwer- 
punkt Sj^ herrührenden Beitrag ^^^oc/ . tp^'^ zu vermehren, um den 
ganzen von der Bewegung des Äten Gliedes stammenden Anteil an 
der lebendigen Kraft des Gelenksystems zu erhalten. Denkt man für 
die sämtlichen n Glieder des Systems ihren Beitrag aufgestellt und 
in der Summe der so erhaltenen n Beiträge wieder alle Größen zu- 
sammengefaßt, welche entweder das Quadrat derselben Winkel- 
geschwindigkeit (fj oder ein Produkt aus denselben beiden Winkel- 
geschwindigkeiten q)f und (f^' als gemeinsamen Faktor besitzen, so 
wird man tatsächlich, wie man leicht bestätigen wird, auf (159) ge- 
führt, wenn man berücksichtigt, daß nach den Bedeutungen von Xj und 
€j (vgl. (124)) die Relationen gelten 

(161) moA/ = Mj (x/ + r/) + {m^^^ + nij^, + . . . . m J 1/ 
und 

(162) m^Cj = MjTj + (m,.^.i + nij^^ + . . . . m J ?.. 

b) Die Bewegungsgleichungefi des n-gliedrigen ebenen Gelenksystems. 

Nachdem der Ausdruck für die lebendige Kraft des n-gliedrigen Ge- 
lenksystems gewonnen ist, kann man wieder mit Hilfe der allgemeinen 
Lagrange sehen Differentialgleichungen (68) auf Seite 52 die speziellen 
Bewegungsgleichungen des Systems ableiten. Es ist hierbei nur zu 
beachten, daß man jetzt zu n + 2 Gleichungen geführt wird, indem 
man dem Index h der Reihe nach die Werte 1 bis n beilegen muß. 

Aus (153) erhält man nach Ausführung der nötigen Differentia- 
tionen im Falle freier Beweglichkeit des n-gliedrigen ebenen 
Gelenk Systems die n -\- 2 Bewegungsgleichungen 

(163) ^o2/o"=e.o 

( "* 1 

l 1 J 

(Ä == 1, 2, 3 . . . . n), 

wo stets j von h verschieden sein muß, so daß die Summen in den 
letzten n Gleichungen nur n — 1 Doppelglieder enthalten. Mit Aus- 
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nähme der Größen Q^ und Q^ , welche wieder einfach die Eom- 
ponentensummen der äußeren Kräfte parallel den beiden Koordinaten- 
achsen in der festen Bewegungsebene bedeuten, stellt jedes Q eine 
Summe von Drehungsmomenten dar, nämlich der Drehungsmomente, 
welche die Kräfte des Aten reduzierten Systems auf die zu den Ge- 
lenkachsen parallele Achse durch seinen Schwerpunkt, d. h. also den 
Hauptpunkt des hten Gliedes ausüben. Dies läßt sich ohne Mühe 
erkennen, wenn man die ausführlichen Betrachtuugen über die 
Elementarbeiten der Kräfte des dreigliedrigen Systems (vgl. S. 42 fl^) 
auf das w-gliedrige ebene Gelenksystem überträgt. 

Jede der letzten n Bewegungsgleichungen von (163) hat nun eine 
ganz entsprechend einfache Bedeutung wie die drei letzten Bewegungs- 
gleichungen von (69) für das dreigliedrige System. Um diese Be- 
deutung abzuleiten, ist es zunächst zweckmäßig, in (163) die Werte 
für die Hauptstrecken f^^j und /^^ einzuführen. 

Da der Fall j = h ausgeschlossen ist, so nimmt f^j nach den 
früheren Auseinandersetzungen (vgl. S. 122) entweder den Wert — c^ 
oder den Wert + d^^ an; das erstere ist der Fall, wenn j < h, das 
letztere, wenn j> h ist. Die Hauptstrecke fj^ besitzt dagegen für 
j <,h den Wert + dj und für j>h den Wert — Cj . Daher empfiehlt 
es sich, in (163) die Summe in zwei Summen zu zerlegen, vou denen 
die eine die Glieder umfaßt, welche zu den Werten 1 bis Ä — 1, und 
die andere die Glieder, welche zu den Werten h + l bis n für j ge- 
hören. Bringt man außerdem diese Summen auf die rechte Seite, so 
nehmen die letzten n Gleichungen von (163) die Form an: 

(164) Wo V- 9^/'= Q<pi,- ^o2 ^hdjl^Pj' ^^^ (^/ - %) + ^/^ ^^ (^h - %)] 

1 

n 

- ^o^^Ä^i [9^/' COS (9)^ - 9^.) -h 9/2 sin (9, - 9,.)]. 
/i+i 

(Ä = 1, 2, 3 . . . . n). 

Zu dieser Form der Bewegungsgleichungen wäre man übrigens 
auch direkt unter Verwendung des Ausdruckes (154) für die lebendige 
Kraft gekommen. 

An dem Aten Gliede hängt auf der einen Seite das aus den 
Gliedern 1 bis A — 1 , auf der andern Seite das aus den Gliedern 
A + 1 bis n bestehende Teilsystem. Der vom Gißlenkmittelpunkte 
6r^_i f^ nach dem Hauptpunkte H^ f^_i des ersteren Teilsystems führende 
Vektor läßt sich nach dem Früherem (vgl. S. 114 und den Satz auf 
Seite 117) durch die Vektorsumme ersetzen 

h-l 

(165) G~JKn~i 2^J 

1 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 9 
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und der vom ßelenkmittelpunkte 6r^^A+i ^ach dem Hauptpunkte flii-i-i,n 
des letzteren Teilsystems gezogene Vektor ist gleich der Yektorsumme 

n 

(166) g;::::^'~^'2c,. 

A + l 

Die mit m^ multiplizierte Beschleunigung des Hauptpunktes H^ ^^^ 
relativ zu Gj^_^ ^, welche mit der zu demselben Gelenkmittelpunkte 
relativen Eflfektivkraft E^ des Schwerpunktes 8^ j^_^ des ersten 

Teilsystems übereinstimmt, läßt sich daher durch die yektorsumme 
ausdrücken 

A-l 

(167) E ^^-m,^s\d;^' + d;^f^]. 

1,A-1 ^ 

In entsprechender Weise ergibt sich für die zum Gelenkmittel- 
punkte ö^^^^j relative Effektivkraft E^ des Schwerpunktes S'^+i,^ 

des anderen Teilsystems die Vektorsumme 

n 

(168) E =mo2[^" + ^'^- 

*"*"^»'» A + l 

Man überzeugt sich nun leicht, daß die erste Summe auf der 
rechten Seite von (164) in Anbetracht des negativen Vorzeichens das 
Drehungsmoment darstellt, mit welchem eine in G^a-i,a angreifende, 
der relativen Effektivkraft E^ entgegengesetzt gleiche Kraft —E^ 

1,Ä— 1 1,A— 1 

auf die zu den Gelenkachsen parallele Achse durch den Hauptpunkt 
Hj^ einwirken würde. Diese Kraft setzt sich aus ä — 1 Komponenten 
mQdjffJ' und ebensoviel Komponenten niQdjfpP zusammen. Jede 
Komponente mQdjq)/' ist zu der Längsachse des jten Gliedes senkrecht 
gerichtet und bildet mit der Senkrechten zur Längsachse des hten 
Gliedes den Winkel (p^ — cpj. Da Gf^_i ^ von IT^ den Abstand c^ 
besitzt, so ist das Drehungsmoment dieser Komponente für die Achse 
durch Hf^ gleich niQdjq)/' cos (9)^ — (p'j) • c^; dabei sucht sie bei posi- 
tivem Werte von 9?/', wie eine einfache Überlegung zeigt, den Winkel 
q)f^ zu verkleinem, ihr Drehungsmoment ist daher negativ in Rechnung 
zu ziehen. Jede Komponente mQdjq)/^ verläuft in der Richtung der 
Längsachse des jten Gliedes und bildet daher mit der Senkrechten 
zur Längsachse des Äten Gliedes einen Winkel, welcher das Komple- 
ment zu ip^ — (fj darstellt; ihr Drehungsmoment für die Achse durch 
Hj^ ist infolgedessen gleich rriQdjfp/^ sin {q)j^ — %) • c^ und auch negativ 
zu rechnen, da sie ebenfalls den Winkel 9^ zu verkleinem sucht, 
wenn (p^ > (pj ist. 

Auf ganz entsprechende Weise kann man zeigen, daß die zweite 
Summe auf der rechten Seite von (164), welche auch das negative 
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Vorzeichen besitzt, das Drehungsmoment darstellt, das eine im 6e- 
lenkraittelpnnkte tr^^^^.! des Aten Gliedes angreifende, der relativen 
Efifektivkraft E^ entgegengesetzt gleiche Kraft — E^ auf die 

gleiche Achse durch Hj^ ausübt. 

Da nun auf der linken Seite von (164) das Produkt aus der 
Winkelbeschleunigung des Aten Gliedes und dem auf dieselbe Achse 
durch Hj^ bezogenen Trägheitsmoment des Aten reduzierten Systems 
steht, so hat man das allgemein gültige Resultat, daß auch bei der 
freien Bewegung des «-gliedrigen ebenen Gelenksystems das Ate redu- 
ziei-te System sich so um die zu den Gelenkachsen parallele Achse 
durch seinen Schwerpunkt Hj^ dreht, als ob außer den Kräften dieses 
reduzierten Systems noch in jedem Gelenkmittelpunkte des Aten 
Gliedes eine Kraft angriffe, welche der zu diesem Gelenkmittelpunkte 
relativen Effektivkraft des Schwerpunktes des anhängenden Teilsystems 
entgegengesetzt gleich ist. 

Weiterhin kann man sich nach den früheren ausführlichen Aus- 
einandersetzungen über die Bewegungen des dreigliedrigen ebenen Ge- 
lenksystems leicht davon überzeugen, daß auch der Schwerpunkt Hj^ 
des Aten reduzierten Systems eine Beschleunigung erfahrt, welche 
mit diesen an dem reduzierten System angreifenden Kräften, die beiden 
Kräfte — Er^ ,^ _ ^ und — Erf^ ^ j ^ mit eingeschlossen, zusammen stimmt. 
Man hat zu diesem Zwecke nur zu beachten, daß die absolute Be- 
schleunigung des Hauptpunktes Hj^ sich durch die Vektorsumme 

h-l n 

(169) y„ + 2 [5;^ + ^7^7] _ 2 [^ + ^-1] 

1 A + l 

darstellen läßt, wenn man unter y^, wie früher, die Beschleunigung 
des Gesamtschwerpunktes S^ versteht. 

Es ergibt sich also der für jedes ebene Gelenksystem von der 
vorausgesetzten Beschaffenheit ganz allgemein gültige 

Satz: Bei den freien Bewegungen des w-gliedrigen ebenen 
Gelenksystems verhält sich jedes der n reduzierten Systeme 
in jeder Beziehung so, als ob außer den zum System ge- 
hörenden Kräften noch in jedem Gelenkmittelpunkte seines 
Kerngliedes eine Kraft angriffe, welche der zu diesem Ge- 
lenkmittelpunkte relativen Effektivkraft des Schwerpunktes 
des anhängenden Teilsystems entgegengesetzt gleich ist. 

Zu diesem Resultat kann man auch in ganz entsprechender Weise 
wie beim dreigliedrigen Gelenksystem auf elementarem Wege gelangen. 
Man hat zu diesem Zwecke wieder nur den Druck in Rücksicht zu 
ziehen, welchen ein jedes an einem Gelenk eines Gliedes hängende 
Teilsystem infolge seiner eigenen Bewegung in diesem Gelenk auf das 
betreffende Glied ausübt, und diesen Druck dann den übrigen an dem 

9* 
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Gliede angreifenden Kräften hinzuzufügen. Der Druck ist nach dem 
Schwerpunktssatze leicht zu bestimmen. Derselbe ist entgegengesetzt 
gleich dem Druck, welcher von Seiten des Gliedes auf das Teilsystem 
ausgeübt wird; der letztere ist aber nach Größe und Richtung da- 
durch vollkommen bestimmt, daß er im Verein mit den anderen am 
Teilsystem angreifenden Kräften dem Schwerpunkte dieses Systems 
seine Beschleunigung erteilt. Hat man nun für ein Glied des n- 
gliedrigen Gelenksystems auf diese Weise die auf dasselbe in den 
Gelenken einwirkenden Druckkräfte bestimmt, so bewegt es sich 
unter dem Einfluß dieser Druckkräfte und der direkt an ihm an- 
greifenden Kräfte genau so, als ob es gar nicht mehr in Zusammen- 
hang mit den übrigen Gliedern stände. Die genauere Ausführung 
dieses Gedankens liefert die zu diesem Gliede gehörende Bewegungs- 
gleichung, welche allerdiugs zunächst noch nicht die Form (163) be- 
sitzt. Um diese Form zu erreichen, hat man dann nur noch durch 
Hinzufügen der Massen der anhängenden Teilsysteme in den Gelenk- 
mittelpunkten und der zur Bewegung dieser Massenpunkte erforder- 
lichen Kräfte den Übergang zum reduzierten System zu machen, so 
wie es früher für das dreigliedrige Gelenksystem schon ausführlich 
auseinandergesetzt worden ist. 

Für den Fall, daß ein Punkt auf der Längsachse eines der 
n Glieder des Gelenksystems während der ebenen Bewegung festbleiben 
soll, hat man im ganzen nur n Bewegungsgleichungen. Legt man 
der Rechnung die Form (158) für die lebendige Kraft des Systems 
zugrunde, so wird man auf die folgenden Differentialgleichungen der 
Bewegung geführt 

(170) m,{(k,' + f,\).fp: 

n 

- ^ (fkifih-fiM [W cos (9^ - 9,.) + q>;^sm {<p„ - <)P,)] } = Q^^, 
(Ä=l,2,3,...,w), 

WO wiederum h von j verschieden sein muß, so daß also die Summe 
in jedem Falle nur aus w — 1 Doppelgliedern besteht. Hierbei be- 
deutet jetzt Qip die Summe der Drehungsmomente, mit denen die 
Kräfte des Äten reduzierten Systems auf diejenige Gelenkachse des 
Aten Gliedes einwirken, welche innerhalb des Gelenksystems dem 
Gliede, welchem der feste Punkt angehört, am nächsten liegt.. Nur 
an diesem Gliede selbst tritt an Stelle einer Gelenkachse die zu den 
Gelenkachsen parallele Achse durch den festen Punkt. 

Liegt der feste Punkt auf der Längsachse des ersten Gliedes, ist 
er also der schon oben angenommene Punkt O^ , so können die n Be- 
wegungsgleichungen in der Form geschrieben werden 



Nr. 10.] I. AUgem. Teil. B. Das n-glied. ebene u. d. räuml. GelenkgjBtom. 133 

(171) Wo V- 9a"« Q<ff- Wo 2 <^h^.%^'^^^(9h-<Pj) + 9/^»M9h-V>j)] 

1 

n 

*+i 
(A = 1,2, 3, ...,«), 

WOZU man auch geführt wird, wenn man bei der Ableitung derselben 
direkt von der Form (159) für die lebendige Kraft ausgeht. 

Die Bedeutung jeder zu einem bestimmten Werte von h gehören- 
den BewegungsgleichuDg (171) ist nach dem bisherigen leicht zu er- 
kennen. 

Zunächst lehrt ein Vergleich mit (164), daß die letzte Summe 
auf der rechten Seite von (171) wieder das Drehungsmoment einer 
im €relenkmittelpunkte 6r;^ a+i ^^^ hien Gliedes angreifend zu denkenden 
Kjaft — Erk+i n darstellt, welche der zu diesem Gelenkmittelpunkte 
relativen Effektivkraft -BrÄ+i „ des Schwerpunktes des anhängenden 
Teilsystems entgegengesetzt gleich ist; da an Stelle der Hauptstrecke 
dj^ jetzt aber die Länge If^ des hien Gliedes getreten ist, so bezieht 
sich dieses Drehungsmoment nicht wie früher auf die Achse durch 
den Hauptpunkt Hf^, sondern auf die dem Punkte 0^ innerhalb des Ge- 
lenksystems am nächsten liegende Gelenkachse Gj^_^^j^ des Äten Gliedes. 

Um die Bedeutung der in der Mitte stehenden Summe auf der 
rechten Seite von (171) zu verstehen, hat man zu beachten, daß in- 
folge der eingeführten Bedingung, daß das ganze Gelenksystem nur 
Drehungen um eine zu den Gelenkachsen parallele Achse durch den 
festen Punkt 0^ ausführen soll, der Gelenkmittelpunkt (?ä-i,a ®^^e 
Beschleunigung g,,^ij^ erfährt, welche durch die Vektorsumme 

Ä-l 

(172) (fH-i7>>=2[h<Pj"+h<pr] 

1 

bestimmt wird. Da c,^ den Abstand des Hauptpunktes H^ vom Ge- 
lenkmittelpunkte Gj^_^ f^ des Aten Gliedes darstellt, so ist leicht zu er- 
kennen, daß die in der Mitte stehende Summe auf der rechten Seite von 
(171) das Drehungsmoment bedeutet, welche eine im Hauptpunkte Ä^ 
angreifend zu denkende Kraft — '^o^h-i ä i^ bezug auf die Ge- 
lenkachse G^Ä_i,;, ausübt; diese Kraft hat infolge des negativen Vor- 
zeichens eine Richtung, die der Richtung der Beschleunigung ^a-i,ä 
des Gelenkmittelpunktes 6r^_i^Ä entgegengesetzt ist. 

Da Q(p das resultierende Drehungsmoment der Kräfte des /iten 
reduzierten Systems in bezug auf dieselbe Gelenkachse G^_^j^ dar- 
stellt, und auch das auf der linken Seite der Gleichung (171) stehende 
Trägheitsmoment m^Xj^ des /iten reduzierten Systems sich auf die 
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gleiche Gelenkachse bezieht, so sagen die Bewegungsgleichungen (171) 
aus, daß im vorliegenden Falle beschränkter Beweglichkeit des öe- 
lenksystems das Ate reduzierte System unter der Einwirkung der ihm 
angehörenden Kräfte und der beiden in G^^^^^^ und S^ angreifend zu 

denkenden Kräfte — i'rÄ+i,« ^^^ '^'^o9h-i,h ^^^^ ^^ ^^ ^^® Gelenk- 
achse fi^^.i^j dreht, als ob diese Achse im Räume feststände. Die 
Kraft — Er^^j^^ gibt dabei den Einfluß der Bewegung des an G^^+i 
hängenden Teilsystems, und die Kraft — m^^^^., ^ den Einfluß der 
Eigenbewegung der Gelenkachse Gf^_^ ^ auf die Bewegungen des Äten 
reduzierten .Systems an. 

Zu dem gleichen Resultat gelangt man auch, wenn man von der 
Interpretation der Bewegungsgleichungen des Gelenksystems für den 
Fall freier Beweglichkeit (vgl. den Satz auf Seite 131) ausgeht. Man 
ist dann nur genötigt, den am Gelenksystem angreifenden Kräften im 
festen Punkte 0^ noch eine Kraft hinzuzufügen, welche als Reaktion 
der festen Achse in 0^ gegen den auf dieselbe ausgeübten Druck auf- 
zufassen ist und diesem Drucke entgegengesetzt gleich sein muß. Am 
einfachsten läßt sich diese Reaktionskraft in 0^ aus der Tatsache ab- 
leiten, daß sie wie eine äußere Kraft auf das Gelenksystem einwirkt 
und daher im Verein mit den übrigen äußeren Kräften des Systems 
dem Gesamtschwerpunkte desselben seine Beschleunigung y^ erteilt, 
welche im vorliegenden Falle beschränkter Beweglichkeit durch die 
Vektorsumme 

n 

(173) yo = 2[<',^'' + ^^7'] 

1 

angegeben wird, wobei» insbesondere unter c^ wieder die vom festen 
Punkte 0^ nach dem Hauptpunkte H^ des ersten Gliedes führende 
Hauptstrecke zu verstehen ist. 

Bezeichnet man wie früher die Reaktionskraft in Oj mit f\ und 
die Vektorsumme aller übrigen äußeren Kräfte des Gelenksystems mit 
^jBT, so hat man demnach für die Reaktionskraft F^ die Formel 

n 

(174) ri = m, ^ \^; + ^^'] -^K. 

1 

Dieselbe bildet die Verallgemeinerung der Formel (108) für den 
Fall des w-gliedrigen ebenen Gelenksystems; denn die erste Klammer 
auf der rechten Seite stellt auch hier die Effektivkraft Eq des Ge- 
samtschwerpunktes dar. 

Daß man die beim dreigliedrigen Gelenksystem angestellten Be- 
trachtungen nur auf das ^-gliedrige System anzuwenden braucht, um 
wieder zu einer elementaren Ableitung der Bewegungsgleichungen zu 
gelangen, ist leicht einzusehen. Es soll daher auf die früheren Aus- 
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führangen verwiesen werden. Als Resultat dieser Betrachtungen er- 
geben sich unter anderem die folgenden fär jedes ebene ^gliedrige 
Gelenksystem ganz allgemein gültigen Sätze über die Bewegungen der 
einzelnen Glieder des Systems, welche besonders für die Anwendungen 
auf die Bewegungen des menschlichen Körpers von Wert sind. 

Satz: Bei der freien Bewegung des n-gliedrigen ebenen 
6elenksystems kann man die Bewegung jedes einzelnen Glie- 
des dadurch zu der Bewegung eines von den übrigen Glie- 
dern losgelösten starren Körpers machen, daß man außer 
den direkt an ihm angreifenden Kräften nach jedem Gelenk- 
mittelpunkte dieses Gliedes die an dem anhängenden Teil- 
system angreifenden Kräfte ohne Änderung ihrer Stärke 
und Richtung verlegt denkt und außerdem noch eine Kraft 
hinzufügt, welche der absoluten Effektivkraft des Schwer- 
punktes des anhängenden Teilsystems entgegengesetzt 
gleich ist. 

Dieser Satz ist ähnlich wie die oben (vgl. Seite 131) angeführte 
Interpretation der letzten n Bewegungsgleichungen (163). Derselbe 
bezieht sich aber nicht auf die Bewegung der reduzierten Systeme, 
sondern auf die der Glieder selbst; dementsprechend kommt dabei 
nicht die zum Mittelpunkte des Yerbindungsgelenks relative, sondern 
die absolute Effektivkraft des Schwerpunktes eines jeden an dem 
Gliede hängenden Teilsystems in Betracht. Dabei ist unter der ab- 
soluten Effektivkraffc dieses Schwerpunktes das Produkt aus seiner 
absoluten Beschleunigung und der Masse des Teilsystems zu verstehen. 

Der Satz gilt, wie angegeben, ganz allgemein, d. h. also auch im 
FaUe beschränkter Beweglichkeit des Gelenksystems; nur muß man 
dabei immer dem System die Kräfte hinzufügen, welche die Bedin- 
gungen für die Bewegung erzwingen. Führt man diese Bedingungs- 
kräfte nicht explizite ein, so erfährt der Satz in jedem Falle eine be- 
sondere Modifikation. So lautet er z. B. in dem Falle, daß das ganze 
Gelenksystem sich nur um eine zu den Gelenkachsen parallele Achse 
durch irgend einen festen Punkt eines Gliedes drehen kann, folgender- 
maßen: 

Sats: Bleibt während der Bewegung des n-gliedrigen 
ebenen Gelenksystems ein Punkt in irgend einem Gliede fest, 
so dreht sich jedes Glied, dem der feste Punkt nicht ange- 
hört, so um seine dem festen Punkte innerhalb des Systems 
am nächsten liegende Gelenkachse, als ob außer seinen 
Kräften noch an seinem -anderen Gelenkmittelpunkte die 
Kräfte des anhängenden Teilsystems und eine der absoluten 
Effektivkraft dieses Teilsystems entgegengesetzt gleiche 
Kraft angebracht wären, in seinem eignen Schwerpunkte 
aber außerdem eine Kraft angriffe, welche bestimmt wird 
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durch das Produkt seiner Masse mit einer Besckleunigung^ 
die der Beschleunigung seines dem festen Punkte zugekehrten 
Gelenkmittelpunktes entgegengesetzt gleich ist. Das Grlied^ 
dem der feste Punkt angehört, dreht sich um die zu den Ge- 
lenkachsen parallele Achse durch diesen Punkt dagegen so, 
als ob nur in seinen Gelenkmittelpunkten die Kräfte der an- 
hängenden Teilsysteme und die zu den absoluten Effektiv- 
kräften der Schwerpunkte dieser Teilsysteme entgegen* 
gesetzt gleichen Kräfte angebracht und den direkt an ihm 
angreifenden Kräften hinzugefügt wären. 

Die vorstehenden Ausführungen bezogen sich zwar zunächst nur 
auf n-gliedrige ebene Gelenksysteme, bei denen jedes Glied höchstens 
mit zwei anderen gelenkig verbunden ist und auch in einem Gelenk 
nicht mehr wie zwei Glieder zusammenstoßen; außerdem war an- 
genommen worden, daß die als Längsachse bezeichnete Verbindungs- 
strecke der beiden Gelenkmittelpunkte eines mittleren Gliedes durch 
den Schwerpunkt desselben hindurchgeht. Es ist nun nach den bis- 
herigen ausführlichen Erörterungen leicht einzusehen, daß man alle 
diese zur Vereinfachung der Darstellung zunächst gemachten Voraus- 
setzungen für das w-gliedrige ebene Gelenksystem auch fallen lassen 
kann, ohne daß die erhaltenen Resultate über die Bewegung der 
reduzierten Systeme und der einzelnen Glieder des Gelenksystems ihre 
Gültigkeit verlieren. Es ist also damit die Grundlage für die Kinetik 
aller ebenen Gelenksysteme geschaffen, so daß es sich nur noch erübrigt, 
die Verhältnisse bei den räumlichen Gelenk^ystemen der Untersuchung 
zu unterwerfen. 

Wie schon oben angegeben wurde, genügt es, diese Untersuchung 
für das zweigliedrige räumliche Gelenksystem ausführlich anzustellen ; denn 
hierbei zeigt es sich schon, inwieweit bei den räumlichen Gelenksystemen 
das Verhalten der einzelnen Glieder unter der Einwirkung der am 
System angreifenden äußeren und inneren Kräfte das gleiche ist, wie 
bei den ebenen Gelenksystemen, und in welcher Beziehung dasselbe 
in Anbetracht der komplizierteren Verhältnisse im Räume eine Modi- 
fikation erleidet. Die Übertragung der Resultate auf das allgemeine 
w-glifediige räumliche Gelenksystem unterliegt dann keiner weiteren 
Schwierigkeit. 

Bei der folgenden Untersuchung des zweigliedrigen räumlichen 
Gelenksystems reproduziere ich im wesentlichen die Darstellung, welche 
ich- im 2. Abschnitt einer vor kurzem von mir veröffentlichten Arbeit^) 
über die Bewegungsgleichungen räumlicher Gelenksysteme gegeben habe. 
Dieselbe ist so ausführlich gehalten, wie es mir zum allgemeinen Ver- 



1) Erschienen als Nr. IV des XXIX. Bandes der Abhandlungen der math.- 
physischen Klasse der Königl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften. 
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standnis der etwas verwickelten Verhältnisse beim raumlichen Ge- 
lenksystem nnerläBlieh erschien. 

11. Das zweigliedrige räomliclie Oelenksystem. 

Die beiden Glieder 1 und 2 des raumlichen Gelenksystems seien 
durch ein Kugelgelenk miteinander verbunden, so daß also jedes 
Glied sich gegenüber dem anderen um einen Punkt, also mit drei 
Graden der Freiheit bewegen kann. Die Verbindungslinie des Gelenk- 
mittelpunktes 6rj ^ ^^^ ^^^^ Schwerpunkte Sj eines Gliedes soU^ wie 
früher^ als Längsachse des letzteren bezeichnet sein. Außerdem werde 
zunächst der Einfachheit halber angenommen, daß die Längsachse 
eines jeden Gliedes eine Hauptachse des zu seinem Schwerpunkte ge- 
hörenden Trägheitsellipsoids sei. Durch diese Voraussetzung, welche 
eine ganz wesentliche Vereinfachung der ohnehin ziemlich ausgedehnten 
Formeln nach sich zieht, wird die Verwendbarkeit der abzuleitenden 
Formeln für viele Probleme der Bewegungsphysiologie deshalb nicht 
beeinträchtigt, weil dieselbe wenigstens bei den einzelnen Extremi- 
tätenabschnitten des menschlichen Körpers mit großer Annäherung 
erfüllt ist. 

a) Die allgemeinen Koordinaten des Systems, 

Wenn ein derartiges zweigliedriges Gelenksystem sich ganz frei 
im Baume bewegen kann, so besitzt es neun Freiheitsgrade. Es muß 
sich daher seine Gestalt und Lage im Baume durch neun allgemeine 
Koordinaten eindeutig bestimmen lassen. Hierzu verwendet man am 
zweckmäßigsten drei räumliche Koordinaten, welche den Ort des Ge- 
samtschwerpunktes, und außerdem für jedes Glied drei Winkel, welche 
seine Orientierung im Baume angeben. 

Dieser Koordinatenbestimmung sei ein ruhendes räumliches Ko- 
ordinatensystem (a;, y, z) zugrunde gelegt, dessen Achsen aufeinander 
senkrecht stehen. Die ät- Achse imd «/-Achse mögen, wie es Figur 21 
andeutet, in einer horizontalen Ebene liegen, und die vertikale ;8:-Achse 
soll vom Koordinatenanfangspunkte aus nach unten positiv j^e- 
rechnet werden. Die Koordinaten des Gesamtschwerpunktes Sq seien 
in diesem System Xq, y^, z^. Die Orientierung eines jeden der beiden 
Glieder Avird am einfachsten durch die sogenannten Euler sehen un- 
symmetrischen Winkel bestimmt; dieselben seien für das erste Glied 
mit 9?i, O-j, Pi und für das zweite Glied mit (p^y ^2y Q2 bezeichnet.^) 
Dabei möge bei jedem Gliede 9^ den Winkel angeben, welchen die 
positive Bichtung seiner Längsachse mit der nach unten gerichteten 



1) In der Regel werden für diese drei Winkel nach dem Vorgänge von 
Eni er bezüglich die Buchstaben -0", 1/;, qp verwendet. Daß hier an Stelle von -0" 
der Buchstabe qp, an Stelle von ii) der Buchstabe 0" und an Stelle von q) der 
Buchfitabe q gesetzt wurde, ist nur dem Umstand zuzusehreiben, daß schon in 
früheren Arbeiten von mir die Winkel in dieser Weise eingeführt worden sind. 
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tive ;8?-Achse geht, d. h. also von unten, im umgekehrten Sinne des 
Uhrzeigers gegen die positive rz;-Achse um diesen Winkel gedreht er- 
scheint. Dem Winkel 9^ braucht man dagegen nur positive Werte bei- 
zulegen. 



1) Vgl. F. Klein und A. Sommerfeld, Über die Theorie des Kreisels. 
Heft I. Leipzig 1897. Seite 17. 
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Durch die beiden Winkel (pj und d-j ist nun nicht nur die Richtung 
einer jeden Längsachse ^ sondern auch ihre Lage gegenüber dem Ge- 
samtschwerpunkte Sq schon vollkommen bestimmt. Dies läßt sich 
leicht erkennen, wenn man die Hauptpunkte Hj der beiden Glieder 
zu Hilfe nimmt. 

Der Hauptpunkt H^ liegt auf der Längsachse des ersten Gliedes 
zwischen S^^) und 0^21 s^in® Lage zu beiden wird durch die in der 
positiven Richtung der Längsachse des ersten Gliedes positiv zu 
nehmenden Vektoren S^H^ und H^G^^ bestimmt, für welche wieder 
kurz die Bezeichnungen e^ und d^ eingeführt sein sollen. Zur Be- 
rechnung der Länge dieser Vektoren dienen die unmittelbar aus der 
Bedeutung des ersten Hauptpunktes hervorgehenden Formeln 

wobei wie früher m,, mg und m^ die Massen der beiden Glieder und 
des ganzen Systems, und s^ die Länge des Vektors S^G^^ bedeuten 
sollen. 

Der Hauptpunkt H^ liegt auf der Längsachse des zweiten Gliedes 
zwischen G^^ ^^^ ^i- Bezeichnet man wieder die Vektoren G^^^^y 
G^2^2 ^^^ ^^2^2 bezüglich mit c^, r^ und «g, so hat man zur Be- 
stimmung der Lage von H^ die Formeln 



(176) 



^^1^2 =— %^2 

^0^ =— m^r.,. 



Sobald der Ort des Gesamtschwerpunktes feststeht, läßt sich mit 
Hilfe der Winkel 9?i, d"^ und (p^, ^^ die Lage der beiden Haupt- 
punkte leicht auffinden. Man braucht nur durch Sq zwei Ebenen ge- 
legt zu denken, welche mit der y^er- Ebene die Winkel d"^ und d'^ 
bilden. In der ersteren zieht man von Sq einen Strahl, welcher gegen 
die nach unten gerichtete Vertikale um den Winkel q)^ im um- 
gekehrten Sinne des Uhrzeigers von der positiven Seite der Ebene 
aus gesehen erscheint. Als positive Seite der Ebene ist dabei die- 
jenige aufzufassen, nach welcher die Normale geht, die gegen die 
positive ic- Achse von unten gesehen im umgekehrten Sinne des Uhr- 
zeigers um #1 gedreht erscheint. Auf diesem Strahl ist von Sq aus 

1) In Figur 21 sind die Schwerpunkte Äj und. S^ ziemlich nahe den freien 
£nden der beiden Glieder angenommen worden, damit die Hauptpunkte nicht zu 
nahe am Gelenk zu liegen kommen, wodurch die Deutlichkeit der Figur beein- 
trächtigt würde. 
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in positiver Richtung der Vektor 3^ abzutragen, um den Hauptpunkt 
H^ zu erhalten. In der zweiten Ebene hat man von Sq aus einen 
Strahl zu ziehen, welcher gegen die nach unten gerichtete Vertikale 
Ton der positiven Seite dieser Ebene aus gesehen im umgekehrten 
Sinne des Uhrzeigers um den Winkel (p^ gedreht erscheint; auf der 
Rückwärtsverlängerung dieses Strahles ist die Strecke c^, d.h. also 
es ist von Sq aus der Vektor — Cg abzutragen, um zu dem Hauptr 
punkte H^ des ersten Gliedes zu gelangen. Zieht man nun durch 
H^ zu dem zuerst konstruierten Strahl und durch H^ zu dem zweiten 
Strahl je eine Parallele, so stellen dieselben die Längsachsen der beiden 
Glieder dar; dieselben müssen sich, wie man sofort einsieht, in einem 
Punkte schneiden, nämlich in dem Gelenkmittelpunkte Gj g. 

Aus dieser Konstruktion der Längsachsen ist deutlich zu er- 
kennen, daß die durch dieselben gehenden Vertikalebenen @^ und S^ 
(vgl. Fig. 21) im allgemeinen nicht durch, den Gesamtschwerpunkt 
hindurchgehen; der letztere liegt bei der in Figjjr 21 angedeuteten 
Stellung dieser Ebenen auf der positiven Seite von beiden. 

Durch die Längsachsen und den sie verbindenden Gelenkmittel- 
punkt ist nun die Orientierung der beiden Glieder im Räume noch 
nicht vollkomraen gegeben; denn bei der vorausgesetzten Art der Ge- 
lenkverbindung kann jedes der beiden Glieder noch beliebig um seine 
Längsachse gedreht werden, ohne daß dadurch die Lage der letzteren 
und der Ort des Gesamtschwerpunktes im Räume geändert würden. 
Die Orientierung der beiden Glieder wird erst eine bestimmte durch 
die Angabe der Winkel Qj^ und q^- Um die Bedeutung dieser beiden 
Winkel zu verstehen, denke man sich innerhalb jedes der beiden 
Glieder eine, an und für sich beliebige, durch seine Längsachse hin- 
durchgehende Ebene festgelegt; dieselbe soll so gewählt werden, daß 
sie außer der Längsachse noch eine zweite Hauptträgheitsachse für 
den Schwerpunkt des Gliedes und damit auch für den Hauptpunkt 
desselben enthält. Der Winkel Qj gibt nun an, um wieviel in einer 
Stellung des Gliedes diese Ebene gegen die durch die Längsachse hin- 
durchgehende Vertikalebene gedreht erscheint. Um den Drehungs- 
sinii bequemer in Rechnung ziehen zu können, ist es auch hier zweck- 
mäßig, den Winkel Qj aus der gegenseitigen Neigung der etwa im 
Hauptpunkte des Gliedes zu errichtenden Normalen zu diesen beiden 
Ebenen abzuleiten. Es wurde schon oben für die eine als Knoten- 
linie des Hauptpunktes bezeichnete Normale die positive Richtung 
festgelegt; es ist daher nur noch nötig, auch für die innerhalb des 
Gliedes angenommene Ebene eine Seite festzusetzen, nach der hin 
ihre Normale, die natürlich ebenso wie die Ebene selbst im Gliede 
festliegt, positiv gerechnet werden soll. Wenn auch nur die letztere 
der beiden Normalen dem Gliede unveiTückbar angehört, so liegen sie 
doch beide stets in einer bestimmten im Gliede festen Ebene, welche 
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auf der Längsachse desselben senkrecht steht. Bezeichnet man als 
positive Seite der letzteren Ebene diejenige, nach welcher die positive 
Richtung der Längsachse hinweist^ so hat man wieder ein einfaches 
Mittel^ dem Winkel Qj ein bestimmtes Vorzeichen zu erteilen, indem 
man ihn als positiv oder negativ ansiebt, je nachdem von der posi- 
tiven Seite dieser Ebene aus die im Gliede feste Normale im um- 
gekehrten Siime des Uhrzeigers oder im Sinne des Uhrzeigers gegen 
die Knotenlinie um den Winkel Qj gedreht erscheint. 

Wie man sieht, ist es nnr nötig, zur Bestimmung der Orientierung 
eines Gliedes im Räume zwei Gerade innerhalb desselben festzulegen; 
als solche wurden gewählt die Längsachse und ein zu dieser senk* 
rechter, vom Hauptpunkte ausgehender Halbstrahl, der kurz erste 
Querachse des Gliedes genannt werden mag. Es soll nun als 
Nullstellung eines Gliedes diejenige bezeichnet sein, bei welcher 
die positive Richtung der Längsachse desselben die Richtung der 
positiven ;Sf-Achse, und die erste Querachse die Richtung der positiven 
X-Achse des ruhenden Koordinatensystems besitzt. Dann wird ein 
anderer ebenfalls im Gliede fester und zu der Längsachse desselben 
senkrechter Halbstrahl in die Dichtung der positiven f/-Achse des 
ruhenden Koordinatensystems fallen; derselbe sei als zweite Quer- 
achse des Gliedes bezeichnet. Die erste und zweite Querachse und 
die Längsachse eines Gliedes können natürlich als die Achsen eines 
dem Gliede fest angehörenden rechtwinkligen Koordinatensystems auf- 
gefaßt werden. 

Da sich bei vertikaler Stellung der Längsachse oo^ Vertikalebenen 
durch dieselbe legen lassen, so ist der Winkel O* hierbei nach der bis- 
herigen Erklänmg unbestimmt, solange nicht noch über denselben 
etwas festgesetzt ist. Es soll daher dem Winkel # in der Null- 
stellung des Gliedes der Wert Null beigelegt werden, womit aus- 
gedrückt ist, daß unter allen Vertikalebenen durch die Längsachse in 
der Nullst-ellung die durch die zweite Querachse gehende für die Be- 
stimmung von d- verwendet werden soll. Die vom Hauptpunkte des 
Gliedes ausgehende Knotenlinie besitzt also dann in der Nullstellung 
die Richtung der positiven a;- Achse und fällt demnach in dieser Stellung 
mit der ersten Querachse zusammen, so daß hierbei der Winkel q 
den Wert Null besitzt. Da auch der Winkel (p infolge der vertikal 
nach unten gehenden Richtung der Längsachse verschwindet, so ist 
also die Nullstellung eines Gliedes dadurch charakterisiert, daß alle 
drei Winkel den Wert Null annehmen. 

Befinden sich beide Glieder in der Nullstellung, so wird die 
Stellung des ganzen Gelenksystems, welche dann ebenfalls eine Null- 
stellung desselben genannt sein soll, allein durch die drei rechtwink- 
ligen Koordinaten Xq, 2/0? ^0 ^^^ Gesamtschwerpunktes eindeutig be- 
stimmt. Es gibt also demnach 00^ Nullstellungen des Gelenksystems, 
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die durch reine Translationsbewegungen ineinander übergeführt werden 
können. 

Bei einer Nullstellung des zweigliedrigen Gelenksystems fliegen 
die beiden Längsachsen in einer vertikalen Geraden, welche auch den 
Gesamtschwerpunkt Sq enthält. Will man nun aus dieser Stellung 
in eine beliebige andere durch bestimmte Werte der Winkel 9?^, #1, 
()j und 9?2, d'^f Q2 charakterisierte Stellung des Systems ohne Änderung 
der Lage des Gesamtschwerpunktes übergehen, so kann man nach dei* 
im Abschnitt 9 unter c auseinandergesetzten Eigenschaft der Haupt- 
punkte so verfahren, daß man zunächst das erste Glied um seinen 
Hauptpunkt H^ dreht und gleichzeitig das zweite nur Translations- 
bewegungen ausführen läßt, und darauf das zweite Glied um seinen 
Hauptpunkt H^ dreht mit gleichzeitiger Translationsbewegung des 
ersten Gliedes. Diese beiden Drehungen gestalten sich insbesondere 
in folgender Weise: 

Zuerst dreht man das erste Glied allein um seine Längsachse, 
von unten gesehen im umgekehrten Sinne des Uhrzeigers, um den 
Winkel d-^, indem man dabei die Knotenlinie seines Hauptpunktes 
zunächst mit dem Gliede fest verbunden denkt; dadurch nimmt die 
stets horizontal bleibende Knotenlinie eine Richtung an, welche gegen 
die positive a;-Achse ebenfalls um den Winkel -^j geneigt ist. Da 
das zweite Glied diese Drehung nicht mitmachen soll, so bleibt es 
unterdes ganz in Ruhe, so daß nur eine entsprechende Bewegung im 
Gelenk G^ 2 eintritt. Darauf dreht man nun das erste Glied um die 
Knotenlinie seines Hauptpunktes um den Winkel 9?i und bringt da- 
durch die Längsachse des ersten Gliedes in die gewünschte Richtung. 
Das zweite Glied kann während dieser Drehung nicht in Ruhe bleiben; 
es begleitet dieselbe mit einer Translationsbewegung nach Maßgabe 
der Bewegung des Gelenkmittelpunktes G^^, Dieser bewegt sich in 
der zur Knotenlinie senkrechten Ebene auf einem Kreis um H^ mit 
dem Radius d^. Bis hierher war die Knotenlinie fest mit dem ersten 
Gliede verbunden zu denken. Bei der nun folgenden Drehung des 
ersten Gliedes um den Winkel q^^ welche um die Längsachse des- 
selben stattfindet, wird dagegen dieser Zusammenhang aufgehoben; 
denn die Knotenlinie beteiligt sich an dieser Drehung nicht, sondern 
behält im Räume ihre Stellung bei. Infolgedessen wird die im Gliede 
feste erste Querachse des ersten Gliedes, welche bis dahin mit der 
Knotenlinie zusammenfiel, durch diese Drehung von der Knotenlinie 
abgelöst, so daß sie schließlich gegen dieselbe um den Winkel q^ ge- 
neigt ist. Während dieser letzten Drehung des ersten Gliedes um 
seine Längsachse bleibt das zweite Glied wiederum im Räume fest, 
so daß abermals nur eine Bewegung im Gelenk G^ 2 eintritt. 

Es findet also die durch den Winkel d^^ bestimmte Drehung um 
eine im Räume feste Achse 31^^ (vgl. Fig. 21) statt, welche die Rieh- 
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tung der positiven -8f- Achse besitzt. Die durch den Winkel (»^ ge- 
messene Drehung geschieht dag^en um eine im Grliede feste Achse 
$_ welche mit der positiven Richtung der Längsachse zusammen- 
fällt und daher gegen die Achse 91^ um den Winkel (p^ geneigt ist. 
Endlich ist die Achse 81 för die Drehung um den Winkel 9?^ im 
allgemeinen weder im Räume, noch im Gliede fest; dieselbe, welche 
durch die Knotenlinie des ersten Gliedes gebildet wird, steht auf der 
Ebene der beiden Achsen 31 «^ und 31^ senkrecht. 

Durch die genannten drei Drehungen hat zwar das erste Glied 
die richtige Orientierung im Räume erlangt, es befindet sich aber 
noch nicht in seiner richtigen Lage gegenüber dem Gesamtschwer- 
punkte Äq; die letztere wird erst erreicht durch eine Translations- 
bewegung, die neben der Drehung des zweiten Gliedes um seinen 
Hauptpunkt einhergeht. Infolge der Translationsbewegung, welche 
das zweite Glied bei der Drehung des ersten ausführen mußte, ist der 
Hauptpunkt H^ dagegen schon in seine richtige Stellung gekommen, 
so daß es nur noch der Drehung um denselben bedarf, um • dem 
zweiten Gliede auch die richtige Orientierung im Räume zu geben. 
Dieselbe kann man in ganz entsprechender Weise wie die Drehung 
des ersten Gliedes in drei Schritte zerlegen. 

Zuerst dreht man um die im Räume feste und vertikal nach 
unten gerichtete Achse 21,^^ des Hauptpunktes Sg um den Winkel d^^. 
Dadurch kommen die zunächst vereinigt zu denkende Querachse und 
die Knotenlinie des zweiten Gliedes in eine neue ebenfalls noch horizon- 
tale Richtung, welche gegen die positive ic-Achse um diesen Winkel 
^2 geneigt ist. Darauf dreht man das Glied um die Knotenlinie 21^ 
des Hauptpunktes Äg um den Winkel 92? ^^^ endlich um die Längs- 
achse 51 um den Winkel q^. Durch die letztere Drehung wird die 
Querachse aus ihrer bis dahin horizontalen Lage herausgedreht, wäh- 
rend die Knotenlinie ihre Stellung beibehalten soll, so daß schließlich 
beide um den Winkel Q2 gegeneinander geneigt erscheinen. Während 
der ersten und letzten dieser drei Drehungen behält das erste Glied 
die durch seine Drehung erlangte Stellung im Räume bei. Durch 
die Drehung um % wird es dagegen zu einer Translationsbewegung 
veranlaßt, welche durch die Bewegung des Gelenkmittelpuuktes G^ ^ 
bestimmt wird. Diese Bewegung von G^ 2 findet auf einem vertikalen 
Kreise um H2 statt, dessen Radius die Länge des Vektors Cg li8,t. 

Auch für die drei Drehungsachsen 21^^, 21^^ und 21^^ gilt, daß 
die erste dem ruhenden Räume und die letzte dem zweiten Gliede 
angehört, während die Achse 21 weder im Räume noch im Gliede 
festliegt und in ihrer Richtung von der Größe des Drehungswinkels 
#2 beeinflußt wird. Die Achsen 21^^^ und 21 bilden den Winkel 9^ 
miteinander, und die Achse 2l,„ steht auf der Ebene der beiden ersten 
Achsen senkrecht. 
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b) Die Ableitung der lebendigen Kraft 

Das zweigliedrige Gelenksystem sei in einer ganz beliebigen Be- 
wegang im Räume begriffen; man soll für dieses räumliche System 
die lebendige Kraft zu irgend einer Zeit bestimmen. Um diese Auf- 
gabe zu lösen ^ sondert man zweckmäßigerweise wieder von einer 
Translationsbewegung, welche das ganze System nach Maßgabe der 
Bewegung des Gesamtschwerpunktes Sq ausfiihrt, die Bewegung der 
beiden Glieder relativ zu Sq ab und bestimmt für beide Arten der 
Bewegung des Systems die lebendige Kraft. Die gesamte lebendige 
Kraft stellt sich dann wieder einfach als Summe dieser beiden Be- 
standteile dar. 

Bezeichnet man die drei in der Richtung der Koordinatenachsen 
liegenden Komponenten der Geschwindigkeit Vq des Gesamtschwer- 
punktes Sq mit Xq, yQ, Zq, worunter einfach die Differentialquotienten 
der drei Koordinaten von Sq nach der Zeit zu verstehen sind, so be- 
sitzt der erste Teil der gesamten lebendigen Kraft des Systems den 
Wert 
(177) i^oW + ^' + O. 

Der andere Bestandteil der lebendigen Kraft, der als die innere 
lebendige Kraft des Gelenksystems aufgefaßt werden kann, setzt sich 
aus den lebendigen Kräften zusammen, welche die beiden Glieder in 
ihren Bewegungen um den Gesamtschwerpunkt besitzen. Jede dieser 
beiden lebendigen Kräfte läßt sich wiederum dadurch in zwei Teile 
zerlegen, daß man von einer Translationsbewegung des betreffen- 
den Gliedes nach Maßgabe der Bewegung seines Schwerpunktes S^ 
relativ zu Sq die Drehung desselben um seinen Schwerpunkt ab- 
sondert. Demnach baut sich die innere lebendige Kraft des ganzen 
Gelenksystems aus vier Summanden auf. 

Die Geschwindigkeiten der zu Sq relativen Bewegung der beiden 
Schwerpunkte S^ und S^ lassen sich nun in verhältnismäßig sehr ein- 
facher Weise mit Hilfe der Hauptpunkte und Hauptstrecken der 
beiden Glieder durch die Winkelgeschwindigkeiten ausdrücken, mit 
denen die beiden Längsachsen sich um die durch ihre Hauptpunkte 
gehenden Achsen 21 und %^ drehen. 

Um dies zu erreichen, braucht man nur dem Gelenksystem eine 
unendlich kleine Verrückung um Sq zu erteilen, durch welche die 
Winkel (p^, d^ und ^g, ^^ unendlich wenig geändert werden, während 
die Winkel q^ und q^ vorläufig konstant gehalten werden können, da 
sie auf die Lage der Schwerpunkte keinen Einfluß ausüben. Die 
Änderungen der vier Winkel seien bezüglich d(p^, ^^u ^^2 ^^^ ^^2- 
Nach dem unter 9 c) allgemein bewiesenen Satze kann jede derartige 
Verrückung des ganzen Gelenksystems relativ zum Gesamtschwer- 
punkte in eine unendlich kleine Drehung des ersten Gliedes um seinen 
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Hauptpunkt H^ mit gleichzeitiger Translationsbewegung des zweiten 
Gliedes, und eine unendlich kleine Drehung des letzteren um seinen 
Hauptpunkt H^ mit gleichzeitiger Translationsbewegung des ersten 
Gliedes zerlegt werden. Die Drehung des ersten Gliedes um H-^ setzt 
sich bei konstantem q^ nach IIa) aus einer Drehung um die Achse 
31 um den Winkel dq)^ und einer Drehung um die Achse 21^^ um 
den Winkel d%'^ zusammen. In entsprechender Weise kann die 
Drehung des zweiten Gliedes um H^ bei konstantem q^ aus zwei 
Drehungen um die Achsen 91 und 21^^ mit den Drehungs winkeln dq>^ 
und d%^ zusammengesetzt angenommen werden. 

Der Schwerpunkt S^ des ersten Gliedes erfährt nun infolge der 
Drehungen des ersten Gliedes bezüglich unendlich kleine Verrückungen 
von der Größe e^ - dq>^ und e^singpi • d^^ (vgl. Figur 21), von denen 
die erstere in der Ebene S^ liegt und senkrecht zur Längsachse des 
ersten Gliedes gerichtet ist, während die letztere senkreclit auf der 
Ebene S^ steht und nach der negativen Seite derselben hinweist; 
diese beiden Verrückungen stehen daher aufeinander senkrecht. In- 
folge der mit der Drehung des zweiten Gliedes um H^ verbundenen 
Translationsbewegung des ersten Gliedes erleidet S^ weiterhin zwei 
Verrückungen von den Größen c^ * dtp^ und c^sinq)^ • dd-^, von denen 
die eine in der Ebene @2 ü^gt ^^d senkrecht auf der Längsachse des 
zweiten Gliedes steht, Während die andere senkrecht zu @2 ^^^^ der 
negativen Seite dieser Ebene hin gerichtet ist. 

Der Schwerpunkt Äg des zweiten Gliedes erfährt infolge der mit 
der Drehung des ersten Gliedes um fi^ verbundenen Translations- 
bewegung seines Gliedes und der Drehung des letzteren um iZg eben- 
falls im ganzen vier Verrückungen, deren Größen, wie man leicht aus 
Figur 21 erkennt, bezüglich d^ • d(p^, d, sin^^ • d-^-^, — e^ • dq)^ und 
— ^2 sin 92 • ^"^2 si^d. Jede dieser vier Verrückungskomponenten be- 
sitzt genau die entgegengesetzte Richtung wie die aus der gleichen 
Drehung hervorgehende Verrückungskomponente des Schwerpunktes S^, 
.Bezeichnet man bei positivem unendlich kleinen Drehungswinkel eine 
Verrückung als positiv, wenn der Punkt der Längsachse, welcher sie 
ausführt, in positiver Richtung von dem Drehpunkte entfernt liegt, so 
hat man also das Resultat, daß die Gesamtverrückung des Schwer- 
punktes S^ relativ zu Sq durch die Vektorsumme 



(178) — e^ • d(p^ — e^ sin^^^^ • dd'^ — C2 -^(f^ — c^ sin 9)2 * ^^'^2 

und die Gesamtverrückung des Schwerpunktes S2 relativ zu Sq durch 
die Vektorsumme 



(179) rf^ • d(pi -\- d^ sing?i • dd'j^ — ^2 • dg?« ~~ ^2 ^^^<P2 ' ^^2 

dargestellt wird. 

Aus diesen Verrückungen erhält man nun durch Division mit 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 10 
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dem Zeitdifferential dt die zum Gesamt Schwerpunkte Sq relativen Ge- 
schwindigkeiten v^ und V2 der Schwerpunkte S^ und S^. Bezeichnet 
man die hierbei auftretenden Differentialquotienten der vier Winkel 
9^1; "^1» 9^2 > '^2 ^^^ ^^^ Z®i^ kvLTz durch einen rechts ohen angebrachten 
Strich, so hat man demnach für die zu Sq relative Geschwindigkeit 
des Schwerpunktes S^ 



(180) 1^1 = — K • 9?/ + e^ sing?! • -O-/ + c^ • (p^' + c^ sin^a • ^2] 
und für die zu Sq relative Geschwindigkeit des Schwerpunktes Sg 



(181) t?2 = djL • 9?i' + rfj sin9?i * '^1' ~ ^a * 9^2' ~~ ^2 sin^g * "^a- 

Für die hieraus resultierenden Bestandteile der inneren lebendigen 
Kraft hat man nun die Quadrate der beiden Geschwindigkeiten be- 
züglich mit ^m^ und ^^2 zu multiplizieren. Da nur das Quadrat der 
Geschwindigkeit «J^ hier in Frage kommt, so kann man auf der rechten 
Seite von (180) auch das negative Zeichen fortlassen und bei der 
Bildung des Quadrates die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten so 
behandeln, als ob sie die Komponenten der entgegengesetzt gleichen 
Geschwindigkeit — tJ^ wären und daher die gleiche Richtung wie die 
entsprechenden Komponenten der Geschwindigkeit v^ hätten. 

Das Quadrat von — v^ bzw. v^ setzt sich zusammen aus den Qua- 
draten der vier Summanden auf der rechten Seite von (180) und (181) 
und den doppelten Produkten aus je zwei derselben, multipliziert mit dem 
Kosinus ihres Neigungswinkels. Man hat sich daher vor allen Dingen 
die Werte dieser Kosinus zu verschaffen. Zu diesem Zwecke sind in 
Figur 22 vom Mittelpunkte C einer Kugel aus, deren Radius gleich der 
Längeneinheit sein möge, Halbstrahlen in der Richtung der vier Kom- 
ponenten von — v^ und iJg gezogen. Die Punkte, in denen dieselbe die 
Kugel durchdringen, sind in der durch die Formeln (180) und (181) 
angegebenen Reihenfolge bezüglich mit 1, 1, 2 und II bezeichnet worden. 
Deutet man den Neigungswinkel zwischen je zwei dieser vier Strahlen 
kurz durch die beiden zugehörigen Zahlen an, so hat man zunächst für 

(1, I) und auch (2, II) den Wert -^y ^^ ^^^^ ^®^ Früheren sowohl 

die Strahlen Cl und CI, als auch die Strahlen C2 und CII auf- 
einander senkrecht stehen. Fem er ist der Strahl Cl bzw. C2 gegen 
die in Figur 22 angedeutete horizontale Äquatorebene der Einheits- 
kugel um den Winkel 9?^ ^^- ^2 geneigt. Zieht man von dem zum 
Äquator gehörenden oberen Pol P der Kugel aus größte Kreise durch 
1 und 2, so sind die Bögen (PI) und (P2) die Komplemente zu tp^ 
und 9?2 5 außerdem schneiden sich diese beiden Kreisbögen in P xmter 
dem Winkel ^2~ ^19 ^* ^^^ ^^ Ebenen liegen, welche den in Fig. 21 
dargestellten Ebenen ©^ und ©g parallel laufen. Die Ebene des 
Winkels (1, 1) steht aidf der Längsachse des ersten und die des 
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Winkels (2, ü) auf der Längsachse des zweiten Gliedes senkrecht; 
daher ist der 1 mit I verbindende größte Kngelkreis gegen den 
Äquator um den Winkel y^, und der durch 2 und 11 gehende größte 
Kreis gegen den Äquator um den Winkel q>2 geneigt, während, wie 




-y-Ace 



•y-Axe 



schon oben erwähnt wurde, die beiden Kreisbögen (1, 1) und (2, II) 

selbst die Länge ^ besitzen. Endlich läßt sich auch leicht einsehen, 

daß die Strahlen G\ und <?n, welche ja die Richtungen der Achsen 
% und 31 besitzen, gegeneinander um ^^ — ^^ geneigt sind, so daß 
also der dem Äquator angehörende Bogen (I, 11) ebenfalls diesen Wert 
besitzt. 

Beachtet man dies und die in Figur 22 zu erkennenden sphä- 
rischen Dreiecke (1P2), (IUI), (1121), bei denen im Interesse der 
Übersichtlichkeit der Figur eine Seite nicht ausgezogen ist, so läßt 
sich nach dem Kosinussatz der sphärischen Trigonometrie leicht ab- 
leiten, daß 

cos (1, 2) = sing?! sin9?2 + cosg?i cos^g cos('9'2 — -^i) 

cos (1 , I) = 

cos (1, 11) = — sin ('9*2 — '9*i) cos^^^ 

cos (2 , I) = sin('9'2 — ^^ cosgjg 

cos (2, II) = 

cos (I, II) = cos (^2 ~ -^i)- 

Man erhält daher für das Quadrat der zu 8^ relativen Geschwin- 

10* 



(182) 
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digkeit des Schwerpunktes S^ den Wert: 

(183) V,' = e,' . (p/^ + e,^ sinVi • '^i'" + c,' • cp/^ + c,' sin^a ' ^2'' 

+ 2e^C2 [sin^i sinqpg + cosqp^ cosgpg cos('9'2 ~ "^i)] ' 9iW 
— 2e^c^ cos9?jL sin9?2 sin('9'2 — ^^ • ^^i'ö'a' 
-\-2e^c^ sin^i cos 9^2 8in('9-2 — d"^ • 92-^1' 
+ 2e^C2 sin^i singjg cos('Ö'2 — ^1) • ^\^% 

und für das • Quadrat der zu Sq relativen Geschwindigkeit des 
Schwerpunktes S^ den Wert: 

(184) v,^ = d,' . tp^^ + rf.^sinVi • ^t' + ^2' • 92'' + ^2'sinV2 ' ^2'' 

— 2d^e^ [sin9?i sin^^g + cos^^ cos 9^2 cos('9'2 — ^-u] • ^i^>^ 
•^ 2d^e2 co89?i sin ^2 sin('9'2 — d-^ • ^>x^2 

— 2d^e^ sin^i cosg?2 8in('9'2 — ^^ • ^^^x 

— 2d^e^ sin 91 sin^g cos('9'2 — ^^ • ^x^^- 

Multipliziert man (183) mit ^m^ und (184) mit \m^, so erhält 
man also die beiden Beiträge zu dem Ausdruck der inneren lebendigen 
Kraft des zweigliedrigen Gelenksystenis, welche aus der zum Gesamt- 
schwerpunkte /Sq relativen Bewegung der Schwerpunkte S^ und S^ der 
beiden Glieder hervorgehen. Zu diesen kommen nun noch die Bei- 
träge hinzu, welche aus der Drehung eines jeden Gliedes um seinen 
Schwerpunkt herrühren. 

Die Drehung des ersten Gliedes um seinen Schwerpunkt S^ findet 
im allgemeinen Falle räumlicher Bewegung des Gelenksystems be- 
kanntlich um eine stetige Folge von Momentanachsen durch S^ statt, 
welche ihre Lage im Gliede fortwährend ändern. Der Anteil der leben- 
digen Kraft, welcher in jedem Moment aus dieser Drehung entspringt, 
wird durch das halbe Produkt aus dem Quadrat der Winkelgeschwin- 
digkeit um die Momentanachse mit dem auf dieselbe Achse bezogenen 
Trägheitsmoment angegeben. Da auch das Trägheitsmoment mit jeder 
neuen Lage der Achse im allgemeinen seinen Wert ändert, so ist es 
zweckmäßig, die Winkelgeschwindigkeit in drei Komponenten zu zer- 
legen, welche sich auf zueinander senkrechte Achsen beziehen, die im 
Körper fest liegen. An und für sich könnte man jedes Trippel solcher 
Achsen hierzu verwenden. Im Literesse möglichster Vereinfachung 
der Formeln empfehlen sich die drei im Glied festen Hauptträgheits- 
achsen des Schwerpunktes, weil dann die der Drehung um den Schwer- 
punkt entsprechende lebendige Kraft sich direkt als Summe der 
lebendigen Kräfte darstellt, welche aus der Drehung um die drei 
festen Achsen mit den ihnen zukommenden Geschwindigkeitskompo- 
nenten resultieren. 

Nach den früher gemachten Annahmen f äUt eine Hauptträgheits- 
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achse des Schwerpunktes mit der Längsachse des Gliedes zusammen, 
und die beiden anderen sind den vom Hauptpunkte ausgehenden Quer- 
achsen paraUel. Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit um die 
der ersten und zweiten Querachse parallelen Hauptträgheitsachsen 
seien bezüglich «^ und /S^, und die zu der Längsachse gehörende sei y^] 
femer seien die zu diesen drei Achsen gehörenden Hauptträgheits- 
momente des Schwerpunktes bezüglich A^, B^ und C^. Dann ist der 
aus der Drehung des ersten Gliedes folgende Bestandteil der leben- 
digen Kraft 
(185) ^{A,a^ + B,ß,'+C,Y^). 

Die Größen «j, ß^, y^ lassen sich nun leicht mit Hilfe der zu 
den Drehungsachsen 21 , %c^^, 31 gehörenden Winkelgeschwindig- 
keiten (p^, ^/, Q^ bestimmen. Man hat zu diesem Zwecke nur zu 
beachten, daß die Drehungen um den Schwerpunkt S^ um Achsen, 
welche diesen vom Hauptpunkte H^ ausgehenden Achsen parallel sind, 
mit genau denselben Winkelgeschwindigkeiten vor sich gehen, so daß 
also diese ebenfalls als drei Komponenten der zu der Momentanachse 
des Schwerpunktes gehörenden Winkelgeschwindigkeit aufgefaßt wer- 
den können; die letzteren beziehen sich nur nicht auf Achsen, welche 
sämtlich im Gliede festliegen und aufeinander senkrecht stehen. Um 
die Beziehung zwischen den ' verschiedenen Winkelgeschwindigkeiten 
abzuleiten, zerlegt man am besten jede der drei Größen 9/, -9*/ und q^ 
in Komponenten, die sich auf 
die drei im Gliede festen Haupt- 
trägheitsachsen beziehen. 

Die Achse 51,. bildet mit 
der ersten Querachse den Win- 
kel Q^ und mit der zweiten den 

Winkel — — q^, wie man leicht 

aus Fig. 23 erkennt-, dagegen 

steht sie auf der Längsachse 

senkrecht. Daher liefert (p^ 

zu dem Werte von a^ den Bei- 

^g 9i' * cospi und zu dem 

Werte von ß^ den Beitrag 

tp^ ' siRQy Die Achse 21^ 

bildet mit der Längsachse den 

Winkel (p^ und mit der Ebene der beiden Querachsen den Winkel 

y — gj^; ihre Projektion auf die letztere Ebene bildet mit der ersten 

Querachse den Winkel ^ — Qi, und mit der zweiten den Winkel 
7C — Q^, Aus diesem Grunde zerlegt sich '&•/ in die drei Komponenten 
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'Ö'i'sinqPi • sinpi^ — -Ö*/ sinqPi cos()i und -d*/ cos^p^. Da endlich die 
Achse von q^' mit der Längsachse zusammenfällt, so stellt q^ unver- 
kürzt einen Beitrag von y^ dar. Man hat daher die Beziehungen: 

«1 = g?i'cos^i + d'^' aing)^ sin^^ 

(186) ßi = 9?^' sin()i — d'^' singj^ cosp^ 
?! = '9'/ cosg)i + 9i'. 

Setzt man diese Werte in (185) ein, so erhält man bei geeigneter 
Zusammenfassung schließlich für den aus der Drehung des ersten 
Gliedes um seinen Schwerpunkt S^ hervorgehenden Beitrag zur leben- 
digen Kraft 

(187) 1(^ cosV, + J9, sin V) • <Pi'' 

-f i (^1 sin^9)i sin^()i + B^ sin^^^ gos^q^ -f- C^ cos^^^J • d'^'^ + i C^ • p/^ 
+ (^1 — B^) sin^i sin^i cosp^ • fp^^i + C^ cosg?i • ^iQt- 

Ersetzt man in (187) durchweg den Index 1 durch 2, so erhält 
man den entsprechenden aus der Drehung des zweiten Gliedes um 
seinen Schwerpunkt resultierenden Anteil an der lebendigen Kraft. 
Addiert man diese letzten beiden Beiträge zu den aus (183) und (184) 
durch Multiplikation mit 4^m^ bzw. ^m^ hervorgehenden Größen und 
fögt noch (177) hinzu, so erhält man schließlich den Wert für die 
gesamte lebendige Kraft T des ganzen frei im Räume sich bewegen- 
den Gelenksystems. Der auf diese Weise sich ergebende Ausdruck 
ist zunächst ziemlich umfangreich. Er kann aber mit Hilfe der beiden 
reduzierten Systeme, sowie der Hauptpunkte und Hauptstrecken der 
beiden Glieder auf etwa die Hälfte von Summanden reduziert werden, 
wie aus den folgenden Überlegungen hervorgeht. 

Das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit (p^' erscheint bei Zu- 
sammenfassung aller den Faktor (p^^ enthaltenden Größen multipliziert 
mit der Summe 

(188) ^[(Ä, cosVi + -Bi sinVi) + m,e,' + m,d^'l 

Hierbei bedeutet A^ cos^^^ -f- B^ sin^^^ das Trägheitsmoment des 
ersten Gliedes in bezug auf die zu 21 parallele Schwerpunktsachse 
(vgl, Figur 23). Geht man zu der durch den Hauptpunkt H^ hin- 
durchgehenden Achse 31^^ selbst über (vgl. Figur 21), so vermehrt 
sich das Trägheitsmoment des ersten Gliedes um m^e^^. Fügt man 
weiterhin im Gelenkmittelpunkte G^ ^ ^^ ^^^ ersten Gliede noch die 
Masse Wg des zweiten, geht also zu dem ersten reduzierten System 
über, so vermehrt sich das Trägheitsmoment für die Achse 31^^ des 
Hauptpunktes H^ noch um m^d^. Es stellt daher der ganze 
Ausdruck (188) das halbe Trägheitsmoment des ersten redu- 
zierten Systems in bezug auf die Achse 91 durch seinen 
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Schwerpunkt H^ dar. Da die Achse 31 , welche ja mit 3er Knoten- 
linie des Hauptpunktes identisch ist, im ersten Gliede nicht fest liegt, 
so ist auch dieses Trägheitsmoment keine konstante Größe. Es ist 
daher geboten, dasselbe durch die beiden zu den festen Querachsen 
des ersten Gliedes gehörenden Trägheitsmomente auszudrücken. Da, 
wie sich herausstellen wird, in allen Summanden des mit Hilfe der 
reduzierten Systeme vereinfachten Ausdrucks für die lebendige Kraft 
des Systems die Gesamtmasse m^ als Faktor auftritt, so empfiehlt es 
sich weiterhin, zur Darstellung der Trägheitsmomente der reduzierten 
Systeme die Trägheit&radien einzuführen. Bezeichnet man bezüglich 
durch jp^, q^ und r^ die Trägheitsradien ^) des ersten reduzierten 
Systems (also nicht bloß des ersten Gliedes) für die drei Haupt- 
trägheitsachsen seines Sr.hwerpunktes H^, d. h. also für die vom 
Hauptpunkte H^ ausgehende erste und zweite Querachse und die 
Längsachse des ersten Gliedes, so ist 

(189) mogi^=-5i + miV + %rfi2 

Infolgedessen kann man an Stelle von (188) auch kurz schreiben 

(190) 1^0 [Pi^cos2()i + g'i^sinVi]. 

Faßt man in dem Ausdruck für die lebendige Kraft alle Sum- 
manden zusammen, welche (p^'^ als Faktor enthalten, so zeigt sich, 
daß dieses Quadrat der Winkelgeschwindigkeit (p^ multipliziert 
ist mit 

(191) ^ [(^3 COSV2 + J^a sin^(>2) + ^2^2^ + *^i ^2^]- 

Dieser Ausdruck hat aber, wie leicht zu erkennen ist, die Be- 
deutung des halben Trägheitsmomentes des zweiten reduzierten 
Systems in b^zug auf die Achse SL^ durch seinen Schwerpunkt H^, 
Bezeichnet man in entsprechender Weise mit p^, q^ und r^ die Träg- 
heitsradien des zweiten reduzierten Systems^) für die vom Haupt- 
punkte H^ ausgehende erste und zweite Querachse und die Längsachse 
des zweiten Gliedes, welche die drei Hauptträgheitsachsen des redu- 
zierten Systems darstellen, so hat man zunächst 



1) Es ist besonders zu beachten, daß in den. folgenden Formeln die mit 
^, ^ und r bezeichneten Größen Trägheitsradien und nicht, wie es zuweilen üb- 
lich ist, Winkelgeschwindigkeiten bedeuten. 

2) Mit r^ ist zwar oben schon die Entfernung des Schwerpunktes S^ vom 
Gelenkmittelpunkte G^^^ bezeichnet worden. Da diese Größe aber im weiteren 
Verlauf der Untersuchung nicht mehr angeführt wird, so kann diese doppelte 
Verwendung ein und desselben Buchstabens zu keinem Irrtum weiter Veran- 
lassung geben. 
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(192) m^q^^ = ^2 + ^2^2^ + %^2^ 
w^oV = ^2- 

Man kann daher den Ausdruck (191) ersetzen durch 

(193) \ m^ {p^^ eos2()2 + ft^ sin^()2]. 

Das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit ^^ zeigt sich multipli- 
ziert mit 

(194) ^ [(^1 sin^9)i sin^()i + B^ sin^^^ cos^^jj + C^ cos^gj^) 

In diesem Ausdruck bedeutet zunächst^ wie man unschwer an der 
Hand von Figur 23 und Figur 21 erkennen wird, die in runder 
Klammer eingeschlossene Summe das Trägheitsmoment des ersten 
Gliedes für die vertikale Achse seines Schwerpunktes. Da nun die 
ebenfalls vertikale Achs« 51^ durch den Hauptpunkt B^ von dem 
Schwerpunkte S^ den Abstand e^^m^p^ (vgl. Figur 21) besitzt, und 
der Gelenkmittelpunkt G^^^ von der Achse Sl^ um d^^mq)^ entfernt 
ist, so hat (194) ebenfalls die Bedeutung eines halben Trägheits- 
momentes des ersten reduzierten Systems, und zwar in bezug auf die 
vertikale Achse 31^^ durch seinen Schwerpunkt H^. Mit Hilfe der 
drei Hauptträgheitsradien läßt sich dasselbe aber in der kürzeren 
Form schreiben 

(195) ^/Wo [(/^i^sin^^i 4- gi^cos^^?^ sin Vi +.ri2cosVi]. 

Auf ganz entsprechende Weise leitet man ab, daß der Faktor von 
0*2'^ in dem Ausdruck für T den Wert hat 

(196) \m^ [(j92^ sin2^2 + ^2^ cos^g) sin^^g + ^2^ 0082^2]- 

Endlich erscheint das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit q^ und 
das von q^' niit dem halben Trägheitsmoment des ersten bzw. zweiten 
reduzierten Systems in bezug auf die Längsachse seines Kerngliedes 
multipliziert. Dies geht unmittelbar aus (187) unter Berücksichtigung 
von (189) hervor. 

In den Summanden von (187) und dem entsprechenden Ausdruck 
für das zweite Glied, welche das Produkt zweier zu demselben Gliede 
gehörenden Winkelgeschwindigkeiten besitzen, lassen sich nun auch 
die Trägheitsmomente der beiden reduzierten Systeme einführen; denn 
es ergibt sich nach (189) und (192) 

^-^2 = ^'o(P2'-0- 
Die nun noch übrig bleibenden Summanden in dem Ausdruck 
für T enthalten nur Produkte aus je zwei Winkelgeschwindigkeiten 
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von denen die eine zum ersten und die andere zum zweiten Gliede ge- 
hört. Wie man aus (183) und (184) erkennt, weisen alle diese Sum- 
manden nach geeigneter Zusammenfassung den gemeinsamen Faktor 
(;m^e^C2 — m^d^e^) auf, der sich ebenfalls mit Hilfe der reduzierten 
Systeme auf einen einfacheren Ausdruck bringen läßt. Ersetzt man 
nämlich nach (175) m^e^ durch mgdi, femer nach (176) —m^e^ durch 
m^c^ und tn^ + m^ durch m^^ so ergibt sich 

(198) ^n^e^C2 — ^22^1^2 = w^t/iCg.. 

Berücksichtigt man alle diese Vereinfachungen, so erhält man 
schließlich für die gesamte lebendige Kraft T des ganzen Gelenk- 
systems im Falle vollkommen freier Beweglichkeit im Räume 
den Wert 

(199) T = imo«2 + %'2 + 

+ i^h\Pi^^os^Qi + ^i'sinVi] • (fi^ 

+ ^^^[Vcos^^g + ^g^sin^^g] • ^2^ 

+ i-^oK-Pi^sin^pi 4- ^i^cos^^JsinVi + )\^cos\^] • a-/^ 

+ ^^o[(P2^^^^Q2 + ^a^cos^pg) sinV2 + r2*cosV2] * -^2'^ 

+ i^^'o^'i^ • Qi^ + i^o^'2^ • ^2'^ 

+ ^0 (Pi^ — Qi^) sin()i cospi sin^)! • ^i'-^i' 

+ ^h iP2^ — Q2^) siii(>2 cos()2 sin9?2 • (p^d-^' 

+ m^r^^GOsg)^ • d'^'g^' + fir^r^^ cos (p^ • d'^'g^' 

+ mQd^C2 [sin^i smq)^ + cos^p^ cosg?2 cos('9'2 — d"^)] • 9^1 V/ 

— niQdj^C2 cos^i sin 9)2 sin(^2 ~" '^1) * 9i '^2 

+ m^d^c^ sin^pi cosqpg sin('9'2 — #1) • (f<^^i 

+ m^d^c^ sin^i sin^^g cos(^2 ~" '^i) ' '^i''^2 • 

Von diesen 15 Gliedern, welche den Ausdruck für T zusammen- 
setzen, bezieht sich nur -das erste auf die lebendige Kraft, welche aus 
der Bewegung des Gesamtschwerpunktes S^ hervorgeht. Behält der 
letztere während der Bewegung des Systems seine Lage im Räume 
bei, so kommt das erste Glied von (199) in Wegfall. Die übrigen 
14 Glieder machen zusammen die lebendige Kraft der Bewegung des 
Systems um seinen Schwerpunkt aus. 

Aus Formel (199) kann man als speziellen Fall natürlich auch 
den bekannten Wert der lebendigen Kraft eines einzigen frei im 
Räume sich bewegenden starren Körpers erhalten. Man braucht zu 
diesem Zwecke nur die drei Winkelgeschwindigkeiten (p^j ^2 ^^^ 92 
gleich NuU zu setzen; dann verschwinden aus (199) alle Glieder, in 
welchen eine mit dem Index 2 versehene Größe vorkommt, und es 
bleiben im ganzen nur noch 6 Glieder, wenn der Schwerpunkt sich 
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nicht mitbewegt, sogar nur noch 5 Glieder übrig. ^) Die auf den 
Hauptpunkt des ersten Gliedes bezogenen Trägheitsradien p^y q^ und 
r^ gehen dabei in die Hauptträgheitsradien für den Schwerpunkt des 
starren Körpers über; denn das erste reduzierte System ist dann mit 
dem starren Körper und der Hauptpunkt H^ mit dem Schwerpunkte 
desselben identisch. 

Ist beim zweigliedrigen Gelenksystem das Trägheitsellipsoid eines 
jeden der beiden reduzierten Systeme ein Rotationsellipsoid mit der 
Längsachse seines Kerngliedes als Rotationsachse — ein Fall, der sich 
bei den Extremitätenabschnitten des menschlichen Körpers nahezu 
realisiert findet — , so vereinfacht sich die Formel (199) noch etwas. 
Da in diesem Falle die zu den beiden Querachsen eines jeden Gliedes 
gehörenden Hauptträgheitsachsen pj und qj einander gleich Averden, so 
fallen zunächst die beiden Summanden auf der siebenten und achten 
Zeile der rechten Seite von (199) fort; außerdem gehen die Summen 
Pj^ cos^ Qj + qj^ BiR^ Qj und pj^ s'm^ q.- + qj^ go8^ qj dann einfach in 
Pj^ über. 

Die Formel (199) gibt den Wert der lebendigen Kraft des Ge- 
lenksysteras für jede beliebige Bewegung desselben an; sie muß daher 
auch jeden speziellen Fall in sich enthalten. Bei den Bewegungen 
organischer Gelenksysteme kommt es nun vielfach vor, daß ein Punkt 
auf der Längsachse eines Gliedes fest bleibt. Denkt man z. B. den 
Rumpf mit dem an ihm befindlichen Schultergürtel im Räume fest- 
gestellt, so kann der Arm sich nur noch so bewegen, daß ein Punkt 
der Längsachse des Oberarms, nämlich der Mittelpunkt des Humerus- 
kopfes, seinen Ort im Räume beibehält. Man kann daher in diesem 
Falle für die Untersuchung der Bewegungen des Armes unter der 
Einwirkung der Muskeln den Arm ganz vom übrigen Körper losgelöst 
annehmen und ihn als ein nur aus zwei oder drei Gliedern zusammen- 
gesetztes räumliches Gelenksystem auffassen, bei dessen Bewegungen 
ein Punkt der Längsachse des Oberarms im Räume festbleibt. 

Um für den Fall, daß ein Punkt 0^ der Längsachse des ersten 
Gliedes eine feste Lage im Räume einnimmt, den speziellen Wert der 
lebendigen Kraft des Systems anzugeben, braucht man nur zu unter- 
suchen, in welcher Weise sich die Geschwindigkeit .des Gesamtschwer- 
punktes Sq durch die 6 Winkelgeschwindigkeiten y;, d'j, Qj ausdrücken 
läßt; denn nach den früheren Angaben hat das Gelenksystem in 
diesem Falle nur noch 6 Grade von Bewegungsfreiheit, so daß also 
6 allgemeine Koordinaten genügen müssen, um alle für die Bewegung 

1) Man vergleiche z. B. den in der Theorie des Kreisels von Klein und 
Sommerfeld auf Seite 156 angegebenen Wert für T, wobei zu beachten ist, 
daß dort an Stelle der hier verwendeten Buchstaben qp, -ö*, p die Buchstaben 'S*, 
1/j, qp stehen, und daß die Formel sich nur auf den symmetrischen Kreisel be- 
zieht, bei welchem die Trägheitsmomente A und B gleiche Werte haben. 
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in Betracht kommenden Größen, insbesondere die lebendige Kraft des 
Systems ausdrücken zu können. 

Der feste Punkt 0^ liege auf der Längsachse des ersten Gliedes 
so, daß der Hauptpunkt H^ von ihm in positiver Richtung um die 
Strecke c^ entfernt ist (vgl. Fig. 21). Nach der allgemein gültigen 
Beziehung zwischen den Hauptpunkten und dem Gesaintschwerpunkte 
des Systems gelangt man von 0, nach Sq, indem man die Vektor- 
summe q + Cg bildet. Umgekehi-t wird man von Sq auf 0^ geführt, 
wenn man von ihm aus diese beiden Vektoren in entgegengesetzter 
Richtung nacheinander abträgt. Nach den Überlegungen, wdche zu 
der Aufstellung von Formel (178) geführt haben, kann es nicht 
zweifelhaft sein, daß man direkt durch diese Formel auch die zu Sq 
relative Verrückung des Punktes Oj ausdrücken kann, falls man in 
derselben nur den Vektor — ^j, um welchen ä^ von H^ entfernt ist, 
durch den Vektor — c^ ersetzt. Es muß daher umgekehrt die zu 
dem festen Punkte 0^ relative Verrückung des Gesamtschwerpunktes 
Sq, bei welcher den einzelnen Komponenten der Verrückung natürlich 
das^ entgegengesetzte Vorzeichen zukommt, den Wert besitzen 



(200) Cj • d(p^ -f q sin q)^ • dd^^ + Cg • dq)^ + (^ sin ^jg * ^'^2- 

Man erhält also unmittelbar das Quadrat der Geschwindigkeit 
des Gesamtschwerpunktes bei festgehaltenem 0^ aus Formel (183), 
indem man nur in derselben überall e^ durch c^ ersetzt. Denkt man 
dies ausgeführt und den ganzen Ausdruck mit ^Mq multipliziert, so 
hat man damit den Teil der lebendigen Kraft des ganzen Gelenk- 
systems gewonnen, der aus der Bewegung des Gesamtschwerpunktes 
im vorliegenden Falle resultiert, und welcher in Formel (199) an 
Stelle von l^^oCV^ + ^o'^ + VO ^^ setzen ist. 

Faßt man nun wiederum alle Glieder in T zusammen, welche 
als Faktor das Quadrat der gleichen Winkelgeschwindigkeit oder ein 
Produkt aus denselben beiden Winkelgeschwindigkeiten enthalten, so 
zieht sich der ganze Ausdruck diesmal auf nur 14 Glieder zusammen. 

Der Faktor von 9/^ in (199) hatte die Bedeutung des halben 
Trägheitsmomentes des ersten reduzierten Systems in bezug auf die 
Achse 31 durch den Hauptpunkt des ersten Gliedes. Da der letztere 
den Schwerpunkt des reduzierten Systems darstellt, so wird sich das 
Trägheitsmoment desselben um niQÜ^ vermehren, wenn man zu einer 
zu S( parallelen Achse übergeht, welche vom Hauptpunkte H^ den 
Abstand a besitzt. Nun wird durch das Hinzutreten der lebendigen 
Kraft des Gesamtschwerpunktes der Faktor von 9/^ um -^/^o^i^ ^®^" 
größert. Denkt man durch 0^ eine zu 21^^ parallele Achse gelegt, 
so besitzt dieselbe vom Hauptpunkte H^ den Abstand c^, weil ja 
diese Achse auf der Längsachse des Gliedes senkrecht steht. Hieraus 
ist aber zu erkennen, daß nach der Zusammenfassung der Faktor von 
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g)^^ das halbe Trägheitsmoment des ersten reduzierten Systems für 
die zu 51 parallele Achse durch 0^ bedeutet. Da der Punkt 0^ 
auf einer Hauptträgheitsachse des Hauptpunktes H^ liegt, so werden 
die drei Hauptträgheitsachsen des Punktes 0^ denen des Schwer- 
punktes H^ des reduzierten Systems parallel laufen; die eine wird 
also wieder mit der Längsachse des ersten Gliedes zusammenfallen, 
während die beiden anderen in der Eichtung der Querachsen des 
Hauptpunktes verlaufen. 

Bezeichnet man die Hauptträgheitsradien des ersten reduzierten 
Systems für den Punjit 0^ bezüglich mit Pq^, Qq^, r^j, so hat man 
zwischen denselben und den Hauptträgheitsradien des Schwerpunktes H^ 
demnach die Beziehungen 



(201) 



Beachtet man, daß die zu % parallele Achse durch 0^ mit den 
Hauptträgheitsachsen von 0^ die gleichen Winkel bildet, wie %^^ 
mit den Hauptträgheitsachsen von J3i, so kamn man das mit y^'^ 
multiplizierte Glied der lebendigen Kraft im vorliegenden Falle auch 
schreiben 
(202) ^Mq [p^i cos2 Q^ + go^i sin« ()J • 9)/ ^ 

Man überzeugt sich leicht, daß man auch in den beiden mit 
d'^^ und ^1'« multiplizierten Gliedern in (199) nur den Index 1 durch 
Ol zu ersetzen braucht, d. h. also, daß der Faktor von d'^^ das halbe 
Trägheitsmoment des ersten reduzierten Systems in bezug auf die zu 
21^^ parallele Achse durch 0^ bedeutet, und der Faktor von ()/^ wieder, 
gleich ist dem halben Trägheitsmoment des reduzierten Systems für 
die Längsachse des Gliedes, welche in diesem Falle als Hauptträgheits- 
achse des Punktes 0^ aufzufassen ist. Das erstere geht daraus hervor, 
daß die zu 31^^ parallele Achse durch 0^ von Ä^ den Abstand c^ sin (p^ 
besitzt, und durch die lebendige Kraft des Gesamtschwerpunktes Sq 
gerade der Faktor von '9'/« um ^Mqü^^ sin^ q)^ vermehrt wird. 

Nach diesen Auseinandersetzungen Ist es nun nicht schwer eim 
zusehen, daß die Faktoren von gjg'^? "^2'^ ^^^ Q2^ ^ ^®^ Ausdruck 
für die lebendige Kraft des um den festgehaltenen Punkt 0^ sich 
bewegenden Gelenksystems die halben Trägheitsmomente des zweiten 
reduzierten Systems in bezug auf die bezüglich zu % , %^^ und ^ 
parallelen Achsen durch den Gelenkmittelpunkt G^^ bedeuten; 
denn die durch den letzteren gezogenen Achsen besitzen von jffg be- 
züglich die Abstände c^, Cg sin g?g und 0. Bezeichnet man mit ^^2> 
^02 ^^^ *'o2 ^i® ^^ ^®^ Gelenkmittelpunkt G^ g ®^^^ beziehenden 
Hauptträgheitsradien des zweiten reduzierten Systems, so bestehen 
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zwischen diesen und den Hauptträgheiteradien ^^^^ q^, r^ des Schwer- 
punktes H^ des reduzierten Systems die Beziehungen 

(203) ^0^2 = q,^ + Ca« 

Aus diesen und den Formeln (201) erkennt man weiterhin, daß 
man auch in der sechsten bis neunten Zeile von (199), trotzdem zu 
den dort stehenden Ausdrücken nichts weiter hinzukommt, die Träg- 
heitsradien der Hauptpunkte durch die des Punktes 0^ bezüglich G^^ 
ersetzen kann; denn es gilt nach (201) und (203) allgemein 

(204) Po'j-q,'j=p;-q;. 

Die nun noch fehlenden Glieder der lebendigen Kraft erscheinen 
nach geeigneter Zusammenfassung sämtlich • mit demselben Faktor 
(d^c^ + CjCg) multipliziert. Bezeichnet man den Abstand des Gelenk- 
mittelpunktes 6ri 2 ^^^ ^1 ^i^ h) ^^ ^^^ ^^^ 

(205) Z^ = Ci 4- dl 

ist, so kann man den gemeinsamen Faktor der vier letzten Glieder 
kurz durch ZjCg angeben. 

Man erhält daher schließlich für die lebendige Kraft T des Ge- 
lenksystems für den Fall, daß dasselbe sich nur um einen festen 
Punkt Oj der Längsachse des ersten Gliedes bewegen kann, 
den Wert 

(206) T = imo [pl cos^ q, + ql sin« q,] • 9/ « 

+ i^o W cos« Q^ + q§2 sin« q^] • (p^'^ 

+ h^o [(M sin« 9i + qii cos« p^) sin« (p^ + rA cos« 9?J ■ O-/« 

+ i^o [(j>oi sin« Q^ + q^2 cos« q^) sin« (p^ -|- rg^ cos« 9)3] • ^^' « 

+ ^m^rii ()/« + ^moro«2 • ^/^ 

+ ^0 (jPot — 20^1) si^ ^1 cos pi sin (p^ • gj/'d-/ 

+ ^0 (^0^2 — ^0^2) sin 92 cos ()2 sin q)^ • 9?2''^2' 

+ Wo^o«! cos 9)1 • ^i'()/ + niQrii cos 92 • '^2^2' 

+ ^0^1 ^2 [sin 9?i sin gjg + cos 9)1 cos 9^2 cos (d'2 — d-^)^ • (p^q)^ 

— m^l^c^ cos 9?j sin 9^2 sin (1)^2 ~" '^1) * 9i '^2' 

+ m^l^c^ sin y^ cos 9^2 sin ('^'2 — %'^ • 9?2'^i' 

+ m^l^c^ sin 9)^ sin tp^ cos ('^'g — ^"^ • 0"/'9'2'. 

c) Die Bewegwngsgleichungen. 

Den neun Freiheitsgraden des Systems im Falle freier Beweglichkeit 
im Räume entsprechen neun Bewegungsgleichungen, welche untier Ver- 
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Wendung der allgemeinen Lagrangeschen DilGferentialgleichungen 
zweiter Art aus dem unter (199) angegebenen Wert für die lebendige 
Kraft T des Systems leicht abgeleitet werden können, indem man die 
in diesen vorgeschriebenen partiellen Differentiationen der Reihe nach 
für die neun allgemeinen Koordinaten x^y y^, Zq, (p^, #i, q^, q)^, d'^, q^ 
und ihre ersten Abgeleiteten ausführt. 

Die drei ersten sich auf diese Weise ergebenden Differential- 
gleichungen lauten 

(207) Mo- I/o" = 2: r 

m^' z^[ =^ EZ, 

wobei Xq\ y^' und z^' die zweiten Differentialquotienten der drei 
rechtwinkligen Koordinaten des Gesamtschwerpunktes nach der Zeit ty 
und Z'X, EYy und 2Z die Summen der in der Richtung der drei Koordi- 
natenachsen verlaufenden Komponenten der sämtlichen äußeren Kräfte 
des ganzen Gelenksystems darstellen. Es sind dies die bekannten 
Bewegungsgleichungen, welche aussagen, daß der Schwerpunkt S^ sich 
gerade so bewegt, als ob die ganze Masse m^ des Systems in ihm 
konzentriert wäre und alle äußeren Kräfte in ihrer Richtung und 
Stärke direkt in ihm angriffen. 

Während diese ersten drei Differentialgleichungen sich somit 
auf die Translationsbewegung beziehen, welche das ganze System 
nach Maßgabe der Bewegung seines Gesamtschwerpunktes ausführt, 
beschäftigen sich die übrigen sechs Gleichungen mit den außerdem von 
den beiden Gliedern des Systems ausgeführten Drehungen im Räume. 
In ihnen kommen die Koordinaten Xq, y^, Zq des Schwerpunktes und 
deren Abgeleitete gar nicht mehr vor, sondern sie enthalten nur noch 
die sechs Winkelkoordinaten und deren ersten und zweiten Differential- 
quotienten nach der Zeit. Aus der lebendigen Kraft des Systems 
lassen sich dieselben bekanntlich durch die Formeln ableiten 

(^^^) Tt (äv) ■" ^^ ^ ^^- dt (d^) ~ F^ = ^^* 

dt\dQ/) a^i ^^' di\dQ^') cQi ^?«' 

wobei im vorliegenden Falle unter Q^dcpy Q^dd'^, ö^,^(>i? Q^pß^i^ 
Q^ß^2 "^^ QoßQ^ ^i® Summen der partiellen Elementararbeiten zu 
verstehen sind, welche von sämtlichen am Gelenksystem angreifenden 
äußeren und inneren Kräften geleistet werden, wenn man dem System 
sukzessive Verrückungen erteilt, bei welchen entweder das erste Glied 
bezüglich um die durch seinen Hauptpunkt gehende Achse 31^^, 81^^ 
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oder 21 um den unendlich kleinen Winkel rf^i, dd-^ oder dg^ gedreht 
wird und das zweite System gleichzeitig Transktionsbewegung aus- 
führt, oder bei welcher das zweite Glied sich bezüglich um die durch 
seinen Hauptpunkt gehende Achse 21^^, 81^^ oder 21^^ um den un- 
endlich kleinen Winkel dtp^, dd'2 oder d^^ dreht und dabei gleich- 
zeitig das erste Glied nur Translationsbewegung ausführt. Nach der 
in Rücksicht auf die Kräfte vorgenommenen Erweiterung des BegriflFs 
der reduzierten Systeme kann man auch kurz sagen, daß die obigen 
Produkte die Elementararbeiten der sämtlichen am ersten bzw. zweiten 
reduzierten System angreifenden Kräfte darstellen, welche dieselben bei 
den Drehungen des betreJGFenden reduzierten Systems um seine durch 
seinen Schwerpunkt hindurchgehenden Achsen 21 , 21^ und 21 um 
die unendlich kleinen Winkel dq), dd' und dg leisten. 

Führt man die in der ersten Gleichung vorgeschriebenen 
Differentiationen aus, so erhält man nach geeigneter Zusammenfassung 
für die linke Seite der Differentialgleichung den Wert 

Mq [pi^ cos? p, + q^^ sin^ (> J • 9/' 

— 2^0 Oi^ - gi^) sin ()i cos q^ • 9i>/ 

— Mq [(pi^ sin^ Q^ + Qi^ cos^ Q^) — r^^] sin (p^ cos g)^ • -ö*/^ 
+ Wo [(Pi^ — 3i^) (cos^ Q^ — sin^ Q^) + r^^] sin (p^ • O'^'q^' 

+ m^d^c^ [sin q)^ sin ^g + ^^s cp^ cos (p^. cos (-ö-g — d'^)] • ^g ' 
+ niQd^c^ [sin (p^ cos gjg ~" ^^s 9i sin g?g cos (#2 — '^i)l • 9^2^ 

— m^d^c^ cos q)^ sin 9)3 sin (p'2 — d'^^) - ^'^'^ 

— m^d^c^ cos (p^ sin (p^ cos {Q-^ — d"^ • d'^^ • 

— 2mQd^C2 cos 9?i cos g)2 sin ('ö'g — d-^) • ^2 "^2' • 

So kompliziert dieser aus zehn Summanden bestehende Ausdruck 
auch erscheint, so läßt sich derselbe doch in sehr einfacher Weise 
deuten. 

Zunächst erkennt man sofort, daß die ersten fünf Summanden nur 
Winkelgeschwindigkeiten und Winkelbeschleunigungen enthalten, die 
sich auf die Drehung des ersten Gliedes, oder richtiger des ersten 
reduzierten Systems beziehen. Die übrigen fünf Summanden sind da- 
gegen nur mit Winkelgeschwindigkeiten und Winkelbeschleunigungen 
behaftet, welche die Drehung des zweiten Gliedes oder vielmehr des 
zweiten reduzierten Systems charakterisieren; dabei kommen in den 
letzteren die Winkelgeschwindigkeit Q2 ^^^ ^i® Winkelbeschleunigung 
(jg" der Drehung des zweiten reduzierten Systems um die Längsachse 
seines Kerngliedes überhaupt nicht vor. 
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Denkt man das zweite Glied ganz fort, so daß man es nur noch 
mit einem einzigen starren Körper, nämlich dem ersten Gliede, zu tun 
hat, so kommen die letzten fünf Summanden in (209) zum Wegfall. 
Beachtet man, daß in diesem Falle das erste reduzierte System von 
dem ersten Gliede nicht mehr verschieden ist, daß also die "Masse Mq 
in die Masse m^ des ersten Gliedes, der Hauptpunkt H^ in den 
Schwerpunkt des ersten Gliedes und die Hauptträgheitsradien ^^ , g^, r^ 
des ersten reduzierten Systems in die für den Schwerpunkt des ersten 
Gliedes übergehen, so erkennt man unmittelbar, daß die fünf ersten 
Glieder des. Ausdrucks (209), in welchem dann auch der Index 1 über- 
flüssig wird, die linke Seite der auf die (p Koordinate bezüglichen 
Lagrangeschen Differentialgleichung der Drehung des starren Körpers 
um seinen Schwerpunkt darstellen. Die rechte Seite dieser Differential- 
gleichung ist, worüber man naqh 9d und den ausführlichen Auseinander- 
setzungen über das ebene Gelenksystem nicht im Zweifel sein kann, 
dann gleichbedeutend mit dem resultierenden Drehungsmoment der 
sämtlichen am starren Körper angreifenden Kräfte in bezug auf die 
Achse 21 durch den Schwerpunkt desselben, welche mit der Knoten- 
linie identisch ist. 

Wenn nun aber das zweite Glied nicht fortfällt, sondern in der 
festgesetzten Weise mit den ersten gelenkig verbunden ist, so be- 
ziehen sich die ersten fünf Summanden von (209) auf das erste re- 
duzierte System, indem dann p^, q^ und r^ die Hauptträgheitsradien 
desselben für seinen Schwerpunkt, d. h. den Hauptpunkt des ersten 
Gliedes, bedeuten. Bringt man die letzten fünf Summanden von (209), 
welche der drehenden Bewegung des zweiten GKedes des Gelenk- 
systems ihren Ursprung verdanken, auf die rechte Seite der Lagrange- 
schen Gleichung, so hat man auf der linken Seite der letzteren dann 
genau den gleichen Ausdruck wie bei der entsprechenden zu einem ein- 
zigen starren Körper gehörenden Lagrangeschen Differentialgleichung. 
An Stelle des starren Körpers ist aber jetzt das ebenfalls 
als starrer Körper aufzufassende erste reduzierte System 
getreten. 

Auf der rechten Seite der Gleichung steht, abgesehen von den 
fünf herübergebrachten Summanden von (209), die Summe Q^^^ der 
Drehungsmomente sämtlicher am ersten reduzierten System angreifenden 
Kräfte in bezug auf die Ache 21 durch den Hauptpunkt des ersten 
Gliedes; dabei sind nach dem früheren unter den am ersten reduzierten 
System angreifenden Kräften zu verstehen: zunächst alle am ersten 
Gliede direkt angreifenden Kräfte in ihrer richtigen Lage, also mit 
ihrem richtigen Angriffspunkt, und dann außerdem noch alle ursprüng- 
lich am zweiten Gliede angreifenden KxMie, nachdem sie parallel mit 
sich nach dem Mittelpunkte G^ ^ ^^^ Verbindungsgelenkes verlegt 
worden sind. Zu diesen Drehungsmomenten treten nun die letzten 
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fünf Summanden des Ausdruckes (209) mit umgekehrten Vorzeichen, 
deren Bedeutung die folgende ist. 

Der erste Summand hat den Faktor niQC^^)^', der zweite den 
Faktor m^c^^f^'^, der dritte den Faktor m^c^ sin (f^^^", der vierte den 

Faktor m^c^ sin (p^^^^ und der letzte den Faktor 2mo<?2 9^2 '^2'^^^ (y"^"^^)^ 
wobei im letzten Ausdruck cos (p^ durch sin (— + ^g) ersetzt worden 

ist. Abgesehen von dem in allen Summanden außerdem vorhandenen 
Faktor d^ kann der noch übrig bleibende Faktor als der Kosinus 
eines einzigen Winkels aufgefaßt werden. 

Nun geben (^(f^ imd c^(p2^ die Größen der Tangential- 
beschleunigung und Normalbeschleunigung an, welche der Hauptpunkt 
des zweiten Gliedes infolge der Drehung des letzteren um die Achse 
§1 relativ zum Gelenkmittelpunkte G^^ besitzen. Man kann auch 
sagen, es sind die beiden Komponenten der Beschleunigung, welche 
der Hauptpunkt H^ erfährt, wenn das zweite Glied um eine zu 
% parallele Achse durch den Gelenkmittelpunkt mit einer Winkel- 
geschwindigkeit (p^ und Winkelbeschleunigung (p^' gedreht wird. 
Die Tangentialbeschleunigung ist senkrecht zur Längsachse des zweiten 
Gliedes gerichtet und liegt dabei in der Ebene ©g (^^g- 21), welche 
mit der y^-Ebene des ruhenden Koordinatensystems den Winkel #2 
bildet; in Figur 22 ist diese Richtung durch den nach 2 gehenden 
Kugelradius dargestellt. Die Normalbeschleunigung liegt dagegen in 
der Längsachse selbst und ist nach dem Gelenkmittelpunkte G^ ^ hin 
gerichtet; sie besitzt also die negative Richtung der Längsachse des 
zweiten Gliedes. In Figur 22 ist der in dieser Richtung verlaufende 
Kugelradius eingezeichnet und sein Endpunkt auf der Kugeloberfläche 
durch 2' angedeutet worden. 

Bei der Drehung des zweiten Gliedes um die Achse %^ führt 
der Hauptpunkt H^ relativ zum Gelenkmittelpunkte G^ 2 ^®i ^on- 
stantem (f^ eine Kreisbewegung in horizontaler Ebene aus, deren 
Radius c^ sin tp^ ist. Da die Drehung um diese vertikale Achse mit 
der Winkelgeschwindigkeit d^^ und der Winkelbeschleunigung i^g" 
stattfindet, so erfährt der Hauptpunkt des zweiten Gliedes infolge 
dieser Drehung relativ zu G^^ ®i^® Beschleunigung, deren Tangential- 
und Normalkomponente horizontale Richtung und bezüglich die 
Größen c^witp^d'^' und Cg sin 9)2^2'^ besitzen. Die erstere steht dabei 
senkrecht auf der Ebene (£2 (Fig. 21); ihre Richtung wird in Figur 22 
durch den nach H führenden Kugelradius dargestellt. Die letztere 
liegt in der Ebene ©2 selbst und ist nach der durch G^ 2 gehenden 
Vertikalen hin gerichtet, so wie es in Figur 22 der nach H' gehende 
Kugelradius andeutet. 

Endlich gibt der Ausdruck 2c2 9>2 '^2' ^^^ (^ + 9^2); ^^^ ™^^ leicht 

Fischer, Mechanik der lehenden Körper. 11 
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erkennt, die Größe der zusammengesetzten zentrifugalen Beschleunigung 
des Hauptpunktes H^ relativ zu G^ ^ an. Die Bewegung von H^ 
relativ zum Gelenkmittelpunkte Gr^ ^ läßt sich nach den bisherigen 
Überlegungen so entstanden denken, daß derselbe sich in der Ebene 
(Sg niit der linearen Geschwindigkeit c^(p^ bewegt, dabei aber diese 
Ebene selbst sich um eine durch G^ ^ gehende vertikal nach unten 
gerichtete Achse mit der Winkelgeschwindigkeit d"^ dreht. Nach dem 
Lehrsatz -von Coriolis erfährt der Punkt infolge dieser zusammen- 
gesetzten Bewegung noch eine Beschleunigung, deren Größe durch 
das doppelte Produkt aus der linearen Geschwindigkeit in Sg, der 
Winkelgeschwindigkeit der Drehung dieser Ebene und dem Sinus 
des • zwischen der Richtung jener linearen Geschwindigkeit und der 
Drehungsachse von ©g eingeschlossenen Winkels gemessen wird; dieser 

Winkel ist aber gleich « + 9^2? ^^® ^^^ ^^^ Figur 21, und ins- 
besondere auch aus Figur 22 erkennt, in welcher der nach 2 gehende' 
Kugelradius die Richtung der linearen Geschwindigkeit und der 
vertikal nach unten zeigende Radius die Richtung der Drehungsachse 
angibt. Die Richtung dieser sogenannten zusammengesetzten zentri- 
fugalen Beschleunigung steht sowohl auf der linearen Geschwindig- 
keit als auch auf der Drehungsachse senkrecht und zeigt dabei nach der 
Seite, von welcher aus die Drehungsachse durch eine entgegen dem 

Sinne des Uhrzeigers stattfindende Drehung um den Winkel -^ + (f^ 

in die Richtung der linearen Geschwindigkeit c^(p^ übergeführt wird; 
sie wird daher in Figur 22 durch den nach II gehenden Kugelradius 
veranschaulicht. 

Die geometrische Summe der angeführten fünf Beschleunigungs- 
komponenten gibt die gesamte Beschleunigung y^ an, welche der 
Hauptpunkt H^ des zweiten Gliedes relativ zum Gelenkmittelpunkte 

6ri 2 erfährt. Man hat also, wenn man für sin y~ -f (pA wieder cos^?^ 

einsetzt: 

(210) ^2 = ^29^2" + ^2 W^ + C2sin9?2'^2" + Cgsin^g-ö-g'^ + 2c^(p^^^c>o^(p^ . 

Nach dem unter 9 b) zuletzt angeführten allgemein gültigen 
Satze liegt der Schwerpunkt 8^ des zweiten Gliedes auf der Ver- 
längerung des von G^ 2 i^^-ch H^ führenden Vektors, d. h. aber hier 
der Längsachse des zweiten Gliedes, und zwar so, daß sein Abstand 
r^ von G^ 2 sich zu Cg verhält, wie die Gesamtmasse m^ zu der Masse 
m^ des zweiten Gliedes, was übrigens auch schon in der ersten der 
Formeln (176) zum Ausdruck gekommen ist. Man kann daher durch 
(210) auch sofort die Beschleunigung angeben, welche der Schwerpunkt 
Sg des zweiten Gliedes relativ zu G^ 2 besitzt; man braucht zu diesem 
Zwecke nur auf der rechten Seite von (210) an SteUe von c^ überall 
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den Schwerpunktsabstand r^ einzusetzen. Denkt man den so ab- 
geänderten Ausdruck mit der Masse m^ des zweiten Gliedes multi- 
pliziert^ so erhält man nach Größe und Richtung die Effektivkraft E^ 
des Schwerpunktes S, für seine zum Gelenkmittelpunkte G^ g relative 
Bewegung, falls man in ihm die Masse des zweiten Gliedes konzen- 
triert denkt. Da nun aber nach (176) w^rg durch m^c^ ersetzt werden 
kann, so ist diese EjGFektivkraft gleich der zu G^ ^ relativen Eflfektiv- 
kraft des Schwerpunktes H^ des zweiten reduzierten Systems, sofern 
man in demselben die Masse w^ dieses Systems konzentriert denkt. 
Man hat daher für die relative EflFektivkraft E^ ^^^ Schwerpunktes 
S2 aus (210) die Vektorsumme 

(211) E^ = moCj^g" -f- m^c^tp^^ + m^c^üntp^d'^' + m^c^mn(p^%'P 

+ 2mQC^(p^ ^^' cos(p^. 

Es läßt sich nun leicht nachweisen, daß die in den letzten fünf j 

Gliedern von (209) zu den Größen dieser füuf Komponenten der ! 

EflFektivkraft E^ außer der Hauptstrecke d^ noch hinzutretenden i 

Faktoren nichts anderes sind als die Kosinus der Winkel, welche die 
Richtungen dieser fünf Komponenten bezüglich mit der zur Achse % 
und der Längsachse des ersten Gliedes senkrechten Richtung bilden, 
die in Figur 22 durch den Kugelradius Gl angegeben ist. Der Radius 
Gl bildet mit den fünf Komponenten bezüglich die Winkel (1;2); 
(1, 2'); (1, H); (1, ir) und (1, II). Die Kosinus der Winkel (1, 2) und 1 

(1, 11) sind schon in (182) angegeben worden. Für die Kosinus der 
beiden Winkel (1, 2') und (1, 11') folgt aber aus den sphärischen Drei- 
ecken (1P2') und (ITIY) nach dem Kosinussatz der sphärischen 

Trigonometrie, da (P, 2') gleich (p^ und (P, 11') gleich ^ ist, in der Tat 

cos (1, 2') = sin 9?i cos g?2 — cos q)^ sin 9)3 cos (-ö-j — d-^ 
cos (1, ir) = — cos g?i cos {d"^ — -Ö-J. 

Es hat sich also ergeben, daß die fünf letzten Glieder des Aus- 
drucks (209) zusammen gleich sind der mit der Hauptstrecke d^ mul- 
tiplizierten Projektion der zu G^ ^ relativen Eflfektivkraft des Schwer- 
punktes S^ auf die Richtung Cl, welche gleichzeitig auf der Längs- 
achse des ersten Gliedes und der Richtung der Achse % senkrecht 
steht. Denkt man nun aber diese fünf Summanden von (209) auf 
die rechte Seite der zur Koordinate (p^ gehörenden Lagrangeschen 
Gleichung gebracht, so ändert sich in aUen das Vorzeichen; sie geben 
dann zusammen die mit d^ multiplizierte Projektion eiaer der EflFektiv- 
kraft JBg entgegengesetzt gleichen Kraft — E^ auf die Richtung Gl 
an. Da d^ den vom Hauptpunkte H^ des ersten Gliedes nach dem 
Gelenkmittelpunkte G^ 2 gezogenen Vektor bedeutet, und dieser Vektor 
auf der Richtung der Projektion von — E^ senkrecht steht, so gibt 

11* 



164 I- Allgem. Teil. B. Das n-glied. ebene u. d. räuml. Gelenksystem. [Nr. 11. 

die Summe der fünf auf die rechte Seite der Gleichung gebrachten 
Summanden das Drehungsmoment an, welches die der relativen EflFektiv- 
kraft E2 entgegengesetzt gleiche Kraft — E^ auf die durch den Haupt- 
punkt des ersten Gliedes gehende Achse 3t ausüben würde, wenn sie 
nicht im Schwerpunkte S^^ sondern in gleicher Stärke und Richtung 
im Gelenkmittelpunkte G^ 2 angriffe. Beachtet man nun, daß die 
sämtlichen am zweiten Gliede angreifenden Kräfte parallel mit sich 
nach dem Gelenkmittelpunkte G^ g verlegt und den direkt am ersten 
Gliede angreifenden Kräften hinzugefügt werden mußten, um die Ein- 
wirkung der Kräfte auf das erste reduzierte System zu erhalten, und 
daß die auf der rechten Seite der Lagrangeschen Gleichung ur- 
sprünglich stehende Größe Q das Drehungsmoment aller dieser Kräfte 
in bezug auf ebendieselbe durch Hj^ gehende Achse S( bedeutet, so 
braucht man also nur den am ersten reduzierten System angreifenden 
Kräften noch die Kraft — i'g im Gelenkmittelpuukte Gj 2 hinzuzu- 
fügen, um die ganze drehende Einwirkung auf das erste reduzierte 
System bezüglich der durch seinen Schwerpunkt H^ gehenden Achse 
3t „ zu erhalten. Unter dem Einfluß des resultierenden Drehungs- 
momentes aller dieser Kräfte bewegt sich dann das erste reduzierte 
System genau so wie ein einziger starrer Körper. 

Es läßt sich voraussehen, daß das entsprechende Resultat für die 
Drehung des ersten reduzierten Systems um die im Räume feste, vom 
Hauptpunkte H^ aus vertikal nach unten gerichtete Achse 3t^^ gelten 
wird. Um den strengen Beweis hierfür zu erbringen, muß man die 
zur Koordinate O-^ gehörende Lagrangesche Gleichung von (20S) in 
extenso anschreiben. Die Ausführung der partiellen Differentiationen 
von (199) nach d"^' und d'^ und der totalen Differentiation des zuerst 
erhaltenen Ausdruckes nach der Zeit t ergibt schließlich bei geeigneter 
Zusammenfassung verschiedener Glieder den Wert 

^o[(Pi^sin'^()i+gi^cos^()i)sin^9?i + r^^cos^9j-0"i" 
+ 'f^hW—^i^)^^^Qi cös^i sin^j -^i" 
-I- moi-i^cos^i'^)/' 

+ 2fnQ{p{^—q^^) siiiQi cos^^ sin^^^ • d-^'g^' 

+ fnQ(pi^—q^^)smQiGOSQ^coBq)i'(pi'^ 

+ ^^0 [(ih^-qi^) (cos^^i— sin^i) - r^^ \ sin (p^ • 9/ 0/ 

+ Wod^Cgsin^i cos(p2 sin(iJ'2-— -ö-i) • ^g 

— mQ d^ Cg sin (p^ sin g>2 sin (ß^^ — ^i)'^2^ 
+ m^d^c^ sin^?! singjg cos('9'2— -ö*!) • d'^' 

— m^d^c^mitp^^ixitp^Bmip'^—^^'^^^ 

+ ^m^d^c^ sing?! ^^^ ^2 cos('9'2 — ^"-^ • 92 '^2'- 
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Setzt inaii in diesem Ausdruck alle mit dem Index 2 versehenen 
Größen und außerdem die in m^ steckende Masse m^ gleich Null, was 
damit gleichbedeutend ist, daß das ganze System überhaupt nur aus 
dem ersten Gliede besteht, so geht wieder (213) in den Ausdruck 
über, welcher bei einem einzigen starren Körper allein auf der linken 
Seite der Lagrangescben Gleichung stehen würde. Bringt man da- 
her die letzten fünf Summanden von (213), welche die zu der Drehung 
des zweiten Gliedes gehörenden Winkelgeschwindigkeiten und Winkel- 
beschleunigungen enthalten, auf die rechte Seite der Lagr an gesehen 
Gleichung, so hat man auf der linken Seite nur noch den der Be- 
wegung eines starren Körpers entsprechenden Ausdruck. Dieser starre 
Körper ist dann aber, wenn das zweite Glied am ersten hängt, nicht 
das erste Glied, sondern das erste reduzierte System; denn sowohl die 
Masse niQ als auch die Trägheitsradien p^, q^^ r^ gehören dem ersten 
reduzierten System an, und die Winkelgeschwindigkeiten g?/, d'^', q^' 
und Winkelbeschleunigungen 9?^", 'O'i", ()/' beziehen sich auf Achsen 
durch den Schwerpunkt des ersten reduzierten Systems. 

Die fünf auf die rechte Seite der Lagrangeschen Gleichung her- 
übergenommenen Summanden, welche dabei das entgegengesetzte Vor- 
zeichen erhalten haben, besitzen alle den Faktor d^sinq)^. Sieht man 
von letzterem ab, so bedeuten die übrig bleibenden fünf Faktoren die 
Projektionen der in entgegengesetzter Richtung genommenen fünf 
Komponenten, aus denen sich die zu G^ g relative Effektivkraft j^g 
nach (211) zusammensetzt, auf die Richtung CI (vgl. Fig. 22), d. h. 
also auf die Richtung der Normalen zur Ebene ©^ (Fig. 21), welche 
bekanntlich mit der Richtung der Achse 21 übereinstimmt. Denn 
mit dieser Richtung bilden die Richtungen der fünf Komponenten 
bezüglich die Winkel (1,2); (1,2'); (1,11); (1,11') und (I, II), 
deren Kosinus zum Teil schon in (182) angegeben sind, zum Teil 
sich an der Hand von Figur 22 leicht ableiten lassen. So ist 

(I, IV) *= V + ("^2 — "^i) ^^^ ^^^ 0-} 2) ergibt sich aus dem späri sehen 

Dreieck (1 11' 2'), wenn man noch beachtet, daß (11' 2') = -^ ^g ist 

und der Bogen (IF 2') auf (1 11') senkrecht steht. Man hat demnach 

cos(I,2') = - sin g?2 sin (^2-^1) 
^ ^ • cos (I, ir) == - sin ('^2 - # J. 

Der allen fünf Summanden gemeinsame Faktor rf^sin^^ gibt nun, 
wie man leicht aus Figur 21 bestätigt, den Abstand des Gelenkmittel- 
punktes 6rj 3 von der im Hauptpunkte H^ des ersten Gliedes vertikal 
nach unten gehenden Achse 21 <^^ an. und steht dabei auf der Richtung 
C I, auf welche die fünf Komponenten von — JE^ projiziert gedacht 
sind^ senkrecht. Deshalb geben die fünf auf die rechte Seite der 
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Lag ran gesehen Gleichung gebrachten Summanden zusammen das 
Drehungsmoment an, welches die zu G^ 2 relative und in entgegen- 
gesetzter Richtung genommene Efifektivkraft des Schwerpunktes 82 in 
bezug auf die Achse 31^^ des Hauptpunktes besitzt, nachdem man sie 
parallel nach dem Gelenkmittelpunkte 0^2 vorlegt hat. Die gleiche 
Verlegung mußte mit allen am zweiten Gliede angreifenden Kräften 
vorgenommen werden, um die am ersten System angreifenden Kräfte 
zu erhalten. Die zur Koordinate d'^ gehörende Lagrangesche Glei- 
chung (208) sagt daher aus, daß, wenn man den am ersten reduzierten 
System angreifenden Kräften noch im Gelenkmittelpunkte G^ 2 <iie 
Kraft — JE2 hinzufügt, das erste reduzierte System sich unter der Ein- 
wirkung aller dieser Kräfte auch in bezug auf die Drehung um die 
vertikale Achse genau so verhält wie ein einziger starrer Körper. 

Schließlich läßt sich das gleiche Resultat auch für die Drehung 
um die Längsachse des ersten Gliedes erweisen. Aus (199) erhält 
man den verhältnismäßig einfachen Ausdruck 

— ?Wo(^i^ — q^) sin q^ cos q^ sin^^^ • %^^ ^ 

— ^ofCÄ^— Ö'i^)(cos2()i-sin2^i)+rj2]sin9?i.9?/#i'. 

In diesem Ausdruck fäUt zunächst auf, daß er gar keine Größen 
mit dem Index 2 enthält; nur in der Gesamtmasse m^ steckt die 
Masse mg des zweiten Gliedes; setzt man diese gleich Null, so gehen 
wieder die Trägheitsradien des ersten reduzierten Systems in die des 
ersten Gliedes über, und man hat die linke Seite der zur Koordi- 
nate Q gehörenden Lagrangeschen Gleichung für einen einzigen 
starren Körper, nämlich das erste Glied. Es stellt daher (215) die 
linke Seite der entsprechenden Gleichung dar, welche zu deiü als 
starrer Körper aufgefaßten ersten reduzierten System gehört. Die auf 
der rechten Seite der Lagrangeschen Gleichung stehende Größe Q 
gibt das Drehungsmoment an, welches die sämtlichen am ersten redu- 
zierten System angreifenden Kräfte, zu denen insbesondere auch die 
ursprünglich am zweiten Gliede angreifenden, aber nach G^ g P^-rallel 
verlegten Kräfte gehören, für die Achse 21 des ersten reduzierten 
Systems, welche hier mit der Längsachse des ersten Gliedes zusammen- 
fällt, besitzen. Es spielt also hierbei die Effektivkraft — E2 schein- 
bar gar keine Rolle. Beachtet man aber, daß bei den beiden anderen 
Lagrangeschen Gleichungen diese Kraft nach G^ g verlegt zu denken 
war, und daß dieser Punkt auf der Achse 21 selbst liegt, so kann 
man auch im vorliegenden Falle die Kraft — E2 den übrigen am 
ersten reduzierten System angreifenden Kräften hinzufügen; denn ihr 
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Drehungsmoment verschwindet ja für diese Achse. Das letztere trifiFt 
übrigens auch für die anderen nach G^2 verschobenen Kjäfte des 
zweiten Gliedes zu. 

Die drei Lagrangeschen Gleichungen auf der linken Seite von 
(208) lassen also übereinstimmend erkennen, daß, wenn man den am 
zweiten Gliede angreifenden Kräften noch die Kraft — - E^ hinzufügt 
und alle diese Kräfte nach dem Gelenkmittelpunkte G^ ^ verlegt, bei den 
Bewegungen des zweigliedrigen räumlichen Gelenksystems das erste 
reduzierte System sich unter dem Einfluß dieser Kräfte und der direkt 
am ersten Gliede angreifenden Kräfte gerade so um seinen Schwer- 
punkt H^ dreht, als ob es einen einzigen im Räume frei beweglichen 
starren Körper darstellte. 

Die Bedeutimg des reduzierten Systems beschränkt sich nun nicht 
auf die Drehung um seinen Schwerpunkt, d. h. den Hauptpunkt seines 
Kerngliedes, sondern erstreckt sich auch auf die Bewegung des Haupt- 
punktes selbst. Aus der Beziehung zwischen den Hauptpunkten und 
dem Gesamtschwerpunkte des Gelenksystems (vgl. Fig. 21) geht un- 
mittelbar hervor, daß der Hauptpunkt H^ des ersten Gliedes sich 
relativ zum Gesamtschwerpunkte Sq genau so bewegt wie der Gelenk- 
mittelpunkt 6rj j relativ zum Hauptpunkte H^ des zweiten Gliedes. 
Die zu G^ 2 relative Beschleunigung von iTg war y^ (vgl. Formel (210)); 
daher ist die zu flg relative Beschleunigung von G-i^^2 ^^^ ebenso die 
zu Sq relative Beschleunigung von H^ gleich — y^ • Bezeichnet man 
weiterhin die Beschleunigung des Gesamtschwerpunktes Sq im Räume, 
deren Größe ja durch Yxq'^ + yQ^^ + is^q'^ bestimmt wird, kurz durch 
den Vektor ^q, so erhält man für die absolute Beschleunigung des 
Hauptpunktes H^ im Räume den Wei-t 

(216) y„-y,. 

Wenn nun das erste reduzierte System sich auch hinsichtlich der 
Bewegung seines Schwerpunktes H^ wie ein starrer Körper verhalten 
soll, so müssen nach dem bekannten Satze von der Bewegung des 
Schwerpunktes die auf dasselbe einwirkenden Kräfte äquivalent mit 
der Vektorsumme 

(217) "^0 - ^072 



sein. Dies ist tatsächlich der Fall; denn ^WqT'o ^^^ gleich der geome- 
trischen Summe aller am Gelenksystem einwirkenden äußeren Kräfte, 
und — ^0^2 ist nach (210) und (211) nichts anderes als die Kraft 
— -Bj, welche der zu G^ g relativen Effektivkraft des Schwerpunktes 
S^ entgegengesetzt gleich ist. Auf das erste reduzierte System wirken 
aber gerade die sämtlichen äußeren Kräfte des Gelenksystems und 
außerdem die Kraft — E2, welche ebenfalls als eine äußere Kraft des 
ersten, reduzierten Systems aufzufassen ist. 
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Das reduzierte System ist zunächst ein fingiertes Massensystem, 
das sich deshalb nicht genau verwirklichen läßt, weil man nicht eine 
Masse nur in einem Punkte tonzentrieren kann. Es läßt sich aber zeigen, 
daß unter Umständen das Gelenksystem sich gegenüber den einwirken- 
den Kräften gerade so verhält, wie es das reduzierte System tun 
würde, wenn man dasselbe verwirklichen könnte. Setzt man nämlich 
in den soeben ausführlich gedeuteten Lagrangeschen Gleichungen 
nur die zum zweiten Gliede gehörenden Winkelgeschwindigkeiten und 
Winkelbeschleunigungen cp^, ^^ ^^^ ^2"; '^2" gleich Null, ohne aber 
die übrigen mit dem Index 2 versehenen Größen w^, Cg, (p2 und %^^ 
zu Null zu machen, so verschwinden zwar auch die letzten fünf Sum- 
manden in (209) und (213), alle anderen Summanden von (209), 
(213) und (215) bleiben aber unverändert. Insbesondere haben die 
Größen p^, q^ und r^ nach wie vor die Bedeutung als Hauptträgheits- 
radien des Schwerpunktes H^ vom ersten reduzierten System, und 
auch die auf der rechten Seite der Lagrangeschen Gleichungen 
stehenden Größen Q behalten ihre Werte bei. Das Verschwinden der 
Winkelgeschwindigkeiten und Winkelbeschleunigungen des zweiten 
Gliedes ist damit gleichbedeutend, daß die Richtungskoordinaten q)^, 
0-2 für die Längsachse des zweiten Gliedes konstant bleiben, so daß 
also die Längsachse des zweiten Gliedes sich bei den Bewegungen des 
Gelenksystems nur parallel im Räume verschieben dürfte, während 
das zweite Glied selbst irgend welche Drehungen um die Längsachse 
ausführen könnte. Sieht man der Einfachheit halber von dieser Be- 
weglichkeit um die Längsachse auch noch ab, so würde also das 
zweite Glied nur Translationsbewegungen ausführen dürfen. Dies vor- 
ausgesetzt verhält sich dann das ganze Gelenksystera in der Ta-t so, 
wie das fingierte erste reduzierte System. 

Nun wird allerdings der Fall, daß das zweite Glied die Dre- 
hungen des ersten Gliedes nur mit Translationsbewegung begleitet, 
selten wirklich eintreten. Es läßt aber die eben angestellte Betrach- 
tung erkennen, daß durch die angenommene Verlegung der ganzen 
Masse des zweiten Gliedes in den Gelenkmittelpunkt G^ 2, wie sie die 
Zusammensetzung des ersten reduzierten Systems verlangt, gerade die 
Wirkung in Rechnung gezogen wird, welche eine Translationsbewegung 
des zweiten Gliedes infolge des Gelenkzusammenhanges auf die Bewe- 
gungen des ersten Gliedes ausübt. Der Einfluß der außerdem in der 
Regel noch stattfindenden Drehung des zweiten Gliedes auf die Be- 
weguDg des ersten Gliedes kommt in dem Auftreten der negativen 
Effektivkraft —-£3 der zu G^^ relativen Bewegung des Schwerpunktes 
Sg in den Lagrangeschen Gleichungen vollkommen zur Geltung. 

Endlich sei noch auf den besonderen Fall hingewiesen, daß der 
Schwerpunkt des zweiten Gliedes mit dem Gelenkmittelpunkte G^ ^ ^^' 
sammenf ällt. Dann verschwindet die Effektivkraft — £3 bei jeder 
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beliebigen Bewegung des zweiten Gliedes. In den Formeln (209) und 
(213) ist dies daran zu erkennen, daß c^ den Wert Null annimmt; 
denn wenn der Schwerpunkt S^ nach G^^ rückt, so fällt auch der 
zwischen beiden liegende Hauptpunkt ^2 ^^^ ^i,i zusammen. Es 
verhält sich dann das ganze Gelenksystem in bezug auf die Drehungen 
des ersten Gliedes auch genau so wie das erste reduzierte System. 

Bisher war der allgemeine Fall angenommen, daß die drei Haupt- 
trägheitsradien für den Schwerpunkt des ersten Gliedes und infolge- 
dessen auch diejenigen für den Schwerpunkt des ersten reduzierten 
Systems verschieden groß seien. Bei den meisten Extremitäten- 
abschnitten des menschlichen Körpers gestalten sich nun die Verhält- 
nisse insofern etwas einfacher, als das Trägheitsellipsoid des Schwer- 
punktes mit großer Annäherung ein Rotationsellipsoid darstellt (vgl. 
Abschnitt 15 im ü. Teil), dessen Rotationsachse mit der Längsachse 
des Gliedes zusammenfällt. Daher nehmen in diesem Falle die beiden 
Hauptträgheitsradien p^ und q^ gleiche Werte an. Hieraus ergibt sich 
aber eine ganz wesentliche Vereinfachung der Lagrangeschen Glei- 
chungen. Bezeichnet man das resultierende Drehungsmoment aller am 
ersten reduzierten System angreifenden Kräfte, die Kraft — JS^ mit 
eingeschlossen, für die. durch seinen Schwerpunkt H^ gehenden 
Achsen 21^^, Sl^^ und 31 bezüglich mit D^, D<^^ und D^^, so lauten 
in diesem besonderen Falle die drei Lagrangeschen Gleichungen, wie 
man leicht aus (209), (213) und (215) ableitet: 

'^*o^i^-9'r~^o(ft^-^iOsing?iCOS9i.O'/Hwori28in9)i.'9'/()/--7)^^ 
(218) ^oOi'sinVi + *'i^co8Vi)"^i" + ^o*'i'cosqPi.()/' 

-f2mo(V-rj2)sing?iCos9?i-9/#/-mori2sin9)i.9/^/=D^^ 
^o^i^-(>r + ^o^i^ßöS9i-'&'/'-Wori2sing>i-g?/<0'/=D^^. 

Bisher sind nur die Lagrang eschen Gleichungen abgeleitet und 
gedeutet worden, welche zu den drei Winkelkoordinaten 9?j, d'^ und 
Q^ des ersten Gliedes gehören. Es ist nun ohne weiteres klar, daß 
im Falle vollkommen freier Beweglichkeit des ganzen Gelenksystems 
die drei noch fehlenden, zu (p^, ^2 und q^ gehörenden Lagrangeschen 
Gleichungen (208) genau dieselbe Form aufweisen, wie die aus (209), 
(213) und (215) hervorgegangenen, und daß dieselben die ganz ent- 
sprechende Bedeutung für das zweite reduzierte System besitzen, wie 
jene für das erste. In der Tat findet man für die linken Seiten dieser 
Gleichungen Ausdrücke, die aus (209), (213) und (215) allein durch 
Vertauschen der beiden Indizes 1 und 2 bei allen Größen mit Aus- 
nahme der beiden Hauptstrecken ^^ und Cg hervorgehen; nur bei 
letzteren muß man auch die Buchstaben mit vertauschen, so daß Cg 
an Stelle von d^ tritt und umgekehrt, was nur eine Folge der für 
die Hauptstrecken eingeführten Bezeichnungs weise ist. 
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Die Bedeutung der letzten fünf Summanden in den auf diese 
Weise aus (209) und (213) entstehenden Ausdrücken ist ganz die ent- 
sprechende wie bei den früheren Gleichungen. Dieselben geben zu- 
sammen das Drehungsmoment an, mit welchem die Eflfektivkraft Ej^ 
der zum Gelenkmittelpunkte G^^ relativen Bewegung des Schwer- 
punktes S^ des ersten Systems auf die Achse 31 bzw. 31^^ durch 
den Schwerpunkt H^ des zweiten reduzierten Systems einwirkt, wenn 
man sie in G^^ angreifen läßt. Bringt man bei beiden Gleichungen 
diese fünf Summanden auf die rechte Seite, so daß sich in allen das 
Vorzeichen umkehrt, so wird damit das dort schon stehende Drehungs- 
moment Q^ bzw. Q^^ der auf das zweite reduzierte System einwirken- 
den Kräfte um das auf dieselbe Achse bezogene Drehungsmoment einer 
in 6rj 2 angreifenden Kraft -- E^ vermehrt, welche der zu (r^ 2 re- 
lativen Efifektivkraft E^ des Schwerpunktes S^ entgegengesetzt gleich 
ist. Dies läßt sich auch für die dritte Lagrangesche Gleichung an- 
nehmen, weil das Drehungsmoment von — -Bj für die Achse 21 , 
welcher ihr jetzt als Punkt des zweiten Gliedes aufzufassender An- 
griffspunkt G^ 2 selbst angehört, verschwindet. Die drei Lagrange- 
schen Gleichungen sagen daher wiederum aus, daß nach der Ver- 
legung aller am ersten Gliede angreifenden Kräfte und der Kraft — E^ 
nach dem Gelenkmittelpunkte (r^ 3 und außerdem der direkt am zweiten 
Gliede angreifenden Kräfte das zweite reduzierte System sich genau 
so um seinen Schwerpunkt H^ dreht, wie es ein einziger starrer 
Körper von der entsprechenden Zusammensetzung tun würde. Es 
läßt sich weiterhin leicht erkennen, daß auch der Schwerpunkt H^ 
sich bei den Bewegungen des ganzen Gelenksystems genau so bewegt, 
als ob die Masse m^ des ganzen Systems in ihm konzentriert wäre, 
und alle diese Kräfte direkt an ihm angriffen. 

Macht man auch hier wieder die bei den Extremitätenabschnitten 
des menschlichen Körpers nahezu erfüllte Voraussetzung, daß die Träg- 
heitsradien P2 und ^2 f^^ die beiden Querachsen einander gleich sind, 
so nehmen die drei Lagrangeschen Gleichungen eine viel einfachere 
Form an. Bezeichnet man dabei das resultierende Drehungsmoment 
aller am zweiten reduzierten System angreifenden Kräfte, wiederum 
die Kraft — E^ mit eingeschlossen, für die durch seinen Schwer- 
punkt H2 gehenden Achsen 21 , 21^^ und 21 bezüglich mit D^^, D^^ 
und D^ , so erhält man in diesem besonderen Falle die den drei Glei- 
chungen (218) genau entsprechenden Lagrangeschen Gleichungen, 
welche sich von diesen nur dadurch unterscheiden, daß überall der 
Index 2 an Stelle des Index 1 getreten ist. 

Die bisher abgeleiteten Gleichungen gelten zwar zunächst für den 
Fall vollkommen freier Beweglichkeit des Gelenksystems im Räume; 
sie können aber auch auf den schon oben in Betracht gezogenen Fall 
übertragQü. werden, daß bei den Bewegungen des räumlichen Gelenk- 
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Systems ein Punkt 0^ der Längsachse des ersten Gliedes festbleibt^ 
nnd das System infolgedessen nur Drehungen um diesen Punkt aus- 
fahren kann. Will man die bisher gewonnenen DiflFerentialgleichungen 
diesem Falle anpassen, so muß man in (209), (213) und (215), wie 
ein Vergleich der Formeln (199) und (206) lehrt, die Trägheitsradien 
Pif Qi9 ^1 durch die Trägheitsradien p^^, Qq^, Vq^ des ersten reduzierten 
Systems für den Punkt 0^, femer in den entsprechenden zum zweiten 
reduzierten System gehörenden Gleichungen die Trägheitsradien p^j 
^2, r^ durch die Trägheitsradien ^^g, g^g; ^"02 ^®^ zweiten reduzierten 
Systems für den Gelenkmittelpunkt ö^g, und außerdem überall die 
Hauptstrecke d^ durch die schon früher mit l^ bezeichnete Strecke 
Oj (ti 2 auf der Längsachse des ersten Gliedes ersetzen. An Stelle der 
in den Gleichungen (208) auf der rechten Seite stehenden Drehungs- 
momente Q , Q^, Q für Achsen durch die beiden Hauptpunkte treten 
femer die von den gleichen Kräften ausgeübten Drehungsmomente 
für die parallelen Achsen durch O^. 

Die letzten fünf Glieder in den aus (209) und (213) hervorgehenden 
Ausdrücken stellen wieder Drehungsmomente dar und lassen sich da- 
her zweckmäßigerweise mit den Größen Q^ und Q^ auf der rechten 
Seite der Gleichungen (208) vereinigen. 

Bei den zum ersten reduzierten System gehörenden Gleichungen 
geben diese auf die rechte Seite herübergenommenen Glieder, wie man 
ohne weiteres bestätigt, Drehungsmomente der ir G^ ^ angreifend 
zu denkenden Kraft — E^ an, und zwar bezogen auf die durch den 
festen Punkt 0^ gehenden und zu 91^^, 21^^ parallelen Achsen Sl^^, 
31^ . Faßt man diese Drehimgsmomente bezüglich mit den für die 
gleichen Achsen geltenden Drehungsmomenten Q , Q^^ zu den re- 
sultierenden Drehungsmomenten Dfp^, D^^^ zusammen und setzt auch 
Dp^ an Stelle von Q ein, da die Kraft — lE^ für die Längsachse 
(21 ) das Drehungsmoment Null besitzt, so erhält man unter der 
Aimahme, daß das Trägheitsellipsoid des ersten reduzierten Systems 
für Ol ein Rotationsellipsoid ist, die drei ersten der umstehenden 
Gleichungen (219). 

Bei den zum zweiten reduzierten System gehörenden Gleichungen 
haben die entsprechenden fünf Glieder, die hier bezüglich mit dem 
Paktor 9?/', 9/^, %'^\ d'^^ und (p^ ^^ behaftet sind, eine etwas andere 
Bedeutung, welche nach den früheren ausführlichen Erörterungen über 
die ebenen Gelenksysteme aber auch leicht zu erkennen ist. 

Versteht man unter g^ ^ die Gesamtbeschleunigung des Gelenk- 
mittelpunktes Gj 2 ^®i den Drehungen des ersten Gliedes um den 
festen Punkt 0^, so können wieder diese fünf Glieder aufgefaßt wer- 
den als die Drehungsmomente einer im Hauptpunkte H^ des zweiten 
reduzierten Systems angreifenden Kraft von der Größe — m^g^^^, be- 
zogen auf die durch den Punkt G^^^ gehenden und zu 21 , 21^^ (und 
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81^) parallelen Achsen 21^^, 2t^^^ (und 21 ). Bezeichnet man mit 
Z)^^, 2)^^ und D die aus diesen Drehungsmomenten und den auf 
die gleichen Achsen bezogenen Größen ^ , Q^^y Q zusammen- 
gesetzten Drehungsmomente, so erhält man aie letzten drei der Glei- 
chungen (219), wenn wiederum angenommen wird, daß das Trägheits- 
ellipsoid des zweiten reduzierten Systems für öj ^ ein Rotations- 
ellipsoid ist. 

Das vollständige System der Lagrangeschen Gleichungen lautet 
daher in diesem Falle 

^^oP?i • ^i' - ^0 Ooi - * li) siö 9i cos g?i . ^i'2 

*Wo (i>oi sin Vi + rl^ cos^i) * '^i" + *>'o^oi cos9?i • p/' 
+ 2^0 {pI^ - rj,) sin9?i cos^^ • g?/^/ 

(219) mo^^^ • Pi" + morJi cos^^^ • 0-/' - m^r^i singp^ • (p^^^ = 2)^^^ 
^»oPo2 • 9^2" - «^^0 (i^o2 - ^^2) si^9^2 cos^a • %'^^ 

'«0 (P?2 smV2 + ^02 cos^^a) • V + mo^Jg cos^g • Q2' 
+ 2w^oC^o2 — ^02) «i^ 9^2 cos9?2 • ^^'-^2' 
- Wor^a sin 92 • q)^Q^' = 2)^^ 

^^0^?2 • (^2" + ^>^0^02 COS^s • -^a" - mo*'o2 sin 9^2 • 92''^2' = ^^«,- 

Auf diese Gleichungen wird sich die kinetische Untersuchung 
der im menschlichen Körper auftretenden zweigliedrigen räumlichen 
Gelenksysteme, wie z. B. des gegen den festen Schultergürtel beweg- 
lichen Armes oder des gegen das festgestellte Becken beweglichen 
Beins vor allen Dingen zu stützen haben; daher sind dieselben hier 
in extenso angeführt worden. 

12. Das allgemeine räumliche Gelenksystem. 

Die im vorhergehenden Abschnitt ausführlich abgeleiteten 
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des zweigliedrigen räumlichen 
Gelenksystems waren schon ziemlich umfangreich und in ihrer Form 
wenig übersichtlich. Durch die Einführung der reduzierten Systeme 
hat sich ihnen aber eine sehr einfache Deutung geben lassen. Die 
kinetische Untersuchung des zweigliedrigen Systems ist unter Ver- 
wendung derselben auf die Kinetik eines einzigen starren Körpers 
zurückgeführt worden. Bei dem allgemeinen aus n Gliedern bestehen- 
den Gelenksystem werden nun die Formeln natürlich noch sehr viel 
komplizierter, wenn auch das Prinzip ihrer Ableitung genau das 
gleiche ist, wie beim zweigliedrigen System. Die Deutung der zu 



Nr. 12.] I. Allgem. Teil. B. Das n-glied. ebene u. d. räaml. Gelenksystem. 173 

dem allgemeineii System gehörenden Bewegungsgleichungen, welche 
infolge ihrer großen Anzahl und ihres bedeutenden Umfanges hier 
nicht in extenso mitgeteilt werden sollen, ist dagegen ebenso einfach 
wie beim zweigliedrigen System: die genaue Analyse ergibt, daß jede 
der zahlreichen Bewegungsgleichungen sich auch hier als die Be- 
wegungsgleichung eines reduzierten Systems, d. h. also eines isolierten 
starren Körpers interpretieren läßt. Wie zu jedem Gliede im all- 
gemeinen drei Winkel 9^., d^jj Qj als allgemeine Richtungskoordinaten 
gehörcD, sofern man wieder zunächst alle Gelenke als solche von drei 
Freiheitsgraden mit festem Gelenkmittelpunkte auffaßt, so kommen 
jedem reduzierten System drei Bewegungsgleichungen zu, welche sich 
im Falle vollkommen freier Beweglichkeit des Gelenksystems auf die 
Drehungen desselben um Achsen Sl^., Sl^. und 21 durch seinen 
Schwerpunkt, d. h. den Hauptpunkt des dem System zugrunde liegen- 
den Kemgliedes beziehen. 

Beim zweigliedrigen System war jedes der beiden Glieder nur mit 
einem einzigen darch ein Gelenk verbunden. Daß die Glieder des w-glied- 
rigen Systems im allgemeinen mehrere Gelenke besitzen, durch welche 
sie mit anderen im Zusammenhang stehen, bedingt für die Deutung 
der Bewegungsgleichungen durchaus keine Komplikation. Es wieder- 
holt sich an jedem der an einem Gliede, etwa dem jten Gliede des 
Systems, befindlichen Gelenke derselbe Vorgang. Das Teilsystem, 
welches an dem Gelenke hängt und das daher vom jten Gliede ab- 
fallen würde, wenn man das Gelenk durchtrennen wollte, wirkt in- 
folge seiner eigenen Bewegung auf das jte Glied ein. Diese Ein- 
wirkung kann aber selbstverständlich nur da stattfinden, wo das Teil- 
system mit dem jten Gliede in Berührung ist, d. h. also in dem beide 
verbindenden Gelenke. Von der Eigenbewegung des Teilsystems 
sondert man zweckmäßigerweise zunächst eine Translationsbewegung 
ab, welche mit der Bewegung des Mittelpunktes des Verbindungs- 
gelenks übereinstimmt. Bei dieser behält der Schwerpunkt des Teil- 
systems seine Lage relativ zum Gelenkmittelpunkte bei, und der Ein- 
fluß derselben auf die Bewegung des jten Gliedes kann dadurch 
vollkommen zur Darstellung gebracht werden, daß man die ganze 
Masse des Teilsystems nach dem Mittelpunkte des Verbindungsgelenks 
verlegt und dem jten Gliede hinzugefügt denkt, wie es für die Zu- 
sammensetzung des jten reduziei-ten Systems erforderlich ist. Außer 
der Translationsbewegung werden nun die einzelnen Glieder des Teil- 
systems noch Drehungen im Räume ausführen, welche zur Folge 
haben, daß der Schwerpunkt des Teilsystems sich relativ zum Mittel-- 
punkte des Verbindungsgelenks bewegt. Auch diese Drehbewegung 
des Teilsystems wird natürlich ihren Einfluß auf die Bewegungen 
des yten Gliedes ausüben-, und da zeigt nun die genaue Analyse der 
Bewegungsgleichungen, daß derselbe auch im allgemeinen Falle durch 
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eine im Mittelpunkte des Verbindungsgelenks angreifende Kraft dar- 
gestellt werden kann, welche der Effektivkraft der zum Mittelpunkte 
des Verbindungsgelenks relativen Bewegung des Schwerpunktes des 
Teilsystems entgegengesetzt gleich ist. In Rücksicht auf den unter 
9 b) geschilderten Zusammenhang zwischen den Hauptpunkten und 
den Schwerpunkten der Teilsysteme kann man auch für diese Effektiv- 
kraft des Schwerpunktes des Teilsystems das Produkt aus der Ge- 
samtmasse Mq des ganzen Gelenksystems und der zum Mittelpunkte 
des Verbindungsgelenks relativen Beschleunigung des (veränderlichen) 
Hauptpunktes des Teilsystems, welche kurz als die relative Effektiv- 
kraft dieses Hauptpunktes bezeichnet sein soll, einsetzen; auch diese 
Effektivkraft ist in entgegengesetzter Richtung zu nehmen und nach 
dem Mittelpunkte des Verbindungsgelenks verlegt zu denken. Endlich 
werden auch die an dem Teilsystem direkt angreifenden Kräfte auf 
die Bewegung des jten Gliedes von Einfluß sein; man erhält den- 
selben ohne weiteres dadurch, daß man jede dieser Kräfte parallel mit 
sich nach dem Mittelpunkte des Verbindungsgelenks verlegt. 

Denkt man nun an jedem Gelenkmittelpunkte des ;ten Gliedes 
die Verlegung der Masse des Teilsystems, der in negativer Richtung 
genommenen relativen Effektivkraft des Hauptpunktes des Teilsystems 
und der an dem Teilsystem direkt angreifenden Kräfte durchgeführt, 
so erhält man das jte reduzierte System und eine Reihe von Kräften, 
welche an Punkten desselben angreifen. Diese Kräfte zerfallen in 
drei Gruppen. Die erste Gruppe umfaßt alle Kräfte, die schon direkt 
an dem jten Gliede angreifen. Die zweite Gruppe enthält die übrigen 
Kräfte des Gelenksystems, welche ursprünglich außerhalb des ^*ten 
Gliedes angreifen und parallel nach dem ihrem Angriffspunkte inner- 
halb des Gelenksystems am nächsten liegenden Gelenkmittelpunkte 
des jten Gliedes verlegt sind. Diese beiden Gruppen machen zu- 
sammen die Kräfte aus, welche früher kurz als die Kräfte des jten 
reduzierten Systems bezeichnet worden sind. Zu denselben kommt 
nun noch eine dritte Gruppe von Kräften hinzu, welche von vorn- 
herein nicht an dem Gelenksystem vorhanden sind, sondern ihre Ent- 
stehung erst der Bewegung desselben verdanken; es sind dies die in 
entgegengesetzter Richtung zu nehmenden relativen Effektivkräfte der 
Hauptpunkte der verschiedenen am jten Gliede hängenden Teilsysteme, 
welche ebenfalls in den Mittelpunkten der die Teilsysteme mit dem 
jten Gliede verbindenden Gelenke angreifend zu denken sind. Unter 
der Einwirkung dieser drei Gruppen von Kräften bewegt sich nun 
das jte reduzierte System genau so wie ein einziger starrer Körper. 
Sein Schwerpunkt, d. h. also der Hauptpunkt des jten Gliedes, führt 
dieselbe Bewegung im Räume aus, als wenn in ihm die ganze Masse 
Mq des Gelenksystems konzentriert wäre und an ihm die sämtlichen 
Kräfte der angeführten drei Gruppen direkt angriffen. Außerdem 
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dreht sich das jte reduzierte System genau so um seinen Schwer- 
punkt, wie es ein starrer Körper von gleicher Beschaffenheit unter 
der Einwirkung der drei Gruppen von Kräften tun würde. Dies ist 
auch für das komplizierteste räumliche Gelenksystem die Bedeutung 
der Bewegungsgleichungen, sowohl unter der Voraussetzung voll- 
kommen freier Beweglichkeit im Räume, als auch in dem Falle, daß 
die Bewegung des Gelenksystems an irgend welche Bedingungen ge- 
knüpft ist, welche sich durch bestimmte Kräfte realisieren lassen. 

Der Vorteil, welcher hierdurch für die Ableitung der Bewegungs- 
gleichungen der räumlichen Gelenksysteme gewonnen ist, liegt auf der 
Hand. Man braucht im gegebenen Falle gar nicht mehr auf die all- 
gemeinen La gr an gesehen Diffentialgleichungen der Bewegung zurück- 
zugreifen, man ist vollkommen der Mühe enthoben, den in der Regel 
sehr komplizierten und umfangreichen Ausdruck für die lebendige 
Kraft des ganzen Systems aufzustellen, und kann die Gleichungen 
unter Verwendung der bekannten Bewegungsgleichungen für einen 
einzigen starren Körper sofort anschreiben, nachdem man die aus dem 
Aufbau des Gelenksystems resultierende Massenverteilung in den 
reduzierten Systemen durch Bestimmung der Lage der Hauptpunkte 
und der Größe der Trägheitsmomente festgestellt hat. Man ist dabei 
auch gar nicht an eine bestimmte Form der Bewegungsgleichungen 
gebunden, sondern kann alle Gleichungsformen, welche für die Unter- 
suchung der Bewegung eines starren Körpers aufgestellt worden sind, 
auch für das Geleüksystem verwenden. Insbesondere ist es hier durch- 
aus möglich, die Drehungen der reduzierten Systeme um ihren Schwer- 
punkt in den sogenannten Eul er sehen Gleichungen auszudrücken. 

Der einzige Unterschied zwischen den Bewegungsgleichungen 
eines starren Körpers und eines reduzierten Systems besteht nur 
darin, daß bei letzterem zu den an ihm angreifenden Kräften noch 
die in entgegengesetzter Richtung zu nehmenden relativen Effektivkräfte 
hinzutreten, welche erst aus der Bewegung des Gelenksystems abzu- 
leiten sind. Diese Ableitung unterliegt aber nach den ausführlichen 
Auseinandersetzungen im 9. Abschnitt durchaus keinen Schwierigkeiten. 
Da man zu dem Hauptpunkte eines Teilsystems des jten Gliedes von 
dem Mittelpunkte des Verbindungsgelenks aus einfach dadurch ge- 
langt (vgl. hierzu den Satz auf Seite 117), daß man die Vektorsumme 
der zu den Gliedern des Teilsystems gehörenden Hauptstrecken bildet, 
welche innerhalb des Gelenksystems dem Jten Gliede am nächsten 
liegen, so kann man auch leicht die zu dem betreffenden Gelenk- 
mittelpunkte gehörende Beschleunigung des Hauptpunktes des Teil- 
systems gewinnen. Dieselbe wird sich aus so viel Komponenten zu- 
sammensetzen, als das Teilsystem Glieder besitzt, wobei* jede von 
einem bestimmten Gliede herrührende Beschleunigungskomponente 
selbst wieder in eine Reihe von Komponenten zerfällt, welche von 
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den Richtungskoordinaten, den Winkelgeschwindigkeiten und Winkel- 
beschleunigungen des betreffenden Gliedes abhängen, wie es sich schon 
bei den einfachen Verhältnissen des zweigliedrigen räumlichen Gelenk- 
systems gezeigt hatte. 

Damit ist aber der Weg klar vorgezeichnet, auf dem man auch 
für alle noch so komplizierten Gelenksysteme, wie sie im mensch- 
lichen und tierischen Körper oder bei manchen Maschinen vorkommen, 
ohne Mühe die Bewegungsgleichungen in der einfachsten Form aufstellen 
kann. Denn die besonderen Fälle, in denen einige der Gelenke 
zwischen den Gliedern des Systems nur ein oder zwei Freiheitsgrade 
besitzen, sind, wie schon früher hervorgehoben wurde, in dem an- 
genommenen allgemeinen Fall von lauter Gelenken mit drei Freiheits- 
graden mit enthalten. Sie erfordern daher keine prinzipiell neue 
Untersuchung und lassen sich am besten nicht allgemein, sondern 
am bestimmten Beispiel erledigen. Gelenke von mehr als drei Graden 
von Bewegungsfreiheit kommen aber nur ganz ausnahmsweise vor 
und lassen sich dann in der Regel als Kombination von Gelenken 
mit drei und weniger Freiheitsgraden auffassen. 

Wenn aber für ein Gelenksystem die Bewegungsgleichungen auf- 
gestellt sind, so ist damit das Fundament gewonnen, auf welchem 
man die kinetische Untersuchung der Bewegungsvorgänge an dem- 
selben aufbauen kann. 



IL Spezieller TeiL 

A, Anwendungen auf die Mechanik des menschlichen Körpers. 

Für eine exakte Untersuchung der Bewegungen und der Gleich- 
gewichtszustände des menschlichen oder allgemein tierischen Körpers 
hat mau sich zunächst eine genaue Kenntnis der mechanischen Eigen- 
schaften desselben und seiner Teile zu verschaffen. Man hat nicht nur 
die Massen der einzelnen Körperabschnitte zu bestimmen, sondern auch 
die Massenverteilung innerhalb derselben, soweit dieselbe durch die 
Lage des Schwerpunktes und die Größe der Trägheitsmomente für alle 
Schwerpunktsachsen charakterisiert wird. Erst nachdem diese Daten 
gewonnen sind und man sich auch über die Art der Gelenkverbindungen 
zwischen den Körperteilen orientiert hat, kann man die sich darbieten- 
den kinetischen Probleme der physiologischen Mechanik in Angriff 
nehmen. Da bis jetzt nur der menschliche Körper auf seine mecha- 
nischen Eigenschaften genauer untersucht worden ist, so mußten sich 
die Anwendungen der im I. Teil dieses Buches dargestellten Kinetik 
der Gelenksysteme im Großen und Ganzen zunächst auf den mensch- 
lichen Körper beschränken; dieselben beziehen sich in letzter Linie auf 
die Tätigkeit der Muskeln und behandeln teils Fragen der Muskel- 
statik, teils solche der Muskeldynamik. 

IsXMassen- und Schwerpunktsbestimmungen am mensclülclien 
Körper. 

Wie schon in der Einleitung hervorgehoben wurde, läßt sich der 
lebende Körper nur dadurch einer mathematischen Behandlung seiner 
Bewegungs- und Gleichgewichtszustände zugänglich machen, daß man 
bestimmte Abschnitte desselben als starr im Sinne der theoretischen 
Mechanik auffaßt. Wie groß die Anzahl der starren, durch Gelenke 
miteinander verbundenen Abschnitte des menschlichen Körpers zu 
sein hat, das richtet sich in jedem Falle nach dem Zweck der Unter- 
suchung. Für die spezielle Betrachtung der Lokomotionsbewegungen 
hat sich herausgestellt, daß es ausreicht, den menschlichen Körper 
als ein zwölfgliedriges Gelenksystem aufzufassen, indem man sowohl 
den Rumpf als auch* den Kopf für sieh als starr annimmt und außer- 
dem jede untere Extremität in drei durch das Kniegelenk und das 
obere Sprunggelenk, jede obere Extremität dagegen nur in zwei 
durch das Ellbogengelenk verbundene starre Abschnitte zerlegt denkt. 
Bei dieser Art der Zergliederung des menschlichen Körpers bleibt 
also die für die Lokomotion unwesentliche Wirkung der Unterarm- 
Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 12 
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muskeln auf das Handgelenk ganz außer Betracht, da jeder Unter- 
arm mit der Hand zusammen als ein starres System aufgefaßt wird. 
^|Für die Untersuchungen anderer Arbeitsleistungen des menschlichen 
Körpers mußte dagegen auch wenigstens noch dem Handgelenk 
seine Beweglichkeit gdassen werden. Dies bedingt dann eine Zer- 
legung des ganzen Körpers in 14 starre Abschnitte. 

Entsprechend der supponierten Gliederung des menschlichen 
Körpers in einzelne starre Abschnitte waren nun die Massen und 
Einzelschwerpunkte der letzteren zu bestimmen. 

Eine solche Bestimmung kann natürlich nur an der Leiche 
ausgeführt werden. Dabei bereitet jedoch die richtige Zertrennung 
des Körpers eine gewisse Schwierigkeit; denn die um ein Gelenk an- 
geordneten Weichteile können zum Teil mit gleichem Rechte dem 
einen wie dem anderen Körperabschnitt zugeschrieben werden. Man 
muß sich daher damit begnügen, etwa in der äußersten Streckstellung 
des Gelenks die Körperteile durch einen Schnitt voneinander zu trennen, 
welcher möglichst genau durch die Mitte des Gelenks, und dabei 
senkrecht zu der Längsachse des abzutrennenden Körperteils geführt 
wird. Für die Bestimmung der Einzelschwerpunkte ergibt sich eine 
weitere Schwierigkeit aus dem Umstände, daß nach der Zerteilung 
des ganzen Körpers die einzelnen Abschnitte sich sofort abnorm 
deformieren. Dieser Schwierigkeit begegnet man dadurch, daß man 
vor dem Zerschneiden den ganzen Körper längere Zeit in einer Kälte- 
mischung liegen läßt und ihn auf diese Weise in eine äußerst starre 
Masse verwandelt. Durch mehrfache Aufhängung der Körperteile 
und Bestimmung des Verlaufs der durch den Aufhängungspunkt 
gehenden Vertikalen, bzw. der durch die Aufhängungsachse gehenden 
Vertikalebene im Innern der Körperteile gewinnt man dann leicht 
die Lage der Einzelschwerpunkte. 

a) Bestimmung der Massen der einzelnen Körperteile. Festsetzung 
des anzuwendenden Maßsystems. 

Was zunächst die Bestimmung der Massen anlangt, so lassen 
sich natürlich die an der Leiche gefundenen Werte nicht ohne weiteres 
auf einen beliebigen lebenden Menschen übertragen. Da aber wieder- 
holte Messungsreihen das Resultat ergeben haben, daß bei ver- 
schiedenen normal gebauten Individuen mit genügender Annäherung 
die Verhältnisse der Massen der einzelnen Körperteile übereinstimmen, 
so kann man dieselben doch dazu verwenden, die Massen der einzelnen 
Glieder eines nicht gerade abnorm gebauten Menschen auf dem Wege 
der Rechnung annähernd richtig zu bestimmen. Man braucht zu 
diesem Zwecke nur mit Hilfe der Wage die Gesamtmasse dieses 
Menschen zu messen und dann dieselbe nach Maßgabe der gefundenen 
Massen Verhältnisse auf die einzelnen Glieder zu verteilen. Es ist daher 
vor allen Dingen nötig, von den Resultaten der Massenbestimmung 



Nr. 13.] II. Spez. Teil. A. Anwend. auf die Mechanik d. menschl. Körpers. 179 

an der Leiche die Verhältnisse der Massen der einzelnen Abschnitte 
zu der Gesamtmasse des menschlichen Körpers hier mitzuteilen. 
Dabei sind auch die Verhältniszahlen für einige zusammengesetztere 
Massensysteme mit angegeben^ welche, wie das System Rumpf + Kopf 
oder das System Unterarm + Hand, der ganze Arm usw., in manchen 
Fällen mit genügender Annäherung als starr aufgefaßt werden können. 
Werte der Verhältnisse (i der Massen einzelner Ab- 
schnitte des menschlichen Körpers zu der Gesamtmasse 
desselben für: 



Kopf 0,0706 

Rumpf 0,4270 

Oberschenkel 0,1158 

Unterschenkel 0,0527 

Fuß 0,0179 

Oberarm 0,0336 

Unterarm 0,0228 

Hand 0,0084 



Rmnpf + Kopf 0,4976 

Unterschenkel + Fuß ...... 0,0706 

Ganzes Bein 0,1864 

Unterarm + Hand 0,0312 

Ganzer Arm 0,0648 

Beide Beine 0,8728 

Beide Arme 0,1296 

Rumpf + Köpf + beide Arme . 0,6272 



Aus diesen Angaben geht unter anderem hervor, daß das aus 
Rumpf und Kopf zusammengesetzte Massensystem nahezu die halbe 
Masse des Körpers besitzt, femer daß die Masse des Kopfes gleich 
der Masse des aus Unterschenkel und Fuß zusammengesetzten Systems 
ist, daß die Masse des Oberarms sich nur um wenig von der Masse 
des aus Unterarm und Hand bestehenden Systems unterscheidet, u. a. m. 

Um für spätere Anwendungen, in denen es sich um Bewegungen 
des ganzen Körpers handelt, bestimmte Werte der Gewichte und 
Massen der einzelnen Körperteile zu haben, sollen aus den Verhältnis- 
zahlen der obigen Tabelle noch diese Größen für einen lebenden, 
normal gebauten Menschen berechnet werden, welcher wiederholt zu 
Versuchen über die Lage des Schwerpunktes bei verschiedenen 
Stellungen, über die Bewegungen des menschlichen Ganges und die 
dabei stattfindenden Muskelaktionen usw. verwendet worden ist. Das 
Gewicht desselben betrug in der Zeit der erwähnten Gehversuche 
58,7 kg. 

Es ist in der Anatomie und Physiologie und wohl auch heute 
noch in den meisten Gebieten der Technik üblich, Kräfte durch Ge- 
wichte zu messen und dieselben in Kilogramm auszudrücken. Ledig- 
lich aus diesem Grunde sollen bei den zu erwähnenden Anwendungen 
auf die Mechanik des menschlichen Körpers die Kräfte und Massen 
nicht im absoluten Maßsystem ausgedrückt werden, bei welchem be- 
kanntlich das Gramm die Einheit der Masse, dagegen das Dyn die 
Einheit der Kraft darstellt, sofern man als Längeneinheit das Zenti- 
meter nimmt. Vielmehr soll als Einheit der Kraft das Kilogramm 
gewählt werden. Behält man dann, wie es für die späteren An- 
wendungen zweckmäßig ist, als Längeneinheit das Zentimeter bei, 
und beachtet, daß die Beschleunigung der Schwere in Leipzig 

12* 
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981,11 cm sec ~2 beträgt, so muß man als Masseneinheit die Masse 
eines Gewichtsstücks von 981,11 kg nehmen; denn dieser Masse 
würde durch die Kraft von 1 kg gerade die Beschleunigung von 
1 cm sec "" 2 erteilt werden. Diese etwas große Masseneinheit mag 
vielleicht im ersten Moment insofern etwas unbequem erscheinen, 
als sie es mit sich bringt, daß die Massenzahlen für die einzelnen 
Teile des menschlischen Körpers sehr klein werden. Die Wahl dieser 
Masseneinheit zieht aber den Vorteil nach sich, daß die Kräfte, auf 
deren Bestimmung es bei den Anwendungen in der Regel ankommt, 
stets in Kilogramm, d. h. also in der üblichen Krafteinheit, ausgedrückt 
erscheinen. 

Um die Massenzahl m für einen Körper in diesem ein für alle 
mal festgesetzten Maßsystem zu erhalten, braucht man nur die Anzahl 
der Kilogramm seines Gewichtes durch 981,11 zu dividieren. Dem- 
nach besaß das oben erwähnte Versuchsindividuum als Zahl für die 
Gesamtmasse 0,05983. 

In der folgenden Tabelle befinden sich nun die in Zukunft all- 
gemein mit dem Buchstaben G zu bezeichneten Gewichtszahlen und 
die zugehörigen Massenzahlen aufgezeichnet, wie sie sich für den 
betreffenden lebenden Menschen unter Verwendung der Verhältnis- 
zahlen der Tabelle auf Seite 179 berechnen. 

Gewichtszahlen G und Massenzahlen m für die einzelnen 
Abschnitte eines bestimmten lebenden Menschen unter der 
Voraussetzung, daß als Einheit des Gewichts das Kilo- 
gramm und als Einheit der Masse die Masse eines Gewicht- 
stückes von 981,11 kg angesehen wird: 



Körperteile 



llGewichts- 
zahlen G 



Kopf 

Rumpf 

Oberschenkel 

Unterschenkel 

Fuß 

Oberarm 

Unterarm 

Hand 

Rumpf + Kopf 

Unterschenkel -(- Fuß. . . . 

Oanzes Bein 

Unterarm -)- Hand 

Ganzer Arm 

Beide Beine 

Beide Arme 

Rumpf -f- Kopf -j- beide Arme 
Ganzer Körper 



4,14 

25,06 

6,80 

3,09 

1,06 

1,98 

1,34 

0,49 

29,20 

4,14 

10,94 

1,88 

3,81 

21,88 

7,62 

36,82 

58,70 



Maseen- 
zahlen m 



0,00422 

0,02554 

0,00693 

0,00316 

0,00107 

0,00202 

0,00136ß 

0,00050 

0,02976 

0,00422 

0,01115 

0,001865 

0,00388. 

0,02230 

0,00777 

0,03753 

0,05983 
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b) Bestimmung der Schiverpunkte der einzelnen Körperteile, 
Die an verschiedenen Leichen in der oben angeführten Weise 
vorgenommenen Bestimmungen der Schwerpanktslage innerhalb der 
einzelnen Körperteile hat zu folgenden Resultaten geführt. 

Der Schwerpunkt des Kopfes liegt in der Medianebene 0,7 cm 
hinter der Lehne des Türken satteis in der Fossa Tarini der Himbasis, 
und zwar in der Ecke, welche der obere Rand der Brücke mit der 
Lamina perforata posterior bildet. Die beifolgende Figur 24 ver- 
anschaulicht die genaue Lage des Kopfschwerpunktes sowohl in einem 
durch ihn geführten Horizontalschnitt als auch im Medianschnitt des 




Fig. 24. 

Kopfes. Da der Horizontalschnitt die Augen getroflfen hat, und zwar 
in der unteren Halbkugel der Augäpfel, so kann man nach dieser 
Angabe auch am lebenden Menschen annähernd die Lage des Kopf- 
schwerpunktes feststellen: allerdings wird man dabei der bekanntlich 
großen individuellen Schwankungen unterworfenen besonderen Form 
des Kopfes Rechnung zu tragen haben. 

Der Schwerpunkt des Rumpfes allein befindet sich bei gerader 
Haltung desselben an der vorderen Fläche der Wirbelsäule, und zwar 
am oberen Rande des ersten Lendenwirbels. Dabei liegt er ziemlich 
genau in der Verbindungslinie des Mittelpunktes des Kopfgelenkes 
(Atlantooccipitalgelenkes) mit der Mitte der Hüftlinie, wobei unter 
der Hüftlinie die Verbindungslinie der Mittelpunkte beider Hüft- 
gelenke zu verstehen ist. Die vom Kopfgelenk bis zur Hüftlinie 
den Rumpf durchziehende Linie, welche man als die Längsachse 
des Rumpfes bezeichnen kann, geht in der gewöhnlichen Schulter- 
haltung auch annähernd durch die Mitte der Verbindungslinie beider 
Schultergelenkmittelpunkte, der sogenannten Schulteiiinie, hindurch. 



182 n. Spez. Teil. A. Anwend. auf die Mechanik d. menachl. Körpers. [Nr. 13. 

Der Schwerpunkt liegt auf der Längsachse des Rumpfes so, daß er 
die Strecke zwischen dem Mittelpunkte des Kopfgelenkes und der Mitte 
der Hüftlinie im Verhältnis 0,61 : 0,39 teilt, wobei die Verhältnis- 
zahlen so gewählt sind, daß sie zugleich das Verhältnis der Ent- 
fernung des Schwerpunktes von dem einen oder anderen Ende der 
Längsachse des Rumpfes zu der letzteren selbst angeben. Die Strecke 
zwischen der Mitte der Schulterlinie und der Mitte der Hüftlinie 
teilt er im Verhältnis 0,47 : 0,53. Hieraus ist also zu ersehen, daß 
der Schwerpunkt des Rumpfes der Hüftlinie näher liegt als dem 
Kopfgelenk, dagegen der Schulterlinie näher als der Hüftlinie. 

Durch diese Angaben wird man in den Stand gesetzt, den 
Schwerpunkt des Rumpfes bei gerader Haltung desselben auch am 
lebenden Menschen von normalem Körperbau zu bestimmen. Der 
Mittelpunkt des Atlantooccipitalgelenkes halbiert eine von links nach 
rechts gehende Linie, welche zwei symmetrisch zur Medianebene ge- 
legene Punkte des Kopfes miteinander verbindet, die sich auf jeder 
Seite in der Nähe der Mündung des äußeren Gehörganges, etwa am 
oberen Ansatz der Ohrmuschel befinden. Andererseits durchschneidet 
die Hüftlinie, wenn man sie auf jeder Seite nach außen verlängert, 
die Oberfläche des Körpers an Punkten, die sich am lebenden Menschen 
leicht angeben lassen, da an diesen Stellen sich auf jeder Seite gerade 
der Trochanter major femoris durchfühlen läßt. 

Ebenso mühelos läßt sich am Lebenden die Lage der Schulter- 
linie bestimmen. Infolgedessen gelingt es leicht, die Entfernung 
des Kopfgelenkes und der Mitte der Schulterlinie von der Mitte der 
Hüftlinie mit einer Genauigkeit zu messen, wie sie am Lebenden 
überhaupt erreichbar ist. Die oben angeführten Verhältniszahlen 
lassen dann ohne weiteres die Lage des Rumpfschwerpunktes be- 
rechnen. Natürlich gilt das auf diese Weise erlangte Resultat nur 
so lange, als der Rumpf seine gestreckte Haltung beibehält. Bei den 
vieKachen Krümmungen und Deformationen, welche der Rumpf des 
lebenden Menschen erfahren kann, ist die Lage des Schwerpunktes 
im Rumpfe viel größeren Schwankungen unterworfen, als es bei 
den anderen Körperteilen, mit Ausnahme der Hände, der Fall ist. 

Für den Schwerpunkt der beiden größeren Extremitätenabschnitte, 
also des Oberschenkels, Unterschenkels, Oberarms und Unter- 
arms hat sich übereinstimmend herausgestellt, daß derselbe mit 
größter Annäherung in die Längsachse des Gliedes fällt, d. h. also 
in die Verbindungslinie der Mittelpunkte der beiden das Glied be- 
grenzenden Gelenke. Dabei liegt derselbe immer dem proximalen 
Gelenk näher als dem distalen, wobei man, wie es im anatomischen 
Sprachgebrauch üblich ist, unter dem proximalen Gelenk dasjenige 
zu verstehen hat, welches dem Rumpf am nächsten liegt. Bezeichnet 
man allgemein mit €^ bzw. fg ^^^ Verhältnis der Entfernungen 
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des Schwerpunktes vom proximalen bzw. distalen öelenkmittelpunkte 
zn der Länge des Gliedes, worunter die Entfernung der beiden öelenk- 
mittelpunkte voneinander verstanden sein soll, so haben sich für 
diese beiden Verhältniszahlen im Mittel die folgenden Werte ergeben 



Körperteile i f^ 



\ i 

Oberschenkel, j, 0,44 . 0,56 

ünterfchenkel ■ 0,42 | 0,58 

Oberarm. . . !; 0,47 0,53 

Unterarm . . ' 0,42 | 0,58 

Bezeichnet man als Längsachse des Fußes eine vom hinteren 
Fersenrand aus nach der Fußspitze ziehende Linie und die Länge 
dieser Linie als die Länge des Fußes, so liegt der Schwerpunkt des 
Fußes bei gestreckter Haltung desselben auf seiner Längsachse und 
teilt seine Länge von hinten nach vom im Verhältnis 0,43 : 0,57, 

Der Schwerpunkt der Hand ist infolge der großen Beweglichkeit 
der Finger gegen die Mittelhand und der Fingerglieder gegeneinander 
in seiner Lage natürlich sehr schwankend. Befindet sich die Hand 
im Ruhezustande, so sind in der Regel die Finger schwach gebeugt. 
Bei dieser Ruhehaltung liegt dann der Schwerpunkt der Hand zwischen 
dem Köpfchen des dritten Mittelhandknochens und der Hohlhandfläche, 
etwa 1 cm von dem ersteren entfernt. 

Sieht man von dem Schwerpunkte der Hand ab, so kann man 
sagen, daß bei allen anderen Extremitätenabschnitten der Schwerpunkt 
auf der Längsachse liegt imd dieselbe in distaler Richtung nahezu 
übereinstimmend im Verhältnis 4 : 5 teilt; denn diesem Teilungs- 
verhältnis würden für €^ und fg di® Werte 0,44 und 0,56 entsprechen, 
die, wie man sieht, nur wenig von den oben angegebenen genaueren 
Werten abweichen. Auch beim Rumpf ist dieses Teilungsverhältnis 
zu konstatieren, wenn man auf die Teilung des zwischen den Mitten 
der Schulter- und Hüftlinie sich erstreckenden Stückes der Längsachse 
des Rumpfes achtet. Bezeichnet man bei den genannten Extremitäten- 
abschnitten die Entfernung der beiden Grelenkmittelpunkte mit ?, so 
hat man demnach mit genügender Annäherung für die Entfernungen 
des Schwerpunktes vom proximalen und distalen Gelenkmittelpunkte 
bezüglich die Werte %l und %l. Dies gilt auch für den Abstand 
des Rumpfschwerpunktes von den Mitten der Schulter- und Hüftlinie, 
falls man hier unter l die Entfernung dieser beiden Linien vonein- 
ander versteht. Da man am Lebenden die Größen l auch für die 
Extremitäten abschnitte leicht direkt messen kann, so ist man also 
imstande, auch für diese die Lage des Schwerpunktes bei einem normal 
gebauten Menschen mit genügender Annäherung zu berechnen. Ob 
man dabei die abgerundeten Verhältniszahlen % und % verwenden 
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kann, oder auf die in der Tabelle auf Seite 183 angegebenen genaueren 
Werte derselben zurückzugreifen bat, das kommt ganz auf den Grad 
der Genauigkeit an, welchen man bei der Messung der Größen l er- 
reicht hat, und auf den Grad der Sicherheit, mit dem man das zu 
untersuchende Individuum als ein normal gebautes ansehen kann. 
Absolute Genauigkeit wird sich bei derartigen Messungen und daran 
anschließenden Berechnungen natürlich überhaupt nicht erreicheh. 
lassen. 

Bei manchen Bewegungen des menschlichen Körpers kann man 
den Fuß zum Unterschenkel, bei anderen die Hand zum Unterarm 
festgestellt annehmen. Es ist daher von Vorteil, wenn man für diese 
Fälle von vornherein über die Lage des gemeinsamen Schwerpunktes 
dieser beiden Glieder orientiert ist. 

Der Schwerpunkt des Systems Unterschenkel + Fuß liegt 
zwar nicht mehr genau in der Längsachse des Unterschenkels, da 
der Schwerpunkt des Fußes bei einer mittleren Haltung desselben 
etwas vor die Verlängerung dieser Längsachse fällt. Immerhin 
ist die hierdurch bedingte Abweichung von der Längsachse des 
Unterschenkels nicht groß genug, als daß man in Anbetracht der 
unvermeidlichen Fehler bei der Bestimmung der Längsachse diesem 
Umstände Rechnung tragen könnte. Nimmt man aber den Schwer- 
punkt des Systems Unterschenkel + Fuß direkt auf der Längsachse 
des Unterschenkels an, so zeigt sich, daß er die Länge derselben, 
d. h. also die Strecke vom Mittelpunkte der Knieachse bis zum Mittel- 
punkte der Achse des oberen Sprunggelenks, im Verhältnis 0,61 : 0,39 
oder abgerundet 3 : 2 teilt. Während der Schwerpunkt des Unter- 
schenkels der Knieachse näher liegt als der Achse des Fußgelenks, 
ist der Schwerpunkt des Systems Unterschenkel + Fuß der Achse 
des letzteren Gelenks näher gerückt, wie es in Anbetracht der ver- 
hältnismäßig großen Masse des Fußes auch nicht anders zu erwarten stand. 

Der Schwerpunkt des Systems Unterarm + Hand liegt bei 
einer mittleren Pronationsstellung der Hand und schwach gebeugten 
Fingern ziemlich genau noch in der Längsachse des Unterarmes. 
Er teilt die Länge des letzteren, d. h. also die Strecke zwischen dem 
Mittelpunkte des Ellbogengelenkes und der Mitte des Handgelenkes, 
im Verhältnis 0,66 : 0,34, oder abgerundet im Verhältnis 2:1; er ist 
also von der Achse des Ellbogengelenkes gerade doppelt so weit 
entfernt als vom Mittelpunkte des Handgelenkes, welcher mit dem 
Mittelpunkte des Köpfchens vom Os capitatum zusammenfällt. 

c) Ableitimg der Schwerpunkte verschiedener aus mehreren Gliedern 
zusammengesetzten Teilsysteme und des Gesamtschwerpunktes des lebenden 
3Ienschen. 

Nachdem in der angegebenen Weise die Schwerpunkte der einzelnen 
Körperteile bestimmt worden sind, kann man dazu übergehen, den in 
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seiner Lage veränderlichen gemeinsamen Schwerpunkt für zwei oder 
mehrere derselben und schließlich den Gesamtschwerpunkt des Körpers 
abzuleiten. 

Der gemeinsame Schwerpunkt zweier Massen liegt «bekanntlich 
auf der Verbindungslinie der Einzelschwerpunkte und teilt dieselbe 
im umgekehrten Verhältnis dieser Massen. Man findet demnach den 
Schwerpunkt eines Armes, indem man nach der Tabelle auf Seite 179 
die Verbindungslinie der Schwerpunkte des Oberarms und des Systems 
Unterarm + Hand im Verhältnis 0,0312 : 0,0336 oder, was für die 
Konstruktion zweckmäßiger ist, im Verhältnis 0,481 : 0,519 teilt. 
Der Schwerpunkt des Systems Rumpf + Kopf teilt, wie man leicht 
aus der Tabelle auf Seite 179 ableitet, die Verbindungslinie der Schwer- 
punkte des Rumpfes und Kopfes im Verhältnis 0,142 : 0,858, der 
Schwerpunkt des Systems Unterschenkel + Fuß die Verbindungslinie 
der Schwerpunkte des Unterschenkels und des Fußes im Verhältnis 
0,253:0,747, und der Schwerpunkt eines Beins die Verbindungslinie 
der Schwerpunkte des Oberschenkels und des Systems Unterschenkel 
+ Fuß im Verhältnis 0,379 : 0,621. Der Gesamtschwerpunkt beider 
Arme liegt natürlich stets in der Mitte der Verbindungslinie der 
Schwerpunkte der beiden Arme, und der Gesaratschwerpunkt für beide 
Beine halbiert die Verbindungsstrecke der Schwerpunkte der beiden 
Beine. Um nun weiterhin den Schwerpunkt des Systems Rumpf + 
Kopf + beide Arme zu finden, hat man die Verbindungslinie des Schwer- 
punktes des Systems Rumpf + Kopf und des Gesamtschwerpunktes 
beider Arme im Verhältnis 0,207 : 0,793 zu teilen. Der Gesamtschwer- 
punkt des ganzen Körpers liegt endlich auf der Verbindungslinie des 
Schwerpunktes des Systems Rumpf + Kopf -f- beide Arme und des Gesamt- 
schwerpunktes für beide Beine und teilt dieselbe im Verhältnis 0,373:0,627. 

Für die praktische Durchführung dieser Zusammensetzung der 
Einzelschwerpunkte zu den Schwerpunkten der Teilsysteme oder dem 
Gesamtschwerpunkte empfiehlt es sich, den lebenden Körper mit den 
Schwerpunkten seiner Glieder in der zu untersuchenden Ruhestellung 
oder Bewegungsphase auf ein rechtwinkliges räumliches Koordinaten- 
system zu beziehen. Dies läßt sich am einfachsten auf photographischem 
Wege erreichen, indem man den Körper mindestens in zwei zu- 
einander rechtwinkligen Richtungen, besser aber in noch mehr ver- 
schiedenen Richtungen photographiert. Auf Grund der so erlangten 
Zentralprojektionen kann man dann mit Hilfe geeigneter Formeln^) 



1) Vgl. hierzu W. Braune und 0. Fischer, Die Bewegungen des Knie- 
gelenks nach einer neuen Methode am lebenden Menschen gemessen. Abhandl. 
der math. phys. Klasse der Königl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften, 
Band XVII, Nr. II, Seite 98 und ferner: Der Gang des Menschen I. Teil. Ab- 
handl. der math. phys. Klasse der Königl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften, 
Band XXI, Nr. IV, Seite 199. 
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die rechtwinkligen räumlichen Koordinaten der verschiedenen Gelenk- 
mittelpunkte, und aus diesen wieder die Koordinaten der Einzelschwer- 
punkte ableiten. 

Für die weitere Zusammensetzung der Schwerpunkte lassen sich 
dreierlei verschiedene Wege einschlagen. Man kann die Schwerpunkte 
der Teilsysteme und den Gesamtschwerpunkt entweder auf rein geo- 
metrischem Wege, durch Konstruktion, darstellen, indem man die 
Koordinaten dazu verwendet, Orthogonalprojektionen des Körpers auf 
zwei zueinander senkrechte Ebenen, am einfachsten auf zwei Koordi- 
natenebenen des rechtwinkligen Systems, herzustellen, und dann an 
diesen Projektionen nach den Methoden der darstellenden Geometrie 
die Konstruktion der Schwerpunkte vornimmt. Oder man kann aus 
den Koordinaten der Einzelschwerpunkte direkt auf dem Wege der 
Rechnung zu den Koordinaten der Systemschwerpunkte und des Ge- 
samtschwerpunktes gelangen. Endlich kann man auch einen Mecha- 
nismus zusammensetzen, welcher die Lage dieser Schwerpunkte für 
jede Stellung des menschlichen Körpers selbsttätig angibt. 

Was zunächst die Konstruktion anlangt, so ist dabei zu be- 
achten, daß die oben angegebenen Verhältniszahlen natürlich auch 
für die Projektionen der Verbindungsstrecken der einzelnen Schwer- 
punkte gelten. Hat man an den Projektionen auf zwei verschiedene 
Koordinatenebenen die Lage der Schwerpunkte bestimmt, so kann man 
dann rückwärts die drei rechtwinkligen Koordinaten derselben mit dem 
Maßstab abmessen oder, falls die Projektionen etwa auf Millimeter- 
papier aufgezeichnet sind, direkt ablesen. Die dabei erzielte Genauig- 
keit ist um so größer, je größer der Maßstab der Projektionen ist. Es 
empfiehlt sich daher, dieselben zum Zwecke der Konstruktion entweder 
in ganzer oder doch wenigstens in halber Lebensgröße aufzuzeichnen. 

Für die Berechnung der Koordinaten der Schwerpunkte der 
Teilsysteme und des Gesamtschwerpunktes aus den Koordinaten der 
Einzelschwerpunkte geht man zweckmäßigerweise von dem Satz (126) 
des L Teils auf Seite 103 aus, nach welchem der von einem beliebigen 
Punkte, hier .etwa dem Koordinatenanfangspunkte, aus nach dem Schwer- 
punkte eines Systems gezogene Vektor gleich der geometrischen Summe 
der von demselben Punkte nach den Einzelschwerpunkten gezogenen 
Vektoren ist, nachdem jeder dieser letzteren Vektoren im Verhältnis ^ 
der zu seinem Einzelschwerpnnkte gehörenden Masse zu der Gesamt- 
masse des ganzen Systems verkleinert worden ist. Denkt man diesen 
Vektorzug nacheinander auf jede der drei Achsen des rechtwinkligen 
räumlichen Koordinatensystems projiziert und beachtet, daß die Pro- 
jektionen des vom Koordinatenanfangspunkte nach irgend einem 
Punkte P gehenden Vektors auf die drei Koordinatenachsen nichts 
anderes als die drei rechtwinkligen Koordinaten dieses Punktes P 
sind, so erhält man den 
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Satz: Jede der drei Koordinaten des Schwerpunktes eines 
zusammengesetzten Systems ist gleich der algebraischen 
Summe der im Verhältnis ^ verkleinerten gleichnamigen 
Koordinaten der Einzelschwerpunkte, unter fi das Verhält- 
nis der Masse des Gliedes, dem der Einzelschwerpunkt an- 
gehört, zu der Gesamtmasse verstanden. 

Denkt man den menschlichen Körper aus n starren Abschnitten 
zusammengesetzt, welche der Reihe nach von 1 bis n numeriert 
sind, und bezeiclmet mit a;^, y^^, 0^^ die Koordinaten des Schwerpunktes 
vom Äten Gliede, für welches das Verhältnis seiner Masse zu der 
Gesamtmasse den Wert (i^ besitzt, so erhält man also zur Berechnung 
der Koordinaten Xq^ y^, 0q des Gesamtschwerpunktes die Formeln 

n 

Xq = ^^X^ + fl^X^ + ^^Xq + . . . . (i^Xn ^Z}H^h 

1 
n 

(220) . y^ = /ti^i + /täi/j + /tjyg + ^nVn ==2***^» 



n 

1 



^0 = f«l 

Für die numerische Berechnung sind die Werte der Verhältnis- 
zahlen II aus der Tabelle auf Seite 179 zu entnehmen. 

Die Formeln (220) können nun ohne weiteres auch dazu dienen, 
die Koordinaten des Schwerpunktes eines Teilsystems, etwa des ganzen 
Beios, des Systems Rumpf + Kopf + beide Arme usw. zu berechnen. 
Es bedeuten dann aber die Größen fi nicht mehr die Verhältnisse 
der Einzelmassen zu der Gesamtmasse des ganzen menschlichen 
Körpers, sondern nur die Verhältnisse der Einzelmassen zu der Masse 
des Teilsystems, und n gibt jetzt auch nur die Anzahl der Glieder 
des Teilsystems an. 

Endlich kann man einen Gelenkmechanismus konstruieren, 
welcher automatisch für jede Stellung des menschlichen Körpers den 
Ort des Gesamtschwerpunktes angibt. Ein solcher Mechanismus 
schließt sich eng an die Konstruktion des Gesamtschwerpunktes aus 
den Einzelschwerpunkten an; er führt dieselbe mechanisch aus. Da 
es bei dieser Konstruktion nur auf Teilung variabler Strecken in be- 
stimmten Verhältnissen ankommt, so wird der Gesamtmechanismus sich 
aus lauter einzelnen Mechanismen zusammensetzen, von denen jeder 
die Teilung einer innerhalb bestimmter Grenzen variablen Strecke nach 
gegebenem Verhältnis für jede Länge derselben ausführt. Einen der- 
artigen Gelenkmechanismus veranschaulicht die umstehende Figur 25. 
Die vier Stäbe, Metallstreifen oder auch Kai-tonstreifen, J.J), DB, EG 
und FC sind an den Stellen D, E, F und C durch Schamiergelenke 
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mit parallelen Achsen verbunden. Die Lage der Gelenkachsen und 
die Dimensionen der einzelnen Stäbe sind so bemessen, daß 

C^ q AE:ED=^DF:FB, 

YB 




ferner 



und 



EC^DF 



FC^BE 



ist, so daß das Viereck 
EGFD ein Parallelo- 
gramm darstellt. 

Dann läßt sich leicht 

einsehen, daß die drei 

Pig 25. Punkte Ay C und B 

stets in gerader Linie 
liegen, und daß für jede Gelenkstellung stattfindet 

ÄC:CB=ÄE:EB = BF:FB. 

Die Längen der beiden Stäbe AB und BB können bis zu ge- 
wissem Grade ganz willkürlich gewählt werden; sie müssen nur den 
Bedingungen genügen, daß ihre Summe mindestens gleich der größten 
und ihre Differenz höchstens gleich der kleinsten Entfernung ist, 
welche die beiden Punkte A und B annehmen können. Li dem be- 
sonderen Falle, daß diese Punkte sich bis zum Zusammenfallen einander 
nähern können, müssen daher AB und BB gleich lang genommen 
werden; in allen anderen Fällen ist aber Gleichheit dieser beiden 
Strecken durchaus nicht erforderlich. Verbindet man den Mechanismus 
im Punkte A durch eine zu den vier Schamierachsen parallele 
Achse gelenkig mit einer festen Unterlage, so stellt er den bekannten 
Storchschnabel dar; bewegt man dabei B auf einer Kurve, so zeichnet 
G eine hierzu ähnliche, im Verhältnis AC : AB verkleinerte Kurve 
auf. Verbindet man dagegen den Mechanismus in den Punkten A 
und B gelenkig mit den Schwerpunkten zweier Körper, so gibt, 
vorausgesetzt, daß eine solche Verbindung überhaupt möglich ist, der 
Punkt C für jede Stellung der Körper zueinander den Gesamtschwer- 
punkt derselben an, falls die Strecken AE und EB, ebenso wie die 
Strecken BF und FB des Mechanismus, sich umgekehrt wie die 
Massen der beiden Körper verhalten. Im allgemeinen muß man hierbei 
den Mechanismus in A und B durch Kugelgelenke mit den Schwer- 
punkten der beiden Körper verbinden. Nur in dem Falle, daß die 
Körper selbst durch ein Schamiergelenk miteinander verbunden sind, 
%nn man diese Verbindungen in A und B durch bloße Schamier- 
enke bewirken, deren Achsen aber sowohl den vier Scharnierachsen 
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des Mechanismus, als auch gleichzeitig der Achse des die beiden 
Körper verbindenden Schamiergelenks parcdlel sein müssen. 

Unter den Gelenken des menschlichen Körpers finden sich nur 
wenige, welche im streng mechanischen Sinne als Scharniergelenke 
angesehen werden können. Die meisten besitzen entweder mehrere 
Grade der Freiheit oder lassen wenigstens innerhalb gewisser Grenzen 
Schwankungen der Achse zu. Faßt man dagegen die Projektion der 
Bewegung des menschlichen Körpers auf irgend eine Ebene ins Auge, 
so kommt von jeder Gelenkbewegung immer nur der Teil zum Vor- 
schein, welcher in einer Drehung der Projektionen der beiden durch 
das Gelenk verbundenen Körperteile um die zur Projektionsebene 
senkrechte Gelenkachse besteht. Im allgemeinen werden bei dieser 
Drehung die Projektionen der Körperteile ihre Dimensionen ändern, 
und zwar umsomehr, je mehr die tatsächlich stattfindende Gelenk- 
bewegung von einer reinen Drehung um die zur Projektionsebene 
senkrechte Gelenkachse abweicht. Besitzt dagegen bei einer Bewegung 
die Achse der wirklichen Gelenkdrehung schon nahezu diese Richtung, 
so werden auch die Projektionen der Körpei-teile ihre Größen während 
der Bewegung nicht wesentlich ändern. Beim Gehen tritt nun z. B. 
dieser Fall für eine Projektion nahezu ein. Hier finden in allen Ge- 
lenken die Drehungen annähernd um Achsen von derselben Richtung 
statt, nämlich der zur Gangebene senkrechten Richtung; denn die 
Längsachsen aller Körperteile bleiben bei ihrer Bewegung nahezu der 
Gtmgebene parallel. Es erscheinen daher die Längsachsen der Körper- 
teile in der Projektion auf die Gangebene annähernd in ihrer wahren 
Größe und erleiden nur verhältnismäßig geringe Änderungen ihrer 
Länge bei der Bewegung. 

VerschaflFt man sich nun ein in den Hauptgelenken bewegliches 
Modell der Projektion des menschlichen Körpers auf die Medianebene 
aus Metallblech oder Karton, so kann man durch Veränderung der 
Gelenkstellungen mit demselben annähernd aUe Bewegungsphasen des 
menschlichen Körpers beim Gehen in ihrer Projektion auf die Gang- 
ebene oder bei irgend einer anderen nahezu ebenen Bewegung in der 
Projektion auf die Bewegungsebene richtig darstellen. Dabei brauchen 
die 12 Abschnitte, in welche man etwa, wie oben angegeben wurde, 
den menschlichen Körper zerlegt denkt, nur durch Scharniergelenke 
mit parallelen, natürlich zur Bewegungsebene senkrechten, Achsen 
verbunden zu sein. An diesem Modell kann man nun leicht einen 
Mechanismus anbringen, welcher die Projektion des Gesaratschwer- 
punktes auf die Bewegungsebene automatisch anzeigt. Die einzelnen 
Teile desselben brauchen in diesem besonderen Falle nur durch 
Scharniergelenke untereinander und mit den Projektionen der Einzel- 
schwerpunkte verbunden zu sein, deren Achsen alle den Gelenkachsen 
des Modells parallel sind. Tafel I veranschaulicht ein solches Modell 
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der Projektion des menschlichen Körpers mit Schwerpunktsmechanismus. 
Dasselbe ist seinerzeit von mir aus Karton in halber Lebensgröße 
ausgeführt worden ^) und kann in Metall gearbeitet von Herrn Präzisions- 
mechaniker E. Zimmermann in Leipzig bezogen werden. Wie man 
leicht erkennt, besteht der Schwerpunktsmechanismus aus lauter Be- 
standteilen von der durch Figur 25 auf Seite 188 dargestellten Form, 
Zum Zwecke bequemerer Darstellung sind auf Tafel I die 12 Ab- 
schnitte des Körpers numeriert und die Einzelschwerpunkte durch den 
Buchstaben S mit der Nummer des betreffenden Körperteils als Index 
bezeichnet worden. Der Rumpf besitzt die Nummer 1, die drei 
Abschnitte der rechten unteren Extremität tragen in distaler Reihen- 
folge die Nummern 2, 4 und 6, die der linken unteren Extremität 
entsprechend die Nummern 3, 5 und 7, femer die beiden Abschnitte 
der rechten oberen Extremität die Nummern 8 und 10 und die der 
linken oberen Extremität die Nummern 9 und 11. Endlich ist der 
Kopf mit der Nummer 12 versehen. Demnach bedeutet z. B. S^ den 
Schwerpunkt des Rumpfes, /S^ den Schwerpunkt des linken Fußes, 
usw. Die Gelenke zwischen den einzelnen Körperteilen sind mit dem 
Buchstaben G bezeichnet worden und tragen als Indizes immer die 
beiden Nummern der durch das Gelenk verbundenen Glieder; so be- 
deutet z. B. 6ri 2 das rechte Hüftgelenk, Gq ^ das linke Ellbogen- 
gelenk, usw. Endlich sind auch die Gesamtschwerpunkte für mehrere 
Körperteile mit mehreren Indizes versehen worden, nämlich den 
Nummern sämtlicher Körperteile, welche zu dem betreffenden Ge- 
samtschwerpunkte gehören; wo es ging, sind diese Lidizes in ge- 
drängter Form angegeben worden, wie z. B. in der Form 2 bis 7 für 
den Gesamtschwerpunkt beider Beine, oder 8 bis 11 für den Gesamt- 
schwerpunkt beider Arme. Demnach bedeutet also z. B. Äg 4 g den 
Schwerpunkt des ganzen rechten Beines, S^ 7 den Schwerpunkt des 
Systems linker Unterschenkel -|- Fuß, S^ ^^ den Schwerpunkt des 
Systems Rumpf + Kopf, Si^suau den Schwerpunkt des ganzen auf 
den beiden Beinen ruhenden Abschnittes des menschlichen Körpers, usw. 
Der Gesamtschwerpunkt des Körpers ist mit Sq bezeichnet worden. 
Die Figur auf Tafel I zeigt die Stellung des ganzen Mechanismus für 
eine bestimmte Haltung des Körpers an. Es ist besonders zu beachten, 
daß mit Ausnahme des Gesamtschwerpunktes Sq alle mit nur einem Index 
versehenen Schwerpunkte Einzelschwerpunkte sind und daher am Modell 
feste Lage innerhalb eines Körperteils besitzen. Dagegen ändern alle 
mit mehreren IndizeS versehenen Schwerpunkte als System Schwerpunkte, 
ebenso wie der Gesamtschwerpunkt Sq beim Übergang aus einer 
Haltung des Körpers in eine andere im allgemeinen ihre Lage relativ 

1) Vgl. Nr. 262 des Hauptkatalogs mathematischer und mathematisch-phy- 
sikalischer Modelle, Apparate und Instrumente, herausgegeben von der Deutschen 
Mathematiker Vereinigung im Jahre 1892. 
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zu den einzelnen Körperteilen. Die Abmessungen der einzelnen Teü- 
mechanisDien. richten sich natürlich genau nach den früher angegebenen 
Verhältniszahlen. So müssen z. B. für den zwischen S^ und S,j an- 
gebrachten Mechanismus, welcher die Schwerpunkte des linken Unter- 
schenkels und Fußes zu dem Schwerpunkte fig 7 des Systems linker 
Unterschenkel + Fuß zusammensetzt, die einzelnen Kartonstreifen, 
oder besser Metallstreifen, so gewählt sein, daß 

^5^6,7 ' 'SsjÄt - 0,253 : 0,747 (vgl. Seite 185). 

Der Schwerpunkt S^ 7 wird nun durch den zwischen ihm und 
dem Schwerpunkte S^ des linken Oberschenkels eingelenkten Teil- 
mechanismus mit A3 zu dem Schwerpunkte S^^^ des ganzen linken 
Beins zusammengesetzt. Die Längen der hierzu nötigen Streifen müssen 
so bemessen sein, daß 

ÄsSw^Sw-^M» 0,379: 0,621. 

Der Teilmechanismus, welcher den Schwerpunkt des linken Beines 
Sg 5 7 mit dem des rechten Beines Sg 4 g zu dem Gesamtschwerpunkte 
beider Beine 82^97 zusammengesetzt, muß so konstruiert werden, daß 
der letztere immer genau in der Mitte zwischen den beiden ersteren 
liegt. Da die Schwerpunkte beider Beine in der Projektion zur voll- 
ständigen Deckung kommen können, so müssen hier sogar die beiden 
langen Streifen von gleicher Länge sein; die beiden kürzeren Streifen 
müssen daher beide die halbe Länge eines langen Streifens besitzen. 
Die Längen der Stäbe des zwischen S^ und S^^ angebrachten Teil- 
mechanismus, welcher die Schwerpunkte des Rumpfes und Kopfes zu 
dem Schwerpunkte des Systems Rumpf -|- Kopf vereinigt, müssen 
so gewählt sein, daß immer 

>5i^i,i2 ' ^1,12^12 = 0,142 : 0,858. 

Die Teile des im Schwerpunkte Äabis? für beide Beine einerseits 
und in dem Schwerpunkte Si^shui2 des Systems Rumpf + Kopf + 
beide Arme andererseits eingelenkten Mechanismus, welcher schließlich 
den Gesamtschwerpunkt Sq des ganzen Körpers liefert, haben in ihren 
Dimensionen dem Umstände Rechnung zu tragen, daß für alle Stellungen 
des menschlichen Körpers die Proportion gelten muß 

Si,8bi8i2Äo ' ÄoÄ2bi87 = 0,373 : 0,627 (vgl. Seite 185). 

Es wird nicht nötig sein, weitere Erklärungen hinzuzufügen, da 
die Figur auf Tafel I sich selbst erklärt. Der Mechanismus führt 
die Konstruktion des Gesamtschwerpunktes des menschlichen Körpers 
aus den Einzelschwerpunkten unter genauer Beachtung der oben mit- 
geteilten Verhältniszahlen für die Projektion auf die Medianebene 
automatisch aus. Er tut dies mit großer Präzision, wenn er genau 
konstruiert ist. Die einzige Ungenauigkeit, welche eventuell seinen 
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Angaben anhaftet, hat darin seinen Grund, daß die Projektionen der 
Längsachsen der Glieder bei einer nicht vollkommen ebenen Bewegung, 
also z. B. die Projektionen auf die Gangebene im Verlauf eines 
Schrittes doch etwas ihre Länge ändern. Diese Fehlerquelle ließe sich 
noch vollkommen beseitigen, wenn man an den einzelnen Körper- 
teilen die Gelenke innerhalb gewisser Grenzen in ihrer Lage ver- 
änderlich machte und nun durch einen Mechanismus von der Art 
der einzelnen Teilmechanismen dafür sorgte, daß der Einzelschwerpunkt 
des Körperteils in jedem Falle die Längsachse desselben in dem oben 
angegebenen (Seite 183) bestiminten Verhältnis teilt. 

Hat man sich die Projektion eines ebenen Bewegungsvorganges 
auf die Bewegungsebene verschafft, so kann man dann mit Hilfe 
des beschriebenen Schwerpunktsmechanismus durch Auflegen desselben 
auf die einzelnen Bewegungsphasen die Bahn des Gesamtschwerpunktes 
des Körpers, sowie der einzelnen Systemschwerpunkte direkt in die 
Projektion eintragen, oder durch kleine Bleistiftchen, welche an den 
betreffenden Gelenken des Mechanismus in der Richtung der Achse 
angebracht sind, selbsttätig eintragen lassen. Ist die Projektion auf 
Millimeterpapier aufgezeichnet, so lassen sich ferner ohne weiteres 
zwei Koordinaten der Schwerpunkte ablesen, falls die Projektion auf 
eine Koordinatenebene ausgeführt ist. Zur Gewinnung der dritten, 
zu dieser Koordinatenebene senkrechten Koordinate reicht natürlich 
der eine Mechanismus nicht aus, da er sich nur auf eine Projektion 
bezieht. Man hätte dann noch einen zweiten Mechanismus von der- 
selben Art zu verwenden, welcher der Projektion auf eine zweite 
Koordinatenebene angepaßt wäre. Da in dieser Projektion aber dann 
die Längsachsen der Glieder zum Teil sehr stark verkürzt erscheinen 
und überhaupt sehr beträchtliche Längenänderungen erfahren werden, 
die man nicht, wie bei der Projektion auf die Bewegungsebene ver- 
nachlässigen kann, so würde ein solcher Schwerpunktsmechanismus 
nach den obigen Auseinandersetzungen sehr kompliziert werden. 

Es empfiehlt sich daher, wenn man nicht nur eine Projektion des 
Schwerpunktes, sondern seine Lage im Räume feststellen will, sich ein 
räumliches Modell des menschlichen Körpers, etwa ein in den Haupt- 
gelenken bewegliches Skelett, zu verschaffen, und an diesem einen 
Schwerpunktsmechanismus nach demselben Prinzip anzubringen. Der- 
selbe könnte so zusammengesetzt sein, wie der durch Tafel I ver- 
anschaulichte. Es müßten nur die Enden eines jeden Teilmechanismus 
in den betreffenden Schwerpunkten durch Kugelgelenke mit den 
Knochen, bezüglich den benachbarten Teilmechanismen, verbunden 
sein. Zum Teil würde man dabei von den Knochen, z. B. von einigen 
Rippen oder von der Schädelkapsel etwas wegnehmen müssen, um 
die einzelnen Stäbe des Mechanismus nicht in ihren Bewegungen zu 
hindern. Im übrigen setzen sich der Konstruktion eines solchen räum- 
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liehen Schwerpunktsmechanismüs durcliaas keine praktischen Schwierig- 
keiten entgegen. Es haben bisher nur die Mittel gefehlt^ denselben 
ausführen zu lassen. Ein derartiger Mechanismus wird ebenso wie 
der aus Eartonstreifen tatsächlich ausgeführte sehr leicht spielen. 
Denn bewegt man z. B. irgend einen Körperteil, etwa das System 
rechter Unterarm + Hand, so werden nicht alle Systemschwerpunkte 
ihren Ort ändern, sondern nur Sg^^Q, Sshuuy Äi,8biai2 und Sq, Dabei 
sind ferner die Exkursionen dieser vier Schwerpunkte um so kleiner, 
je größer das zugehörige Massensystem ist. Die kleinste Bewegung 
wird daher immer der Gesamtschwerpunkt Sq des ganzen Körpers 
ausführen. Die Kraft, mit welcher die Bewegung der Schwerpunkte 
ausgeführt wird, ist nun aber nach dem Prinzip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten um so größer, je kleiner die Verrückung sich darstellt. 
Es bedarf daher nur einer sehr geringen Anstrengung, um mit der 
Drehung des Unterarms im EUbogengelenk den ganzen Mechanismus 
in Bewegung zu versetzen; der Gesamtschwerpunkt wird immer mit 
verhältnismäßig großem Zwange diese Drehung ausführen. 

14. Die Hauptpunkte des mensclilichen Körpers. 

Wie im allgemeinen Teil ausführlich nachgewiesen worden 
ist, spielen in der Mechanik der Gelenksysteme neben den Schwer- 
punkten noch andere feste Punkte innerhalb der einzelnen Glieder, 
die ich als die Hauptpunkte der Glieder bezeichne, eine wichtige 
Rolle. Die Lage eines jeden Einzelschwerpunktes hängt nur von 
der Verteilung der Masse innerhalb des betreffenden Gliedes ab, 
steht aber in gar keiner Beziehung zu den Massen der übrigen 
Glieder. Der Hauptpunkt eines Gliedes richtet sich dagegen in 
seiner Lage auch nach den Massen der übrigen Glieder, welche 
mit seinem Gliede zusammenhängen; denn derselbe stellt ja den 
Schwerpunkt des zu dem betreffenden Gliede gehörenden reduzierten 
Systems dar, welches man dadurch erhält, *daß man in dem Mittel- 
punkte eines jeden Gelenkes dieses Gliedes die Massen aller der 
Glieder des Gelenksystems konzentriert denkt, welche durch das 
Gelenk entweder unmittelbar oder mittelbar mit ihm in Verbindung 
stehen. Auf den menschlichen Körper angewendet, erhält man also 
z. B. den Hauptpunkt des rechten Oberarms, indem man im Mittel- 
punkte des rechten Ellbogengelenks die Massen des rechten Unterarms 
mit der Hand, und im Mittelpunkte des rechten Schultergelenkes die 
Massen aller übrigen Körperteile mit Ausnahme des rechten Armes 
selbst konzentriert und dem rechten Oberarm hinzugefügt denkt. 
Der Schwerpunkt dieses fingierten Massensystems, des sogenannten 
„reduzierten rechten Oberarm Systems", stellt den Hauptpunkt des 
rechten Oberarms dar. In entsprechender Weise ergibt sich der 
Hauptpunkt des Rumpfes als Schwerpunkt des ,,reduzierten Rumpf- 
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Systems", d. h. eines Massensystems, welches man dadurch erhält, daß 
man den Rumpf im Mittelpunkte eines jeden Schultergelenks durch 
die Masse des anhängenden Armes, im Mittelpunkte eines jeden- Hüft- 
gelenks durch die Masse des anhängenden Beines und im Mittelpunkte 
des Kopfgelenkes durch die Masse des Kopfes beschwert denkt. 

Wenn auch im Rumpfe der Hauptpunkt in der Nähe des Schwer- 
punktes zu suchen sein wird, so sieht man doch leicht ein, daß der 
Hauptpunkt des Oberarmes verhältnismäßig weit von dem Schwer- 
punkte desselben entfernt liegen muß; er wird ziemlich nahe am 
Schultergeienk liegen infolge der großen Massenkonzentration im Mittel- 
punkte des Schultergelenks. Das Entsprechende wird für alle Ex- 
tremitätenabschnitte gelten; überall wird der Hauptpunkt näher dem 
proximalen Gelenk als dem Schwerpunkte des betreffenden Gliedes zu 
liegen kommen. 

In dem Bild des menschlichen Körpers auf Tafel H ist die un- 
gefähre Lage der einzelnen Hauptpunkte angedeutet worden. In 
Wirklichkeit liegen die Hauptpunkte der Extremitätenabschnitte noch 
näher an den proximalen Gelenken; sie sind aber im Interesse der 
Deutlichkeit absichtlich etwas weiter von diesen entfernt gezeichnet 
worden. Den zwölf Abschnitten, in welche dabei der ganze Körper 
zerlegt gedacht ist, sind wieder die schon auf Tafel I verwendeten 
Nummern beigelegt werden. 

Die genaue Lage der Hauptpunkte der einzelnen Abschnitte des 
menschlichen Körpers läßt sich nun leicht auf Grund der im vorigen 
Abschnitt vorgenommenen Schwerpunktsbestimmung ableiten. Man 
sieht ohne weiteres ein, daß man dazu gar nicht die Kenntnis der 
Massen der einzelnen Glieder selbst braucht, sondern daß man mit 
den in der Tabelle auf Seite 179 niedergelegten Verhältniszahlen (i der 
Einzelmassen zu der Gesamtmasse des ganzen Körpers ausreicht. 

a) Bestimmung der' Hauptpunkte der einzelnen Körperteile, Der 
Hauptpunkt eines Oberschenkels stellt sich als der Gesamt- 
schwerpunkt dreier im Hüftgelenkmittelpunkte, Kniegelenkmittelpunkte 
und Schwerpunkte des Oberschenkels konzentrierter Massen dar, denen 
bezüglich die Verhältniszahlen 0,8136, 0,0706 und 0,1158 zukommen. 
Setzt man diese drei Massenpunkte sukzessiv zu dem gemeinsamen 
Schwerpunkte zusammen, indem man berücksichtigt, daß der Schwer- 
punkt des Oberschenkels auf der Verbindungsstrecke des Hüftgelenk- 
und Kniegelenkmittelpunktes liegt und dieselbe im Verhältnis 0,44:0,56 
teilt, so ergibt sich, daß der ebenfalls auf dieser Verbindungsstrecke 
liegende Hauptpunkt des Oberschenkels dieselbe im Verhältnis 
0,122 : 0,878 teilt. Ist l die Entfernung der Mittelpunkte des Hüft- 
und Kniegelenks, so hat infolgedessen der Hauptpunkt des Ober- 
schenkels auf der Längsachse desselben vom Hüffcgelenkmittelpunkte 
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den Abstand 0,122 • l und vom Kniegelenkmittelpunkte den Abstand 
0,878 . l 

Der Hauptpunkt eines Unterschenkels ist der Gesamt- 
schwerpunkt dreier im Kniegelenkmittelpunkte, Mittelpunkte des oberen 
Sprunggelenks und Schwerpunkte des Unterschenkels konzentrierter 
Massen von den Verhältniszahlen 0,9294, 0,0179 und 0,0527. Da 
der Schwerpunkt des Unterschenkels auf der Verbindungslinie der 
Mittelpunkte vom Knie- und Fußgelenk liegt und dieselbe im Ver- 
hältnis 0,42 : 0,58 teilt, so befindet sich auch der Hauptpunkt des 
Unterschenkels auf dieser Linie und teilt sie im Verhältnis 0,040:0,960. 
Ist l die zwischen den Mittelpunkten der begrenzenden Gelenke ge- 
messene Länge des Unterschenkels, so besitzt der Hauptpunkt des 
Unterschenkels voii den Mittelpunkten des Knie- und Fußgelenks 
bezüglich die Abstände 0,040 • l und 0,960 • l. 

Der Hauptpunkt eines Fußes stellt sich nur als gemeinsamer 
Schwerpunkt zweier Massenpunkte dar, welche im Fußgelenkmittel- 
punkte und Schwerpunkte des Fußes konzentriert zu denken sind und 
bezüglich die Verhältniszahlen 0,9821 und 0,0179 besitzen. Er teilt 
demnach die Verbindungsstrecke dieser beiden Punkte im Verhältnis 
0,018 : 0,982. Bezeichnet r die Entfernung zwischen dem Mittelpunkte 
des Fußgelenks und dem Schwerpunkte des Fußes, so besitzt der 
Hauptpunkt des Fußes von diesen beiden Punkten bezüglich die Ab- 
stände 0,018 • r und 0,982 • r. Er liegt also sehr nahe am Mittelpunkte 
des Fußgelenks. 

Der Hauptpunkt eines Oberarmes bedeutet den Gesamtschwer- 
punkt dreier im Mittelpunkte des Schultergelenks, Mittelpunkte des 
Ellbogengelenks und Schwerpunkte des Oberarms konzentrierter Massen 
von den Verhältniszahlen 0,9352, 0,0312 und 0,0336. Berücksichtigt 
man, daß der Schwerpunkt des Oberarmes auf der Verbindungsstrecke 
der Mittelpunkte des Schultergelenks und Ellbogengelenks liegt und 
dieselbe im Verhältnis 0,47 : 0,53 teilt, so findet man, daß der Haupt- 
punkt des Oberarmes sich ebenfalls auf dieser Verbindungsstrecke 
befindet, und daß er dieselbe im Verhältnis ^',047: 0,953 teilt. Bei 
einer Länge l des Oberarmes, gemessen zwischen den beiden Gelenk- 
mittelpunkten, besitzt demnach der Hauptpunkt desselben von den 
Mittelpunkten des Schulter- und Ellbogengelenks bezüglich die Ab- 
stände 0,047 . l und 0,953 • l 

Der Hauptpunkt des Systems Unterarm + Hand jeder 
Seite ist der gemeinsame Schwerpunkt von nur zwei Massenpunkten, 
welche im Mittelpunkte des Ellbogengelenks und im Schwerpunkte 
des Systems Unterarm + Hand konzentriert zu denken sind, behaftet 
mit den Verhältniszahlen 0,9688 und 0,0312. Da bei mittlerer Pro- 
nationssteUung der Hand der Schwerpunkt des Systems Unterarm + 
Hand auf der Verbindungsstrecke der Mittelpunkte des Ellbogen- 
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gelenks und Handgelenks liegt und dieselbe im Verhältnis 0^66:0,34 
teilt, so wird der Hauptpunkt des Systems Unterarm + Hand eben- 
falls auf dieser Verbindungsstrecke zu suchen sein; die Rechnung 
ergibt, daß er dieselbe im Verhältnis 0,021 : 0,979 teilt. Bezeichnet l 
die Entfernung zwischen den Mittelpunkten des Ellbogengelenks 
und Handgelenks, so wird infolgedessen der Hauptpunkt des Systems 
Unterarm + Hand vom Ellbogengelenkmittelpunkte den Abstand 
0,021 • / und vom Handgelenkmittelpunkte den Abstand 0,979 • l be- 
sitzen, also sehr nahe am ersteren liegen. Einen Hauptpunkt des 
Unterarmes und einen solchen der Hand allein aufzusuchen, hat für 
alle Untersuchimgen keinen Zweck, bei denen die Hand zum Unter- 
arm festgestellt angenommen werden kann, und also der Unterarm 
mit der Hand zusammen als ein starrer Körperteil aufzufassen ist. 
Dies ist z. B. der Fall beim menschlichen Gang. Für die Untersuchung 
anderer Bewegungsarten des menschlichen Körpers, wie z. B. deren 
eines Klavierspielers, wird man dagegen nicht nur die Einzelhaupt- 
punkte des Unterarmes und der Mittelhand, sondern sogar die Haupt- 
punkte der Fingerglieder berücksichtigen müssen. 

Der Hauptpunkt des Rumpfes stellt den Gesamtschwerpunkt 
von nicht weniger als sechs Massenpunkten dar, welche in den Mittel- 
punkten der beiden Hüftgelenke, der beiden Schultergelenke, des 
Atlantooccipitalgelenks und im Schwerpunkte des Rumpfes konzentriert 
zu denken sind. Dabei kommen einer jeden in einem Hüftgelenk- 
mittelpunkte konzentrierten Masse die Verhältniszahl 0,1864, einer 
jeden in einem Schultergelenkmittelpunkte konzentrierten Masse die 
Verhältniszahl 0,0648 und den im Kopfgelenkmittelpunkte und im 
Schwerpunkte des Rumpfes konzentrierten Massen bezüglich die Ver- 
hältniszahlen 0,0706 und 0,4270 zu. Zur Vereinfachung der Haupt- 
punktsbestimmung kann man die beiden in den Hüftgelenkmittel- 
punkten konzentrierten Massen durch einen im Mittelpunkte der Hüft- 
linie befindlichen Massenpunkt von der Verhältniszahl 0,3728, und 
die beiden in den Schultergelenkmittelpunkten konzentrierten Massen 
durch einen im Mittelpunkte der Schulterlinie angebrachten Massen- 
punkt von der Verhältniszahl 0,1296 ersetzen. Dann hat man nur 
noch vier Massenpunkte zum gemeinsamen Schwerpunkte zusammen- 
zusetzen, welche alle auf einer Geraden, nämlich der Rumpf linie, 
liegen. Auf dieser Linie wird infolgedessen auch der Hauptpunkt 
des Rumpfes zu finden sein. Da der Abstand des Kopfgelenkmittel- 
punktes von der Mitte der Hüftlinie sich zu der Entfernung der 
Hüft- und Schulterlinienmitte wie 1,35 : 1 verhält, und femer der 
Schwerpunkt des Rumpfes die Verbindungstrecke der Mittelpunkte 
der Hüftlinie und Schulterlinie im Verhältnis 0,53 : 0,47 teilt, so 
ergibt die Rechnung, daß der Hauptpunkt des Rumpfes diese letztere 
Verbindungsstrecke im Verhältnis 0,451 : 0,549 teilt. Die Verbindungs- 
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strecke zwischen den Mittelpunkten der Hüftlinie und des Eopf- 
gelenkes wird dagegen durch den Hauptpunkt des Rumpfes im Ver- 
hältnis 0,333 : 0,667 geteilt. Ist h die Entfernung zwischen den 
Mittelpunkten der Hüft- und Schulterlinie, und l die Entfernung 
zwischen der Hüftlinienmitte und dem Mittelpunkte des Kopfgelenks, 
so besitzt demnach der Hauptpunkt des Rumpfes vom Mittelpunkte der 
Hüftlinie den Abstand 0,451 • h oder 0,333 • l, vom Mittelpunkte der 
Schulterlinie den Abstand 0,549 h und vom Mittelpunkte des Kopf- 
gelenks den Abstand 0,667 -l. Da Z 1,35 mal so groß ist als h, so 
können natürlich die beiden zuerst angegebenen Abstände nur gleich 
sein, wenn auch 0,451 auch 1,35 mal so groß ist als 0,333. Dies 
ist aber tatsächlich der Fall. Ist femer b die halbe Entfernung der 
beiden Hüftgelenkmittelpunkte voneinander und a der halbe Abstand 
der beiden Schultergelenkmittelpunkte, so wird bei aufrechter Haltung 
des Körpers, wo die Hüftlinie und Schulterlinie annähernd senkrecht 
auf der Rumpfiinie stehen, nach dem Pythagoräischen Lehrsatze die 
Entfernung des Rumpfhauptpunktes von einem jeden Hüftgelenk- 
mittelpunkte yÖ^Öa-h^+J^ oder 1/0,111 • Z» +~P, und die En tfernung 
desselben von einem jedem Schultergelenkmittelpunkte 1/0,301 - h^+ a^ 
betragen. Diese Abstände werden natürlich ungenau, sobald sich 
eine der beiden Linien gegen die Rumpflinie neigt; sie können daher 
nur als Mittelwerte betrachtet werden. 

Die Bewegung des Kopfes gegenüber dem Rumpf läßt sich bei 
vielen Bewegungen, z. B. beim Gehen, streng genommen nicht als 
einfache Drehung um ein zum Rumpfe festes Drehzentrum auffassen, 
da die Halswirbelsäule dabei sich etwas verbiegt. Will man trotzdem 
die Annahme eines festen Drehzentrums machen, um die ziemlich 
verwickelten Bewegungen des Kopfes zu den mittleren Partien des 
Rumpfes doch wenigstens annähernd berücksichtigen zu können, so 
wird man der wahren Bewegung näher kommen und auch der Ver- 
biegung der Halswirbelsäule bis zu einem gewissen Grade Rechnung 
tragen, wenn man das Drehzentrum nicht in den Mittelpunkt des 
Atlantooccipitalgelenks, sondern viel tiefer, etwa in die Gegend des 
unteres Hals wirbelendes, verlegt. So kann man beispielsweise in 
manchen Fällen die Bewegungen des Kopfes auf den Mittelpunkt der 
Schulterlinie beziehen und demnach die Drehungen der Verbindungs- 
linie der Schulterlinienmitte mit dem Scheitelpunkte des Kopfes relativ 
zum Rumpfe untersuchen. Diese Annahme über den Ort des Dreh- 
zentrums des Kopfes bedingt nun eine etwas andere Lage des Rumpf- 
hauptpunktes; denn sie ist gleichbedeutend damit, daß der Kopf im 
Mittelpunkte der Schulterlinie durch ein Gelenk mit dem Rumpfe ver- 
bunden ist, im übrigen aber eine starre Masse darstellt. Für die 
Bestimmung des Hauptpunktes im Rumpfe hat man dann die mit der 
Verhältniszahl 0,0706 behaftete Masse des Kopfes im Mittelpunkte der 
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Schulterlinie konzentriert zu denken. Dies bedingt eine Verschiebung 
des Rumpfhauptpunktes auf der Rumpflinie nach unten, indem derselbe 
die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte von Hüft- und Schulterlinie 
im Verhältnis 0,427 : 0,573 teilt. Der Abstand des Hauptpunktes 
von der Hüffclinienmitte würde demnach nur 0,427 • ä, der von der 
Schulterlinienmitte dagegen 0,573 • h betragen. Der Unterschied 
zwischen diesen Angaben und den früheren auf Seite 197 ist gering; er 
beträgt 0,024 • h, also noch nicht 2^1^ Prozent der Entfernung zwischen 
Hüft- und Schulterlinienmitte. Da die wirklichen Bewegungen des 
Kopfes relativ zum Rumpfe nur durch die Annahme eines zwischen 
dem unteren Ende der Halbwirbelsäule und dem Kopfgelenk befind- 
lichen instantanen Drehzentrums von wechselnder Lage getroflfen werden, 
so erkennt man aus diesem geringen Unterschiede zwischen den 
äußersten Grenzen des Zentrums, daß man weder bei der ersten noch 
bei der zweiten gemachten Annahme Fehler begeht, welche im Miß- 
verhältnis zu der sonst erreichbaren Genauigkeit stehen. Bei der 
zweiten Annahme würde der Hauptpunkt des Rumpfes von je einem 
Hüffcgelenkmittelpunkte bezüglich Schultergelenkmittelpunkte die Ent- 
fernung )/Ö,182 'h^-\-h^ bezüglich y0ß2^h^~ä^ besitzen. 

Für den Hauptpunkt des Kopfes erhält man auch zwei 
verschiedene Lagen, je nachdem man das Drehzentrum in das Kopf- 
gelenk oder in die Schulterlinie verlegt. Im ersten Falle stellt der 
Hauptpunkt des Kopfes den gemeinsamen Schwerpunkt zweier im 
Mittelpunkte des Atlantooccipitalgelenks und im Schwerpunkte des Kopfes 
konzentrierter Massen dar, deren Verhältniszahlen 0,9294 und 0,0706 
sind. Dabei liegt er, ebenso wie der Kopfschwerpunkt, sehr annähernd 
auf der Verbinduugsstrecke des Kopfgelenkmittelpunktes mit dem 
Kopfscheitelpunkte. Da der Schwerpunkt des Kopfes diese Verbindungs- 
strecke im Verhältnis 0,26 : 0,74 teilt, so ergibt die Rechnung, daß 
der Hauptpunkt des Kopfes dieselbe im Verhältnis 0,018 : 0,982 teilt. 
Ist l die Länge dieser Strecke, so beträgt also der Abstand des Haupt- 
punktes vom Kopfgelenkmittelpunkte 0,018 • l und vom Kopfscheitel- 
punkte 0,982 . /. 

Im zweiten Falle, wenn das Drehzentrum mit dem Mittelpunkte 
der Schulterlinie zusammenfällt, hat der Hauptpunkt einen wesentlich 
anderen Ort-, denn derselbe hängt ja hauptsächlich mit von der Lage 
der Gelenkverbindungen des betreffenden Körperteils mit anderen ab. 
Der Hauptpunkt stellt sich auch bei dieser zweiten Annahme als 
gemeinsamer Schwerpunkt zweier Massenpunkte von den Verhältnis- 
zahlen 0,9294 und 0,0706 dar, nur fäUt der erste jetzt in den Mittel- 
punkt der Schulterlinie hinein. Der Schwerpunkt des Kopfes liegt 
nun auf der Verbindungsstrecke zwischen dem Mittelpunkte der 
Schulterlinie und dem Kopfscheitelpunkte und teilt dieselbe wie 
0,70 : 0,30. Daraus ergibt sich, daß der Hauptpunkt des Kopfes 
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dieselbe Strecke im Verhältnis 0,049 : 0,951 teilt. Bedeutet h die 
Entfernung zwischen dem Mittelpunkte der Schulterlinie und dem 
Kopf Scheitelpunkte, so besitzt demnach der Hauptpunkt des Kopfes 
von diesen beiden Punkten bezüglich die Abstände 0,049 • h und 0,951 • ä; 
er liegt also bei dieser zweiten Annahme sehr nahe an der Schulter- 
linie. 

Damit ist die Lage der Hauptpunkte sämtlicher zwölf Körper- 
abschnitte für jedes Individuum ermittelt, welchem die auf Seite 179 
angegebenen normalen Massenverhältnisse der einzelnen Körperteile 
zukommen. Die Angaben über die Abstände der Hauptpunkte von 
den benachbarten Gelenkmittelpunkten sind ganz allgemein gemacht 
worden, damit man im gegebenen Falle nach direkter Messung der 
Dimensionen des betreffenden Individuums diese Abstände leicht be- 
rechnen kann. 

Die Strecken zwischen den Mittelpunkten der zu einem Körperteil 
gehörenden Gelenke und dem Hauptpunkte dieses Körperteils führen 
den Namen „Hauptstrecken". Demnach kommen bei der getroffenen 
Einteilung des Körpers für den Oberschenkel, Unterschenkel und 
Oberarm je zwei solcher Hauptstrecken, für das System Unterarm -f 
Hand, sowie für den Fuß und den Kopf je eine Hauptstrecke, dagegen 
für den Rumpf fünf derartige Hauptstrecken in Betracht. 

b) Verwendung der Hauptpunkte zur Bestimmung des Gesamt- 
Schwerpunktes und der Schwerpunkte der Teilsysteme des menschlichen 
Körpers. Mit Hilfe der Hauptpunkte und Hauptstrecken kann man 
nun, wie im allgemeinen Teil nachgewiesen worden ist, auf noch viel 
einfachere Weise durch Konstruktion zu dem Orte des Gesamtschwer- 
punktes des menschlichen Körpers gelangen, als dies unter Verwendung 
der Einzelschwerpunkte möglich war. Man braucht nur von dem 
Hauptpunkte irgend eines der n Körperteile aus in beliebiger Reihen- 
folge diejenigen Hauptstrecken der übrigen >^ — 1 Körperteile unter 
Beibehaltung ihrer im Körper jeweils eingenommenen Richtung an- 
einanderzusetzen, welche innerhalb des Körpers diesem Hauptpunkte 
zugekehrt sind. Der Endpunkt des auf diese Weise entstehenden 
gebrochenen Linienzuges wird dann stets mit dem Gesamtschwerpunkte 
des menschlichen Körpers zusammenfallen. Führt man diese Kon- 
struktion nicht im Räume, sondern in der Projektion des Körpers 
auf irgend eine Ebene, z. B. die Frontalebene (vgl. Tafel II) aus, indem 
man natürlich dann die Projektionen der betreffenden Hauptstrecken 
zu dem gebrochenen Linienzug zusammensetzt, so erhält man die 
Projektion des Gesamtschwerpunktes auf diese Ebene. 

Benutzt man beispielsweise in Tafel II den Hauptpunkt H^ des 
Rumpfes als Ausgangspunkt, so setzt sich also im Räume der ge- 
brochene Linienzug bei der angenommenen Zerlegung des ganzen 
Körpers in zwölf Abschnitte zusammen aus den beiden Verbindungs- 
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strecken Cj und e^ eines Hüftgelenkmittelpunktes Gi ^ ^zw. G^ 3 
mit dem Hauptpunkte jET, bzw. H^ seines Obersehenkels, den beiden 
Verbindungsstrecken C4 und Cg eines Kniegelenkmittelpunktes Gj ^ 
bzw. Gg 5 mit dem Hauptpunkte £4 bzw. H^ seines Unterscbenkels, 
den beiden Verbindungsstrecken Cq und c^ eines Fußgelenkmittelpunktes 
^4,6 ^2w. 6r5 7 mit dem Hauptpunkte H^ bzw. jE?^ seines Fußes, 
den beiden Verbindungsstrecken Cg und c^ eines Schultergelenkmittel- 
punktes G^Q bzw. 6ri 9 mit dem Hauptpunkte H^ bzw. IZg seines Ober- 
armes, den beiden Verbindungsstrecken c^^ und c^^ eines EUbogengelenk- 
mittelpunktes Gg ^^ bzw. (r^ ^^ mit dem Hauptpunkte H^q bzw. H^^ des 
zugehörigen Systems Unterarm + Hand und endlich der Verbindungs- 
strecke C12 des Kopfgelenkmittelpunktes Ctj jg mit dem Hauptpunkte 
ir^a d®s Kopfes. An Stelle der letzteren kann auch die etwas größere 
Verbindungsstrecke des Mittelpunktes der Schulterlinie mit demjenigen 
Hauptpunkte des Kopfes, welcher dem in der Schulterlinie an- 
genommenen Drehzentrum des Kopfes entspricht, verwendet werden; 
nur muß man in diesem Falle dann auch von dem dieser Annahme 
entsprechenden etwas tiefer gelegenen Hauptpunkte des Rumpfes bei 
der Konstruktion ausgehen. Es läßt sich leicht Dach weisen, daß man 
in beiden Fällen zu dem gleichen Endresultat gelangt. 

Da nach den früheren Angaben der Schwerpunkt des Kopfes 
die Verbindungsstrecke des Kopfgelenkmittelpunktes mit dem Kopf- 
scheitelpunkte im Verhältnis 0,26 : 0,74 und die Verbindungsstrecke 
der Schulterlinienmitte mit dem Kopf scheite! im Verhältnis 0,70:0,30 
teilt, so kann man leicht berechnen, daß die erstere Verbindungsstrecke 
im Verhältnis 0,68 : 1 und die letztere im Verhältnis 1,68 : 1 zu der 
Verbindungsstrecke zwischen dem Mittelpunkte der Schulterlinie und 
dem Kopfgelenkmittelpunkte steht. Diese steht nun ihrerseits zu dem 
Abstand zwischen den Mitten der Hüft- und Schulterlinie im Ver- 
hältnis 0,35 : 1. Es verhalten sich daher die Verbindungsstrecke des 
Kopfgelenkmittelpunktes mit dem Kopfscheitelpunkte bezüglich die 
Verbindungstrecke der Schulterlinienmitte mit dem Kopfscheitelpunkte 
zu der Verbindungsstrecke der Mitten von Hüft» und Schulterlinie 
wie 0,24 : 1 bezüglich 0,59 : 1. Daraus ergibt sich aber, daß die 
beiden verschiedenen Hauptstrecken des Kopfes von der Länge 0,018 • l 
bezüglich 0,049 • h (vgl. Seite 198 und 199) sich zu dem Abstände der 
Mittelpunkte der Hüft- und Schulterlinie verhalten wie 0,004 : 1 be- 
züglich 0,028 : 1. Es ist also die Hauptstrecke für den Fall, daß das 
Drehzentrum des Kopfes in das Kopfgelenk fällt, um 2,4 Prozent des 
Abstandes der Hüft- und Schulterlinienmitte kleiner, als wenn das 
Drehzentrum in der Schulterlinie liegt. Um gerade so viel liegt aber 
im ersten Falle der Hauptpunkt des Rumpfes auf der Rumpflinie 
höher als im letzten (vgl. Seite 198). Es wird daher der Gesamt- 
schwerpunkt des Körpers in der NormalsteUung in beiden Fällen 
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absolut genau, bei allen anderen Stellungen des Körpers wenigsten» 
mit genügender Genauigkeit an demselben Ort gefunden werden. 

Anstatt von dem Hauptpunkte des Rumpfes kann man bei der 
Konstruktion des Gesamtschwerpunktes von jedem beliebigen anderen 
Hauptpunkte ausgehen. So empfiehlt es sich z. B., den Hauptpunkt 
Hq des rechten Fußes als Ausgangspunkt zu verwenden, wenn man die 
Bewegungen des Schwerpunktes untersuchen will, während der Körper 
nur das rechte Bein aufgesetzt hat. Dann kommen aber zum Teil 
andere Hauptstrecken in Frage, nämUch für den Unterschenkel 
des rechten Beines die Verbindungsstrecke — J 4 zwischen dem Mittel- 
punkte des Fußgelenks und dem Hauptpunkte des Unterschenkels, und 
zwar in proximaler Richtung, für den Oberschenkel desselben Beines 
die Verbindungsstrecke — J, des Kniegelenkmittelpunktes mit dem 
Hauptpunkte des Oberschenkels. Die Hauptstrecke des aufgesetzten 
Fußes kommt jetzt in Wegfall, dafür tritt aber eine Hauptstrecke des 
Rumpfes ein, nämlich die Verbindungsstrecke G^ ^H^ des Hüftgelenk- 
mittelpunktes des aufgesetzten Beines mit dem Hauptpunkte des 
Rumpfes; die Hauptstrecken der übrigen acht Körperteile sind die- 
selben wie in dem Falle, daß vom Rumpf hauptpunkte ausgegangen 
wird. 

Wenn es auch an und für sich gleichgültig ist, welchen Haupt- 
pimkt man zum Ausgangspunkte für die Konstruktion des Gesamt- 
schwerpunktes wählt, so empfiehlt es sich doch, im allgemeinen den 
Hauptpunkt des Rumpfes hierzu zu verwenden. In diesem Falle sind 
die Hauptstrecken, welche den Vektorzug nach dem Gesamt Schwer- 
punkte zusammensetzen, alle verhältnismäßig klein; der ganze Vektor- 
zug nimmt so wenig Raum ein, daß man die Projektionen desselben 
leicht in natürlicher Größe aufzeichnen und dadurch eine möglichst 
große Genauigkeit bei der Bestimmung der Lage des Gesamtschwer- 
punktes erreichen kann. 

Die Konstruktion des Gesamtschwerpunktes mit Hufe der Haupt- 
punkte besitzt große Vorzüge gegenüber der oben auseinandergesetzten 
Methode der Zusammensetzung der einzelnen Schwerpunkte. 

Zunächst führt sie viel schneller zum Ziele als diese. Hat man 
einmal die Lage der Hauptpunkte innerhalb der einzelnen Körperteile 
festgestellt, so läuft die Konstruktion des Gesamtschwerpunktes nur 
noch auf eine geometrische Addition, d. h. ein Aneinandersetzen von 
elf bestimmten, durch die Hauptpunkte gegebenen Strecken hinaus. 
Bei der Konstruktion mit Hilfe der Einzelschwerpunkte hat man da- 
gegen ebensoviel Verbindungsstrecken zwischen einzelnen Schwer- 
punkten erst in bestimmtem Verhältnis zu teilen. Die Ermittelung 
der Hauptpunkte selbst erfordert aber nicht mehr Arbeit als die Be- 
stimmung der Einzelschwerpunkte am lebenden Körper; denn in beiden 
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Fällen handelt es sich darum, die Längsachsen der einzelnen Körper- 
teile in gegebenem Verhältnis zu teilen. 

Viel wichtiger aber als dieser mehr praktische Vorteil ist die 
Tatsache, daß man in den Hauptstrecken direkt ein Maß besitzt für 
den Einfluß, welchen die Bewegung der verschiedenen Körperteile und 
Systeme von Körperteilen auf die Lage und Verschiebung des Ge- 
samtschwerpunktes ausübt. Bewegt man z. B. allein einen Fuß, etwa 
den rechten, während aUe übrigen Körperteile ihre Stellung im Räume 
beibehalten, so kann man sich leicht davon überzeugen, daß dabei der 
Gesamtschwerpunkt des Körpers einen Kreis beschreibt, dessen Radius 
gleich der- Hauptstrecke c^ des rechten Fußes ist, d. h. also gleich 
der Strecke zwischen dem Gelenkmittelpunkte G^q des rechten oberen 
Sprunggelenks und dem Hauptpunkte H^ des rechten Fußes. Da die 
Reihenfolge der aneinandergesetzten Hauptstrecken bei dem nach dem 
Schwerpunkte des Körpers führenden Vektorzug beliebig ist, so braucht 
man den letzteren nur so zusammenzusetzen, daß die Hauptstrecke c^ 
des rechten Fußes zuletzt kommt. Bewegt man dann nur den rechten 
Fuß, so bleiben alle zu den übrigen Körperteilen gehörenden Haupt- 
strecken in Ruhe, und es bewegt sich allein die Hauptstrecke Cq des 
rechten Fußes in der Weise, daß sie sich um den ruhenden End- 
punkt der in dem Vektorzuge voraufgehenden Hauptstrecke herum- 
dreht; ihr eigener Endpunkt, der die Lage des Gesamtschwerpunktes 
anzeigt, bewegt sich also auf einem Kreise um einen festen Punkt 
des Raumes, dessen Radius eben die Länge dieser Hauptstrecke Cg 
des rechten Fußes besitzt. Das entsprechende gilt für die übrigen 
Endglieder, also den linken Fuß, den Kopf, und jedes System Unter- 
arm + Hand. Immer wird bei alleiniger Bewegung eines dieser End- 
glieder der Gesamtschwerpunkt des menschlichen Körpers auf einem 
Kreise mit festem Mittelpunkte wandern, dessen Radius gleich der 
Hauptstrecke dieses Endgliedes ist. Man braucht in jedem Falle nur 
den etwa vom Hauptpunkte des Rumpfes aus nach dem Gesamt- 
schwerpunkte führenden Vektorzug so zusammenzusetzen, daß die 
Hauptstrecke des betreffenden Endgliedes dabei zuletzt kommt, um 
dies unmittelbar einzusehen. 

Bewegt man nicht nur ein Endglied allein, sondern gleichzeitig 
eine Reihe von Gliedern, die sich an das erstere anschließen, so kommt 
es auf die gegenseitige Stellung dieser Glieder an, welchen Einfluß 
eine derartige Bewegung auf den Gesamtschwerpunkt ausübt. Aber 
auch über diese komplizierteren Verhältnisse kann man sich leicht 
mit Hilfe der Hauptpunkte und Hauptstrecken Klarheit verschaffen. 

Dreht man z. B. unter Festhaltung aller anderen Körperteile nur 
das ganze rechte Bein im Hüftgelenk in der Weise, daß dabei die 
Haltung des Beines sich nicht ändert imd also keine Bewegung im 
Knie- und Fußgelenk eintritt, so kann man jetzt das ganze, sich wie 
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ein starrer Abschnitt verhaltende Bein als ein Endglied auffassen. 
Der Gesamtschwerpunkt des Körpers wird daher auch in diesem Falle 
sich auf einem Kreise bewegen, dessen Radius gleich dem Abstände 
des Hauptpunktes des ganzen rechten Beines, welcher mit JB, g be- 
zeichnet sein soll, vom Mittelpunkte des rechten Hüftgelenks ist. Nun 
steht nach den ausführlichen Erörterungen in 9 b) bei jedem öelenk- 
system der Hauptpunkt eines Systems von Gliedern in innigster Be- 
ziehung zu den Hauptpunkten und Hauptstrecken der einzelnen das 
System zusammensetzenden Glieder. Die vom Mittelpunkte des rechten 
Hüftgelenks nach dem Hauptpunkte des ganzen rechten Beines führende 
Strecke Gjgfige, welche durch Cgg bezeichnet sein mag, ist nämlich 
gleich der geometrischen Summe der drei Hauptstrecken des Ober- 
schenkels, Unterschenkels und Fußes, welche dem Hüftgelenk inner- 
halb des Beines am nächsten liegen, d. h. also es ist 

(221) ' C2,6 = Cj + 04 -f- Cß. 

Zu jeder anderen Haltung des Beines gehört im allgemeinen auch 
ein anderer Wert der Hauptstrecke c^ e iiiid infolgedessen des Radius 
der Kreisbahn, auf welcher sich der Gesamtschwerpunkt des Körpers 
bei alleiniger Bewegung des starren rechten Beines verschiebt. Jeder 
der drei Abschnitte des Beines beeinflußt dabei nach (221) den Wert 
von ^2 6 nach Maßgabe der Größe und Richtung seiner Hauptstrecke c 
gegenüber den beiden anderen Hauptstrecken. Insofern kann man 
also auch in diesem Falle sagen, daß der Einfluß, welchen sowohl 
der Oberschenkel als auch der Unterschenkel durch seine Stellung 
und Bewegung gegenüber den anderen Gliedern auf die Lage und 
Verschiebung des Gesamtschwerpunktes des menschlichen Körpers 
ausübt, durch die proximale Hauptstrecke desselben dargestellt wird. 

Dies gilt schließlich auch allgemein, wenn das Bein während 
seiner Drehung um den Mittelpunkt des Hüftgelenks durch Bewegung 
im Kiiie- und Fußgelenk seine Gestalt ändert. Dann bewegt sich 
zwar der Gesamtschwerpunkt nicht mehr auf einem Kreise, weil ja 
die Strecke Cg g dabei nicht mehr konstant bleibt ; die Bewegung des- 
selben kann aber in diesem Falle ihrer Richtung und Geschwindigkeit 
nach aufgefaßt werden als die Resultante aus drei Kreisbewegungen 
mit den Radien c^, c^ und Cg. 

Nach 9 b) steht der Hauptpunkt H^ g des ganzen rechten Beines 
auch in enger Beziehung zu dem Schwerpimkte S^ e des ganzen Beines. 
Der letztere liegt auf der Verlängerung der Verbindungsstrecke G^i 2 ^2 e > 
und zwar in einem Abstände vom Mittelpunkte G^ 2 ^®s Hüftgelenks, 
welcher sich zu dem Abstände c^ g des Hauptpunktes H^ g von dem- 
selben Gelenkmittelpunkte verhält wie die Gesamtmasse des menschlichen 
Körpers zu der Masse des ganzen Beines. 

Zu dem Schwerpunkte des rechten Beines hätte man auch da- 
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durch gelangen können^ daß man das Bein vom Körper losgelöst 
denkt und als dreigliedriges Gelenksystem für sich betrachtet. Die 
den drei Abschnitten des Beines entsprechenden Hauptpunkte H^, 
H^ und H^ erscheinen dann alle in distaler Richtung weiter fortgerückt, 
da am proximalen Gelenk eines jeden der drei GUeder für die Zusammen- 
setzung des zugehörigen reduzierten Systems die Massen des Rumpfes^ 
Kopfes und der übrigen drei Extremitäten in Wegfall kommen. Dem- 
nach erscheinen die drei neuen proximalen Hauptstrecken Cg', c/ und 
c^ im Verhältnis der Gesamtmasse des Körpers zu der Masse des 
Beines größer als die Hauptstrecken Cg, c^ und Cg. Zu ganz ent- 
sprechenden Resultaten gelangt man bei der isolierten Betrachtung 
irgend eines anderen Teilsystems des menschlichen Körpers, etwa des 
ganzen Armes. 

c) Die Einwirkung der Schivere auf die einzelnen Abschnitte des 
menschlichen iCörpers. 

Die Hauptpimkte spielen auch eine wichtige Rolle bei der Be- 
urteilung der Einwirkung der Schwere auf die einzelnen Körperteile. 
An einem einzigen starren Körper wirkt bekanntlich die Schwere wie 
eine einzige im Schwerpunkte angreifende, vertikal nach unten ge- 
richtete Krafb von der Größe des Gewichts dieses Körpers. Hängt 
dagegen der Körper noch mit anderen durch Gelenke zusammen, so 
treten zu dieser Gewichtskraft außerdem noch an den Gelenken neue 
Kräfte hinzu, welche ebenfalls der Schwere ihren Ursprung verdanken. 
Denn nach den Auseinandersetzungen im allgemeinen Teil findet sich 
unter den Komponenten des Drucks in jedem einen Körperteil be- 
grenzenden Gelenk eine vertikal nach unten gerichtete Komponente 
vor, welche gleich dem Gewicht des angrenzenden Teilsystems ist. 
Alle diese Schwerkräfte lassen sich aber zu einer Resultante zusammen- 
setzen, die an Größe dem Gesamtgewicht des menschlichen Körpers 
gleich ist, und deren Angriffspunkt, wie man aus der Zusammen- 
setzung der reduzierten Systeme ohne weiteres erkennt, gerade der 
Hauptpunkt des betreffenden Körperteils ist. 

Es läßt sich nun weiterhin nachweisen, daß, wenn der mensch- 
liche Körper nicht gerade frei in der Luft schwebt, sondern an irgend 
welchen Stellen mit der Außenwelt in Berührung ist, in jedem Falle 
zu dieser im Hauptpunkte angreifenden Gewichtskraft noch eine andere 
entgegengesetzt gleiche Kraft hinzutritt, welche die erstere zu einem 
Kräftepaar ergänzt. Drückt z. B. der Körper nur mit einem Gliede, 
etwa einem Fuß, gegen eine starre Fläche der Außenwelt, etwa den 
Fußboden, so ruft die Reaktion dieser Fläche an dem der Druckstelle 
zugekehrten Gelenk eines jeden Körperteils unter anderen Komponenten 
eine Druckkraft hervor, welche dem Gewicht des ganzen Körpers ent- 
gegengesetzt gleich ist. Diese bildet daher mit der im Hauptpunkte 
des betreffenden Körperteils angreifenden Gewichtskraft ein Kräfte- 
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paar^ dessen Achsenmoment das von selten der Schwere auf den 
Körperteil ausgeübte Drehungsmoment darstellt. Findet dagegen die 
Berührung mit der Außenwelt an verschiedenen Gliedern zugleich 
statt, so verteilen sich die von der Schwere verursachten, vertikal 
nach oben gerichteten Reaktionskräfte auf alle Grelenke des betreffen- 
den Körperteils, welche einer Berühruugsstelle zugekehrt sind. Die 
Resultante aller ist dann wieder dem Gresamtgewicht des ganzen Körpers 
entgegengesetzt gleich und setzt sich mit der im Hauptpunkte des 
Körperteils angreifenden Gewichtskraft zu dem auf den letzteren drehend 
einwirkenden Kräftepaar der Schwere zusammen. 

Wenn nur ein Teilsystem des menschlichen Körpers beweglich, der 
übrige Körper dagegen fixiert gedacht ist, so kann man dieses System 
in Rücksicht auf die Einwirkung der Schwere als selbständiges Gelenk- 
system auffassen und gelangt dann zu ganz entsprechenden Resultaten. 
Nimmt man z. B. an, der Rumpf mit dem Schultergürtel oder das Becken 
seien durch irgend welche äußeren Kräfte im Räume fixiert, dann läßt 
sich der Arm im einen und das Bein im anderen Falle als Gelenk- 
system für sich betrachten. Es rücken dann die Hauptpunkte in den 
einzelnen Abschnitten der betreffenden Extremität in distaler Richtung 
von den proximalen Gelenken fort, weil an letzteren jetzt die Massen 
des Rumpfes, Kopfes und der anbängenden übrigen Extremitäten bei der 
Zusammensetzung der reduzierten Systeme in Wegfall kommen. Die 
Schwere wirkt infolgedessen auf die einzelnen Abschnitte der Extre- 
mität jetzt wie eine in den neuen Hauptpunkten angreifende vertikal 
nach unten ziehende Kraft ein, deren Größe nur noch gleich dem Ge- 
wicht der Extremität ist. Im Mittelpunkte des Schultergelenks beim 
Arm, oder des Hüftgelenks beim Bein und in allen proximalen Ge- 
lenken der einzelnen Glieder kommt dann noch eine entgegengesetzt 
gleiche Gewichtskraft hinzu, welche die im Hauptpunkte angreifende 
zu dem wirksamen Kräftepaar ergänzt. So wirkt also in diesem 
Falle die Schwere auf den Oberarm mit einem Kräftepaar ein, dessen 
Kräfte im neuen Hauptpunkte des Oberarms einerseits und im Mittel 
punkte des Humeruskopfes andererseits angreifen und gleich dem Ge- 
wicht des ganzen Armes sind. Das auf den Unterarm einwirkende 
Kräftepaar setzt sich aus den beiden im neuen Hauptpunkte des 
Unterarms einerseits und im Mittelpunkte des Ellbogengelenks anderer- 
seits angreifenden entgegengesetzt gleichen Kräften zusammen, welche 
ebenfalls durch das Gesamtgewicht des Armes gemessen werden. In 
ganz entsprechender Weise gestalten sich die Verhältnisse an den 
Teilen der unteren Extremität. 

16, Bestimmung der Trägheitsmomente der verschiedenen Körper- 
teile. 

Die Größe eines Trägheitsmomentes kann man im allgemeinen nicht 
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durch Rechnung finden. Bei homogenen Körpern von geometrisch de- 
finierter Form ist es vielfach möglich; dann lauft die Ermittlung des 
Trägheitsmomentes auf eine unter Umständen recht komplizierte Auf- 
gabe der Integralrechnung hinaus. Auch bei einigen Körpern von* 
ungleicher Dichtigkeit ist die Aufgabe zu lösen, wenn sich nämlich 
die Dichtigkeit in der Weise ändert, daß der Körper als aus einer 
stetigen Folge homogener konzentrischer Kugelschalen angesehen wer- 
den kann. Es lassen sich in diesem Falle, wie Schlömilch gezeigt 
hat^), die Trägheitsmomente von symmetrischen Rotationskörpern auf 
die von Kugeln und Kugelschalen mit endlicher Dicke zurückführen. 
Bei den Abschnitten des menschlichen und tierischen Körpers kann 
man dagegen die Größen der Trägheitsmomente nur auf empirischem 
Wege ableiten. 

Die Methode, welche uns seiner Zeit nach mehreren Vorversuchen 
als die geeignetste zur empirischen Bestimmung der Trägheitsmomente 
menschlicher Körperteile erschien, bestand in folgendem. 

Der für die Untersuchung ausgesuchte Leichnam, bei welchem 
vor allen Dingen auf normalen Körperbau gesehen war, wurde zu- 
erst, wie bei der Bestimmung der Schwerpunktslagen, durch Einlegen 
in eine Kältemischung in eine starre Masse verwandelt und dann an 
den Gelenken in die zu untersuchenden Teile zersägt. Nun wurde 
bei jedem Körperteil die Schwingungsdauer für zwei einander parallele 
Achsen bestimmt, deren Ebene den Schwerpunkt enthielt, und zwar so, 
daß die Achsen sich auf verschiedenen Seiten des Schwerpunktes be- 
fanden. Ursprünglich wurden für diese Seh wingungs versuche in die 
Körperteile eingeschlagene Stahlstäbe mit kreisrundem Querschnitt als 
Achsen verwendet. Es hatte sich aber herausgestellt, daß bei der Drehung 
der Körperteile um diese Achsen die Reibung so beträchtlich war^ 
daß sie einen nicht zu vernachläßigenden Einfluß auf die Schwingungs- 
dauer ausübte. Deshalb gingen wir dann zu Stahlachsen mit ver- 
hältnismäßig großem quadratischen Querschnitt über und verbanden 
dadurch die Achse unverrückbar fest mit dem Körperteil. Die Schwin- 
gung fand dann mit äußerst geringer Reibung um die dem Schwer- 
punkte zugekehrte Kante der Stahlachse statt, mit welcher das ganze 
Pendel auf einer glatten Unterlage drehbar aufgehängt war. Während 
man bei runden Achsen auf das Gewicht, die Dimensionen und die 
Massenverteilung der stähleren Achsen keine Rücksicht zu nehmen 
brauchte, mußten jetzt die Trägheitsmomente der beiden, während 
aller Schwingungsversuche fest mit dem Körperteil in Verbindung 
bleibenden Achsen natürlich mit in Rechnung gezogen werden. 

1) 0. Schlömilch, Über die Bestimmung der Massen und der Trägheits- 
momente symmetrischer Rotationskröper von ungleichförmiger Dichtigkeit. Ab- 
handl. der math.-phys. Klasse der Königl. Sachs. Gesellsch. d, Wissensch. Bd. ü. 
Nr. IV. 1854. 
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In Figur 26 ist die Lage der beiden stähleren Achsen Ä^ und A^ 
in einem Körperteil schematisch angedeutet worden. 

Bezeichnet S den Schwerpunkt des Körperteils allein (ohne Be- 
rücksichtigung der Schwere der Stahlstabe) und f^, e^ die Entfernungen 
desselben von den ihm zu- 
nächst liegenden Kanten 
Ä^, Ä^ der beiden Stahl- 
siÄbe, welche als Schwin- 
gungsachsen benutzt wur- 
den (in der Figur die stark 
gezeichneten Kanten), und 
liegt der Schwerpunkt 8 
genau in der durch die 
beiden parallelen Achsen 
Ä^y A2 bestimmten Ebene, 
so muß, wenn die Entfer- 
nung dieser beiden Achsen 
A ist, 

(222) 61 -f £2 = A sein. 

Bezeichnet ferner 

m die Masse des Gliedes 
(ohne die Stahlstäbe), 

Xq den Trägheitsradius des Gliedes allein in bezug auf die durch den 
Schwerpunkt S gehende und zu A^^ Ä^ parallele Achse Aq^ 

^j die Masse des Stahlstabes mit der Achse A^, 

Si die halbe Diagonale seines Querschnitts, 

fi^ die Masse des anderen Stahlstabes mit der Achse A^ 

dg die halbe Diagonale seines Querschnitts, 

Tj die Schwingungsdauer des Massensjstems (Glied und Stahlstäbe zu- 
sammen) für die Schwingungsachse A^, 

Tg die entsprechende Schwingungsdauer für die Achse A^, 

g die Beschleunigung der Schwere, 

so ist zunächst in bezug auf die Achse A^: 

das Trägheitsmoment des Gliedes allein 'm{7c^ -\- e^^) 

(8 ^ \ 4 

Das Trägheitsmoment des unteren Stahlstabes 

/*» (¥ + (^ + *,)') =4/^2 w + 3 (i + <j,)»] , 

und in bezug auf die Achse A^\ 

Das Trägheitsmoment des Gliedes allein m {x^ + «3^), 



Fig. 26. 
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Das Trägheitsmoment des oberen Stabes 

Das Trägheitsmoment des unteren Stahlstabes [^2\h +^3; ^ y f^$^%^' 
Daraus folgt nach den Pendelgesetzen: 

(223) 



= ^|/ 






Aus diesen beiden Gleichungen und Gleichung (222) lassen sich 
nun die drei unbekannten Größen 8^, e^ und Xq leicht berechnen, da 
aUe anderen Größen bei jedem Versuch gemessen worden sind. Zu- 
nächst berechnet man die Werte der Schwerpunktsabstände s^ und £, 
und bekommt dadurch eine sehr genaue Kenntnis der Lage des Schwer- 
punktes. Nachdem e^ und e^ bestimmt worden sind, kann man dann 
mit Hilfe einer der beiden Gleichungen (223) den Wert von Xq ab- 
leiten. 

Die Versuche ergaben nun zunächst das bemerkenswerte Resultat, 
daß bei den größeren Extremitätenabschnitten (mit Ausnahme des 
Fußes und der Hand) die Trägheitsmomente für alle zu der Längs- 
achse des Körperteils senkrechten Schwerpunktsachsen mit großer 
Annäherung einander gleich sind, so daß also die Zentralträgheits- 
ellipsoide derselben sich ziemlich genau als Rotationsellipsoide dar- 
stellen, deren Rotationsachsen mit den Längsachsen der Glieder zu- 
sammenfallen. Nachdem diese Tatsache gefunden war, brauchte man 
also nur noch die Trägheitsmomente bzw. Trägheitsradien für irgend 
eine zur Längsachse senkrechte Achse und außerdem für die Längsachse 
selbst zu bestimmen. 

In folgender Tabelle finden sich als Beispiel für die Anwendung 
der Formeln (222) und (223) die bei einem der angestellten Versuche 
gefundenen beiden Trägheitsradien für die größeren Extremitäten- 
abschnitte und außerdem für den Kopf, Rumpf, die Systeme Rumpf 
+ Kopf, Unterschenkel + Fuß und die ganzen Extremitäten der Träg- 
heitsradius in bezug auf eine zur Längsachse senkrechte und beim 
Rumpf und Kopf zugleich frontale Schwerpunktsachse angegeben. 
Femer sind auch die Gewichte und die Massenzahlen der Körperteile, 
die zu den Trägheitsradien gehörenden Trägheitsmomente derselben, 
ihre Längen und die Abstände e^, e^ ihres Schwerpunktes von den bei 
aufrechter Stellung des Körpers bzw. oben und unten liegenden Ge- 
lenkmittelpunkten in die Tabelle eingetragen worden. 
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Die Gewichte, Massen, Sohwerpnnktslagen und Träg- 
heitsmomente einzelner Teile des menschlichen Körpers. 



Trägheitsradien x und 

Trägheitsmoment mx* fttr 

Achsen durch denSchwer- 

punkt 

Achse senkrecht A?ll««_P»'»l 

zur Längsachse 

des Gliedes 



Körperteile 



Ge- 
wicht 



in kg 



Massen- 
zahl 



Länge l 



Entfernung 

des Schwer- 

. Punktes 



von 
oben 



von 
unten 

in cm 



in cm 



lel derLängs- 

achse des 

Gliedes 

X I mx* 

in , 



Bumpf + Kopf 

Bnmpf 

Kopf 

Ganze untere f r 
Extremität [ l 

Oberschenkel! ^ 

Unterschen- 
kel + Fuß 

Unter- 
schenkel 

Fuß 

Ganze obere 
Extremität 

Oberarm 

Unterarm + 
Hand 



1^ 

K 



23,790 
19,910 
3,880 
7,Ä40 
7,640 
4,860 
4,810 
2,980 
2,800 
2,070 
1,890 

0,910 
0,910 

2,360 
2,470 
1,243 
1,252 
1,117 
1,205 



0,02425 
0,02029 
0,00396 
0,00799 
0,00779 
0,00495 
0,00490 
0,00304 
0,00285 
0,00211 
0,00193 

0,00093 
0,00093 

0,00245 
0,00252 
0,00127 
0,00128 
0,00114 
0,00123 



72,75 

56,75 1) 

16,0») 

78,9 

79,2 

35,9 

36,65 

43,9 

43,1 

37,9 

37,1 

Höhe 6,0 
Länge 20,0') 

Höhe 6,0 
Länge 20,0») 

59,0 

58,5 

25,5 

27,1 

36,0 *) 

35,5«) 



42,61 
34,50 
11,93 
32,74 
32,42 
15,72 
15,90 
(24,77 
21,94 
16,13 
16,30 

6,38 
6,95 

26,18 
27,17 
11,37 
12,31 
15,99 
17,02 



30,14 
22,25 
4,07 
46,16 
46,78 
20,18 
20,75 
19,13 
21,16 
21,77 
20,80 

13,62 
13,05 

33,82 
31,33 
14,13 
14,79 
20,01 
18,48 



10,7750 
5,6819 
0,1834 
25,10| 5,0344 
25,08 1 4,8981 
11,01t 0,6004 
0,6405 
0,6305)0) 
0,6507 
0,1770 
0,1798 

0,0324 
0,0331 

0,8127 
0,7798 
0,0801 
0,0774 

0,1238 
0,1551 



21,08 

16,73 

6,81 



11,43 

14,41 

16,10 

9,16 

9,66 

5,91 
5,97 

18,38 
17,60 
7,95 
7,79 
10,43 
11,24 



4,55 
4,56 



3,12 
3,05 

6,21 

6,24 



2,79 

2,74 

2,75 
2,71 



0,1025 
0,1019 



0,0205 
0,0179 

0,0358 

0,0361 



0,0099 
0,0096 
0,0086 
0,0090 



Ganzer Körper |^4,057 0,04491 1 150,5 

Um diese Resultate auf einen beliebigen normal gebauten lebenden 
Korper übertragen zu können, muß man zumiclist für die zur Längs- 
achse ^ines Gliedes senkrechten Schwerpunktsachsen das Verhältnis 
der Trägheitsradien zur Länge des Gliedes ableiten. Aus den in der 



1) Länge des Rumpfes bedeutet hier die Entfernung zwischen der Mitte 
des Atlantooccipitalgelenks und der Verbindungslinie der beiden Hüftgelenk- 
mittelpunkte. 

2) Länge des Kopfes bedeutet die Entfernung vom Scheitel bis zur Mitte 
des Atlantooccipitalgelenks. 

3) Länge des Fußes bedeutet die Entfernung der Fußspitze von der Achse 
des oberen Sprunggelenks. 

4) Davon waren 24 cm Unterarmlänge und 12 cm Entfemtmg des L Inter- 
phalangealgelenks vom Handgelenk. 

5) Hiervon waren 25 cm ünterarmlänge und 10,5 cm Entfernung des L Li- 
terphalangealgelenks vom Handgelenk. 

6) Diese vier Werte waren nicht durch direkte Messung gewonnen, sondern 
erst hinterher auf Umwegen; sie machen infolgedessen nicht den gleichen An- 
spruch auf Grenauigkeit wie die anderen. 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 14 
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Tabelle niedergelegten Werten von Xq und l erhält man für dieses 
Verhältnis xjl folgende Werte: 

Rumpf + Kopf 0,29 

Rumpf 0,29 

Kopf 0,43 

Ganze untere Extremität | , ' ^'o« 
Oberschenkel ' 7 ! a'qi 

> fr l U,oj. 

Unterschenkel + Fuß . . l!" ' ^H 

[ l : ü,3o 

0,24 

:0,: 
fr:0,; 
U:0,; 



Unterschenkel | , * „' . 

[l : 0,26 

" ^■•■'^Z 

Ganze obere Extremität . | , ' 'p. 



ir : 0,3 
\l : 0,S 



Oberarm W'^^^ 

Unterarm + Hand .... 1 ' ' 

Als Länge des Kopfes war hierbei der Abstand des Scheitels 
vom Mittelpunkte des Atlantooccipitalgelenks verwendet. Nimmt man 
dagegen, wie es sonst üblich ist, als Kopflänge die Entfernung des 
Scheitels vom unteren Kinnrand, welche bei dem betreffenden Ver- 
suchsindividuum 22 cm betrug, so ergibt sich beim Kopf für xjl der 
Wert 0,31. Daraus geht aber hervor, daß der Kopf sich inbetreff 
seines Trägheitsmomentes für die frontale und horizontale Schwer- 
punktsachse wie eine homogene Kugel verhält, deren Durchmesser 
gleich der Entfernung des Scheitels vom Kinn ist; denn für eine 
solche berechnet man als Wert des Verhältnisses des Trägheitsradius 
zum Durchmesser 0,316. 

Diese und die anderen oben angeführten Verhältniszahlen weichen, 
wie man sieht, nur wenig voneinander ab. Das Mittel aus allen be- 
trägt 0,30. Man hat daher das Resultat, daß für alle zur Längsachse 
senkrechten Schwerpunktsachsen der größeren Extremitätenabschnitte 
und auch für die zur Hüftachse parallele Schwerpunktsachse des 
Rumpfes und des Kopfes die Trägheitsradien zu der Länge des Gliedes 
in dem konstanten Verhältnis 3 : 10 stehen, wobei hier als Länge des 
Kopfes der Abstand des Scheitels vom unteren Kinnrand genommen 



Nr. 16. J II. Spez. Teil. A. Anwend. auf die Mechanik d. menpchl. Körpers. 211 

isty während bei den übrigen Gliedern unter der Länge der Abstand 
der Mittelpunkte der beiden das (xlied begrenzenden Grelenke za ver- 
stehen ist. 

Für die Trägheitsradien in bezug auf die Längsachse der Glieder 
selbst ließ sieh eine entsprechende konstante Beziehung zur Länge 
des Gliedes nicht finden^ dagegen zeigte sich ein wenigstens annähernd 
konstantes Verhältnis desselben zu der mittleren Dicke des Gliedes. 
Die Untersuchung ergab nämlich, daß bei den größeren Extremitäten- 
abschnitten das Verhältnis zwischen dem Trägheitsradius in bezug 
auf die Längsachse und der mittleren Dicke des Gliedes annähernd 
den konstanten Wert 0,35 besitzt. 

Durch diese Resultate wird man nun in den Stand gesetzt, am 
lebenden Menschen annähernd die Größen der TnLgheitsradien und 
Trägheitsmomente eines jeden Gliedes für alle zur Längsachse senk- 
rechten Achsen des Schwerpunktes und für die Längsachse selbst ab- 
zuleiten. Man hat zu diesem Zweck nur die Länge l und die mittleren 
Dicken d der Glieder zu messen. Bezeichnet man mit Xq' den Träg- 
heitsradius für eine zur Längsachse senkrechte Schwerpunktsachse und 
mit oCq' den Trägheitsradius für die Längsachse, so hat man zunächst 
annähernd 

V = 0,3 l 

(224) ' 

Unter Benutzung der auf Seite 179 angegebenen Verhältnis- 
zahlen fi der Masse m eines Gliedes zur Gesamtmasse m^ des ganzen 
menschlichen Körpers erhält man dann für die entsprechenden Träg- 
heitsmomente die Werte mit Hilfe der Formeln: 

mx '^= 0,09 umJ^ 

(225) ' y f^ 

wXo"^= 0,12 iim^d^. 

Da die Trägheitsmomente für alle zur Längsachse senkrechten 
Achsen bei den größeren Extremitätenabschnitten gleich groß sind, 
so genügt die Kenntnis der beiden Trägheitsradien x^ und x^' , um 
die Trägheitsradien imd damit die Trägheitsmomente für alle anderen 
Achsen durch den Schwerpunkt des betreffenden Körperteils zu be- 
stimmen. Bezeichnet man mit Xq allgemein den Trägheitsradius für 
eine Schwerpunktsachse, welche mit der Längsachse des Gliedes den 
Winkel y bildet, so hat man nach der Theorie der Trägheitsmomente 



(1}26) zo = l/V^gin^y + j^o'^cos^ y . 

Als Beispiel für die Verwendung dieser Formel sollen die Träg- 
heitsradien der vier größeren Extremitätenabschnitte auf Grund der 
in der Tabelle auf Seite 209 angegebenen Werte von Xq' und x^' 

14* 
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für alle um je 5® voneinander verschiedenen Werte von y berechnet 
werden. Nimmt man das Mittel ans den für die beiden Eörperseiten 
gefundenen Werten dieser beiden Trägheitsradien, so erhält man zu- 
nächst für 



Oberschenkel 

Unterschenkel . . . . . 

Oberarm 

Unterarm -|- Hand , 



11,22 cm 
9,41 cm 

7,87 cm 
10,84: cm 



4,56 cm 
3,09 cm 
2,77 cm 
2,73 cm 



Hieraus . berechnen sich nun mit Hilfe der Formel (226) die fol- 
genden Werte des Trägheitsradius x^ für die verschiedenen um je 5® 
in ihrer Neigung zur Längsachse voneinander abweichenden Schwerr 
punktsachsen: 

Die Werte der Trägheitsradien Xq für Achsen durch den 
Schwerpunkt, welche mit der Längsachse des Gliedes einen 
Winkel y bilden (von 5® zu 5®) (in Zentimetern). 



Größe des 


Ober- 


Unter- 


OhfiTaTTn 


Unterarm 


Winkels 7 


schenkel 


. schenke! 




+ Hand 


0<> 


4,56 


3,09 


2,77 


2,73 


ö<> 


4,65 


3,19 


2,84 


2,88 


10<> 


4,89 


3,45 


3,05 


3,28 


lö<> 


6,28 


3,85 


3,36 


3,85 


200 


5,75 


4,34 


3,74 


4,51 


2Ö<> 


6,29 


4,86 


4,17 


5,21 


300 


6,86 


5,41 


4,61 


5,91 


350 


7,44 


5,96 


5,05 


6,61 


40« 


8,01 


6,50 


5,49 


7,28 


450 


8,56 


7,00 


5,90 


7,90 


50« 


9,08 


7,48 


6,29 


8,49 


* Ö50 


9,56 


7,91 


6,64 


9,02 


ec* 


9,98 


8,29 


6,95 


9,49 


65° 


10,35 


8,63 


7,23 


9,89 


70« 


10,66 


8,91 


7,46 


10,23 


75^ 


10,90 


9,12 


7,64 


10,49 


800 


11,08 


9,28 


7,77 


10,69 


85« 


11,18 


9,38 


7,84 


10,80 


90° 


11,22 


9,41 


7,87 


10,84 



Diese Werte gelten für alle Achsen, welche mit der Längsachse 
den betreffenden spitzen Winkel y bilden, gleichgültig in welcher 
Ebene durch die Längsachse sie liegen. Man hat daher schon eine 
klare Vorstellung von der Änderung des Trägheitsradius mit der 
Änderung der Achsenrichtung, wenn man sich die Länge von Xq für 
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alle Achsen vergegenwärtigt; welche in einer durch die Längsachse 
des Gliedes hindurchgehenden Ebene liegen. Um sich diese Abhängig- 
keit des Trägheitsradius Xq von dem Winkel y noch besser ver- 
anschaulichen zu können^ als es beim bloßen Betrachten der obigen 
Tabelle möglich ist, finden sich auf Tafel III für den speziellen Fall 
des Oberarms von einem Punkte aus, welcher den Schwerpunkt des 
Oberarms darstellen soll, alle in einer Ebene durch die Längsachse 
liegenden Achsen mit 5® Winkelabstand aufgezeichnet. Auf jeder 
dieser Achsen ist dann die aus der obigen Tabelle zu ersehende Länge 
des Trägheitsradius Xq in natürlicher Größe vom Schwerpunkte aus 
nach beiden Seiten hin abgetragen. Gleichzeitig sind die Endpunkte 
aller dieser Strecken durch eine Kurve miteinander verbunden worden. 
Diese Kurve, welche die Form einer in den Nebenscheiteln ein- 
gedrückten Ellipse besitzt, gestattet ohne Mühe durch graphische 
Interpolation auch die Trägheitsradien für aUe zwischenliegenden 
Achsen zu bestimmen. 

Denkt man sich die Figur auf Tafel III um die als Längsachse 
des Oberarms bezeichnete Gerade herumgedreht, so erhält man eine 
Rotationsfläche, welche in anschaulicher Weise die Länge des Träg- 
heitsradii^s für alle nur überhaupt möglichen Achsen durch den Schwer- 
punkt des Oberarms erkennen läßt. Man kann sich diese Rotations- 
fläche am besten mit dem Oberarm fest verbunden denken, wobei 
natürlich der Mittelpunkt derselben mit dem Schwerpunkte und die 
Rotationsachse der Fläche mit der Längsachse des Oberarms sich 
decken muß. Dann gibt jeder vom Schwerpunkte in irgend einer 
Richtung bis an die Fläche gezogene Radius vector durch seine 
Länge den Trägheitsradius für die Schwerpunktsachse an, welche mit 
dieser Richtung übereinstimmt. 

Die entsprechenden Rotationsflächen, welche die Trägheitsradien 
für die Schwerpunktsachsen des Oberschenkels, Unterschenkels oder 
des Systems Unterarm -f- Hand veranschaulichen, besitzen im wesent- 
lichen die gleiche Form; nur sind ihre Dimensionen entsprechend den 
verschiedenen Dimensionen dieser Körperteile etwas andere. 

Berücksichtigt man die oben angegebene einfache Beziehung 
zwischen den Trägheitsrädien Xq und Xq' einerseits und der Länge l 
und Dicke d des Gliedes andererseits, so kann man nach (224) die 
zur Berechnung der übrigen Trägheitsradien führende Formel (226) 
Auch in folgender Form schreiben. 



(227) xo = 1/0,09 l^ sin^ y + 0,12 d^ cos^ y^ 

woraus für das Trägheitsmoment selbst folgt 



(228) mV -^^0 yÖ.09 P gin^ y + 0,12 d^ cos'^ y. 

Damit hat man zugleich die Trägheitsmomente für alle anderen 
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Achsen dee Körperteiles, welche nicht durch den Schwerpunkt hin- 
durchgehen, gewonnen; denn verläuft eine Achse im Abstände a vom 
Schwerpunkte eines Körpers, so erhält man das zugehörige Trägheits- 
moment, wenn man das Trägheitsmoment für die zu dieser- Achse 
parallele Schwerpunktsachse einfach um den Betrag ma^ vermehrt. 
Auf diese Weise lassen sich also leicht die Trägheitsmomente eines 
Gliedes für alle Gelenkachsen, z. B. des Oberarms für alle Achsen 
des Schultergelenks, leicht ableiten. Berücksichtigt man, daß bei den 
größeren Extremitätenabschnitten die Längsachse durch die Mittelpunkte 
der das Glied begrenzenden Gelenke hindurchgeht, so erkennt man, 
daß das Trägheitsmoment für die Längsachse des Gliedes beim Über- 
gang vom Schwerpunkte zu einem Gelenkmittelpunkte seinen Wert 
beibehält, während alle anderen Trägheitsmomente sich vergrößern, 
wenn man von einer Schwerpunktsachse zu der parallelen Gelenk- 
achse übergeht. Da nun schon unter allen Schwerpunktsachsen die 
Längsachse, wie man aus der Tabelle auf Seite 212 und aus Tafel III 
erkennt, dadurch ausgezeichnet war, daß sie den kleinsten Trägheits- 
radius besitzt, so ist daher das Trägheitsmoment für die Längsachse 
eines Gliedes überhaupt das kleinste, welches das Glied besitzt. Da- 
raus erklärt sich, daß die Beugemuskeln und Streckmuskeln, welche 
gleichzeitig ein Glied um seine Längsachse zu drehen suchen, ein ver- 
hältnismäßig geringes Drehungsmoment für die Längsachse besitzen, 
und daß die Muskeln, welche nur eine Drehung eines Gliedes um seine 
Längsachse bewirken, verhältnismäßig geringe Masse aufweisen. 

16. Die Drehungsmomente der Muskeln. 

a) Definition def* Drehungsmomente. Statisches Maß eines Muskels, 
Wenn ein Muskel sich kontrahiert oder auch nur bei passiver Deh- 
nung rein elastisch gespannt ist, so wirkt er stets mindestens an zwei 
Stellen mit Kräften auf verschiedene Körperteile ein. Kann er sich 
ungehindert zwischen seinen beiden, gewöhnlich als Ansatz und Ur- 
sprung unterschiedenen InsertionssteUen ausspannen, so zieht er am 
Ansatz mit einer nach dem Ursprung gerichteten Kraft und gleich- 
zeitig am Ursprung mit einer entgegengesetzt gleichen Kraft, die 
also die Richtung nach dem Ansatz hin besitzt. Nur durch die 
Berücksichtigung dieser beiden Kräfte läßt sich die Kraft- 
einwirkung des Muskels auf die zwischen seinen Insertions- 
steUen liegenden Körperteile verstehen und voraussagen. 

Häufig inseriert sich ein Muskel nicht nur an einem nahezu als 
Punkt auffaßbaren kleinen Flächen stück, sondern an einer verhältnis- 
mäßig ausgedehnten Fläche des Knochens. Läßt sich dann trotzdem 
eine Resultante aller von den einzelnen Muskelfasern ausgeübten Züge 
mit genügender Genauigkeit annehmen, so hat man an jedem der 
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beiden Knochen als Insertionspunkt den Ausgangspunkt dieser 
resultierenden Zugrichtung aufisufassen. 

In vielen Fällen kommt es vor, daß ein Muskel durch Biiochen- 
vorsprunge an seinem geradlinigen Verlauf zwischen Ursprung und 
Ansatz gehindert wird. Findet dies nur an den beiden Knochen 
statt, welche die Insertionen tragen, während der Muskel an den etwa 
noch dazwischen liegenden Körperteilen nicht in seinem geradlinigen 
Verlaufe gestört wird, so braucht man nur als Insertionsstellen die* 
jenigen zu betrachten, zwischen denen er sich geradlinig auszuspannen 
vermag, um das Problem seiner Wirkung auf den ersten Fall zurück- 
zuführen. Befinden sich dc^gen auch an den Zwischengliedern 
Knoohenvorsprünge, über welche der Muskel sich hinweglegt, so kann 
man ihn für die Untersuchung seiner Kraffcäußerung durch jeden 
dieser Vorsprünge in je zwei Muskeln getrennt annehmen, welche 
nur insofern sich nicht wie zwei verschiedene Muskeln verhalten, als 
sie stets zugleich gespannt sind und dabei immer genau gleiche 
Spannung aufweisen. Es läßt sich also auch in diesem im mensch- 
liehen Körper vielfach vorkommenden Falle das Muskelproblem auf 
den einfEUshen Fall zurückführen, daß ein Muskel sich zwischen seinen 
Insertionsstellen ungehindert auszuspannen vermag. Die allgemeine 
Untersuchung kann sich daher auf diesen Fall beschränken. 

J<dde der beiden sich bei der aktiven Kontraktion oder passiven 
Anspannung eines Muskels einstellenden entgegengesetzt gleichen 
Kräfte, die im folgenden als Ursprungskraft und Ansatzkraft 
unterschieden werden sollen, ist für den Körperteil, an welchem sie 
angreift, als äußere Kraft aufzufassen. Beide zusammen stellen jedoch 
für das ganze Gelenksystem ein Paar innerer Kräfte dar. Nach den 
ausführlichen Auseinandersetzungen in 5 b) wirken nun zwei solche 
Kräfte auf jedes in ihrem unmittelbaren Wirkungsbereich liegende 
Glied mit einem Kräftepaar ein. Das Moment dieses Kräftepaars 
ist dabei als das auf diesen Körperteil ausgeübte Drehungs- 
moment aufzufassen, mit welchem der Muskel den betreffenden 
Körperteil um eine zu der Ebene des Kräftepaares senkrechte Achse 
in dem einen oder anderen Drehungssinne herum zu drehen bestrebt 
ist. Die primäre Einwirkung eines Muskels äußerst sich also in 
einem Bestreben, eine Reihe von Körperteilen in Drehung zu ver- 
setzen. Die Wirkung auf die diese Körperteile verbindenden Gelenke 
ist erst eine sekundäre Erscheinung. Wenn z. B. ein Muskel auf 
zwei durch ein Gelenk verbundene Körperteile mit Kräftepaaren von 
gleichem Moment und auch gleichem Drehungssinn einwirkt, ein Fall, 
der zwar nicht bei eingelenkigen, wohl aber bei mehrgelenkigen 
Muskeln eintreten kann, so sucht dieser Muskel primär keine Be- 
wegung in dem Verbindungsgelenk hervorzurufen. Die unter Um- 
ständen trotzdem eintretende Gelenkbewegung ist dann nur eine Folge 
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des Einflusses, welchen die Bewegung eines Körperteiles infolge des 
Gelenkzusammenhanges im allgemeinen auf die Bewegung der übrigen 
Körperteile ausübt; sie ist also eine sekundäxe Erscheinung, ebenso 
wie die in der Regel gleichzeitig auftretende Bewegung in Gelenken, 
über welche der Muskel gar nicht hin wegzieht (vgl. hierzu den späteren 
Abschnitt 18). 

Handelt es sich nun um einen eingelenkigen Muskel, so 
kommen die Kräftepaare, deren Momente die Drehungsmomente des 
Muskels darstellen, auf folgende Weise zustande [vgl. hierzu 5ba) 
und Fig. 10 auf Seite 49]. Auf das Glied, welches den Ansatz des 
Muskels tragt, wirkt zunächst direkt die Ansatzkraft ein« Es übt aber 
auch die ürsprungskraft einen Einfluß aus, indem sie im Gelenk einen 
Druck auf das Ansatzglied verursacht, welcher gerade so groß ist, als X)b 
die ürsprungskraft im Mittelpunkte des Gelenkes angriffe, wobei natür- 
lich dieser Gelenkmittelpunkt als dem Ansatzglied angehörig au&u- 
fassen ist. Diese im Ansatzpimkte und im Gelenkmittelpunkte an- 
greifenden beiden Kräfte sind also entgegengesetzt gleich; sie bilden 
das auf das Ansatzglied einwirkende Ejräftepaar. Am ürsprungsglied 
greift zunächst direkt die ürsprungskraft an; zu dieser kommt im Ge- 
lenkmittelpunkte, welcher jetzt als fester Punkt des ürsprungsgliedes 
aufzufassen ist, eine Druckkraft hinzu, die der Ansatzkraft an 
Größe und Richtung gleich, d. h. also der ürsprungskraft entgegen- 
gesetzt gleich ist. Beide Kräfte setzen wiederum das Kräftepaar zu- 
sammen, mit welchem der Muskel auf das ürsprungsglied einwirkt. 

Das soeben geschilderte Zustandekommen der beiden Kräfte- 
paare gilt für alle eingelenkigen Muskeln in gleicher Weise. Nur 
muß man, faUs der Muskel sich von seinen anatomischen Insertions- 
stellen aus erst über Knochenvorsprünge hinweglegt, diejenigen Punkte 
der beiden durch das eine Gelenk verbundenen Körperteile als Insertions- 
punkte auffassen, zwischen denen der Muskel sich tatsächlich un- 
gehindert über das Gelenk hinweg auszuspannen vermag. Es kommt 
dabei gar nicht in betracht, ob auf dieser Strecke alle Muskelfasern 
vorhanden sind oder nicht; es beeinträchtigt sogar die Gültigkeit der 
Schlüsse nicht im mindesten, wenn der Muskel sich nur mit einem 
Stück seiner Sehne geradlinig zwischen den beiden Körperteilen aus- 
spannt, so wie es z. B. beim M. tibialis anterior der Fall ist. Weiter- 
hin sind die beiden Kräftepaare auch ganz unabhängig von dem je- 
weiligen Bewegungszustande des Körpers; sie sind dieselben, wenn 
der Muskel sich aus der Ruhe kontrahiert, als wenn die beiden 
Körperteile im Moment der Kontraktion schon in beliebiger Be- 
wegung begriffen sind. Dagegen ändern sie sich im allgemeinen 
mit veränderter WinkelsteUung des Gelenks. Endlich sind die Kräfte- 
paare auch von speziellen Voraussetzungen über die Beweglichkeit der 
InsertionssteUen und Gelenke ganz unabhängig. 
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Die Momente der beiden Kräftepaare sind an Größe gleich^ ihr 
Drehungssinn ist dagegen bei einem eingelenkigen Mnskel verschieden. 
Es sind daher die Drehungsmomente, welche ein eingelenkiger Muskel 
auf die beiden Insertionsglieder ausübt, stets entgegengesetzt gleich^ 
so daß also ihre Summe den Wert NuU besitzt. 

Bei einem zweigelenkigen Muskel kommen die Eräftepaare^ 
mit welchen er auf die beiden Körperteile einwirkt, an denen sich 
seine Insertionen befinden, in genau derselben Weise zustande wie 
bei einem eingelenkigen Muskel. Die eine Kraft des Paares ist immer 
die im Insertionspunkte selbst angreifende Muskelkraft; die andere 
wird durch den Druck dargestellt, welchen die im zweiten Insertions- 
punkte angreifende Muskelkraft an dem ihrem Angriffspunkte zu- 
gekehrten Gelenk des den ersten Insertionspunkt tragenden Körper- 
teils verursacht. Vorausgesetzt ist dabei wieder zunächst, daß der 
Muskel sich zwischen zwei Stellen der beiden Körperteile, an denen 
er inseriert, ungehindert ausspannen kann, also nicht durch einen am 
mittleren Körperteil befindlichen Knochenvorsprung aus seinem gerad- 
linigen Verlaufe abgelenkt wird. Auf den mittleren Körperteil wirkt 
unter diesen Umstanden der Muskel mit einem Kräftepaar ein, welches 
auf folgende Weise entsteht. Sowohl die Ansatzkraft als auch die 
Ursprungskraft übt einen Druck auf das ihr zunächst liegende Ge- 
lenk des mittleren Körperteils aus, welcher ihr an Größe und Rich- 
tung gleich ist. Diese beiden Druckkräfte bilden das Kräftepaar^ 
welches den mittleren Körperteil zu drehen sucht. 

Die Momente der drei Kräftepaare stellen nun wieder die vom 
Muskel auf die drei in seinem Wirkungsbereich liegenden Körperteile 
ausgeübten Drehungsmomente dar. Von Drehungsmomenten, welche 
auf die beiden Gelenke ausgeübt werden, kann hier gar keine Bede 
mehr sein. Zwischen den drei auf die Körperteile ausgeübten Drehungs- 
momenten besteht eine sehr einfache Beziehung. Dieselben würden 
sich nämlich zusammen das Gleichgewicht halten, also keine Drehung 
mehr hervorbringen, wenn sie nicht auf drei verschiedene, sondern 
auf ein und denselben Körper einwirkten. Davon kann man sich 
leicht auf folgende Weise Rechenschaft geben. Die Drehungsmomente 
sind nach den obigen Auseinandersetzungen unabhängig davon, ob 
die Körperteile frei in den Gelenken beweglich sind oder nicht. 
Denkt man sich also die. beiden Gelenke festgestellt, so werden die 
Drehungsmomente des Muskels hierdurch nicht geändert. Die drei 
Körperteile bilden aber dann einen einzigen starren Körper, auf 
welchen nunmehr die drei Drehungsmomente in derselben Weise 
einwirken wie auf die einzelnen Teile. Da nun aber, wie wohl ohne 
weiteres ersichtlich ist, der Muskel kein Drehungsbestreben mehr aus- 
üben kann, wenn alle Gelenke, über die er hinwegzieht, festgestellt 
sind, so müssen auch bei Freiheit der Gelenke die drei Drehungs- 
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momente so bemessen sein^ daß sie sich gegenseitig in ihrer Wirkung 
aufheben^ wenn man sie zu einem resultierenden Drehungsmoment 
zusammensetzen wollte. Für einen eingelenkigen Muskel müssen 
daher insbesondere nach diesem Satze die beiden Drehungsmomente 
entgegengesetzt gleich sein^ wie es in der Tat der Fall ist. 

Bisher war angenommen worden^ dafi der zweigelenkige Muskel 
nicht durch den mittleren Körperteil aus seinem geradlinigen Verlauf 
zwischen den Insertionsstellen, bezüglich den diese vertretenden Stellen 
der beiden äußeren Körperteile, abgelenkt wird. Findet dagegen eine 
solche Ablenkung des Muskelzuges statt, so kann man für die Ab- 
leitung der drei Drehungsmomente den Muskel als eine Kombination 
von zwei eingelenkigen Muskeln aufGassen. Der eine Muskel zieht 
nur über das eine Gelenk, der andere nur über das andere Gelenk 
hinweg, und beide besitzen immer die gleiche Spannung. Als In- 
4giertionen der beiden eingelenkigen Teilmuskeln sind dabei wiederum 
-die Stellen aufzufassen, zwischen denen sie sich ungehindert vom 
mittleren Körperteil nach den beiden anderen ausspannen können. 
Jeder der beiden Teilmuskeln gibt natürlich zu zwei Drehungs- 
momenten Veranlassung, so daß der mittlere Körper der Einwirkung 
zweier Drehungsmomente unterliegt, deren Resultante das auf den- 
selben ausgeübte Drehungsmoment darstellt. Zwischen dem letzteren 
und den auf die beiden anderen Körperteile ausgeübten Drehungs- 
momenten besteht nun wieder die obige Beziehung, daß sie sich 
gegenseitig in ihrer Wirkung vernichten würden, wenn sie auf einen 
einzigen starren Körper einwirkten. Das geht hier ohne weiteres aus 
dem Umstände hervor, daß die zu einem Teilmuskel gehörenden beiden 
Drehungsmomente entgegengesetzt gleich sind, so daß also alle vier 
^ine verschwindende Besultante besitzen. 

Die einfache Beziehung, welche in allen Fällen zwischen den 
drei Drehungsmomenten eines zweigelenkigen Muskels besteht, gibt 
«in einfaches Mittel an die Hand, ohne neue Messung am Präparat 
das dritte Drehungsmoment zu bestimmen, wenn die beiden anderen 
bekannt sind. Es ist verhältnismäßig leicht, das Drehungsmoment 
am Präparat direkt zu bestimmen, welches auf einen Körperteil aus- 
geübt wird, an dem der Muskel inseriert. Zu dem Zwecke braucht 
man nur in der zu untersuchenden Gelenkstellung die beiden anderen 
Körperteile, und damit das dieselben verbindende Gelenk, zu fixieren, 
und kann dann mit einer der für diesen Zweck ausgebildeten Methoden 
das Drehungsmoment messen, welches der Muskel unter den speziellen 
Bedingungen auf den Insertionskörperteil ausübt. Das letztere stimmt 
i^mlich in diesem besonderen Falle mit dem überein, was man ge- 
wöhnlich als das Drehungsmoment bezeichnet, mit welchem der 
Muskel auf das allein frei gelassene Gelenk einwirkt. Hat man aber 
einmal die zu den beiden Insertionskörperteilen gehörenden Drehungs- 
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momente erst gewonnen , so kann man aus diesen dann ohne Mühe 
das Drehungsmoment des mittleren Körperteils ableiten, welches am 
Präparat direkt nicht so einfach zu bestimmen ist. Man braucht zu 
diesem Zwecke nur die beiden schon gewonnenen Drehungsmomente 
2u einem resultierenden Drehungsmoment zusammenzusetzen; von diesem 
unterscheidet sich das auf den mittleren Körperteil ausgeübte Dre- 
hungsmoment allein durch den Drehungssinn, der deshalb in das 
Gegenteil umzukehren ist. 

Zu der direkten Messung der Drehungsmomente für die beiden 
Insertionskörperteile kann man verschiedene Wege einschlagen. Eine 
Methode besteht darin, daß man an geeigneten Gelenkpräparaten ent- 
weder die variablen Arme der Kräftepaare selbst oder die Längen 
mißt, von denen die Arme abhängen, und dann im letzteren Falle 
ihre Werte mittels Konstruktion oder Rechnung ableitet. Ein 
anderer Weg ist der, daß man durch eine genügende Anzahl von 
Messungen am Präparat die Verkürzungen bestimmt, welche der 
Muskel von einer extremen Gelenkstellung aus für verschiedene 
Drehungen um eine bestimmte Gelenkachse erleidet. Hat man auf 
diese Weise die Verkürzung als Funktion des Drehungswinkels ge- 
wonnen und diese Abhängigkeit etwa durch ein Diagramm dargestellt, 
so kann man aus letzterem dann leicht für jede Gelenkstellung die 
Größe des Drehungsmomentes in bezug auf die bestimmte Gelenkachse 
ableiten; denn das Drehungsmoment ist nach 5b) proportional dem 
Differentialquotienten der Verkürzung des Muskels nach dem Drehungs- 
winkel, weil bei konstanter Spannung die Verkürzung ein Maß für 
die vom Muskel bei der Drehung geleistete Elementararbeit darstellt. 

Handelt es sich endlich um einen Muskel, der über mehr als 
zwei Gelenke sich geradlinig ausspannt, so kann man nach demselben 
Prinzip wie bei den zweigelenkigen Muskeln die Kräftepaare kon- 
struieren, mit denen derselbe auf die verschiedenen in seinem un- 
mittelbaren Wirkungsbereich liegenden Körperteile einwirkt. Die 
Kräfkepaare an den beiden Insertionskörperteilen setzen sich auch 
hier wieder zusammen aus der im Insertionspunkte, bezüglich dessen 
Stellvertreter, angreifenden Muskelkraft und einer entgegengesetzt 
gleichen Druckkraft in demjenigen Gelenke des Insertionskörperteiles, 
über welches der Muskel hinwegzieht. Auf einen mittleren Körper- 
teil wirkt dagegen der Muskel in jedem der beiden Gelenke, die er 
überspannt, als Druck. Auch diese beiden Druckkräfte sind ent- 
gegengesetzt gleich; denn eine jede stimmt mit derjenigen der beiden 
Muskelkräfte überein, welche an dem Insertionskörperteil angreift, mit 
dem der mittlere Körperteil durch das betreffende Gelenk in unmittel- 
barer oder wenigstens mittelbarer Verbindung steht. So gibt also 
auch hier der Muskel zu einem Kräftepaar Veranlassung. 

Wird ein mehr gelenkiger Muskel durch Knochen vorsprünge oder 
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andere Muskeln am geradlinigen Verlauf zwischen den beiden In- 
sertionBkörperteilen gehindert, so ist er wiederum gleichwertig mit 
einer Kette aufeinanderfolgender Muskeln, von denen jeder nur noch 
über eine geringere Anzahl von Muskeln geradlinig hinwegzieht. 

Auch für einen beliebigen mehrgelenkigen Muskel gilt unter 
allen Umständen der Satz, daß die Drehüngsmomente, mit denen er 
auf die einzelnen Körperteile einwirkt, sich zusammen das Grleich- 
gewicht halten würden, wenn sie alle einen einzigen starren Körper 
beeinflußten. Denn stellt man alle Gelenke fest, über welche der 
Muskel hinwegzieht, so vermag derselbe dieses starre System natürlich 
nicht mehr in .Drehung zu versetzen. Das aus den sämtlichen 
Drehungsmomenten zusammengesetzte resultierende Drehungsmoment 
muß also die Größe Null besitzen. 

Läßt man nur ein Gelenk frei, während man alle anderen fest- 
stellt, so verhält sich der Muskel wie ein eingelenkiger. Die Drehungs- 
momente, mit denen er auf die beiden durch das beweglich gelassene 
Gelenk miteinander verbundenen starren Systeme von Körperteilen 
einwirkt, sind dann nach dem früheren entgegengesetzt gleich, d. h. 
sie besitzen gleiche Größe, aber entgegengesetzten Drehungssinn. Ein 
jedes demselben bildet dabei das resultierende Drehungsmoment für 
die sämtlichen Drehungsmomente, mit denen der Muskel auf die 
jetzt starr verbundenen Körperteile des betreffenden Systems einwirkt. 

Mit Hilfe dieser Sätze lassen sich die zu den einzelnen Körper- 
teilen gehörenden Drehungsmomente leicht unter Anwendung der 
Methoden zur Bestimmung der Drehungsmomente eines eingelenkigen 
Muskels gewinnen. Um dies verständlich • zu machen, seien die auf- 
einanderfolgenden Körperteile, aufweiche ein Muskel Drehungsmomente 
ausübt, von l bis n numeriert und jedem Drehungsmoment die be- 
treffende Nummer als Index beigegeben. Dann läßt sich zunächst 
das Drehungsmoment D^ leicht dadurch empirisch bestimmen, daß man 
alle Gelenke bis auf das eine, welches den ersten und zweiten Körper* 
teil verbindet, feststellt. Läßt man dagegen nur das Gelenk zwischen 
dem zweiten und dritten Körperteil frei, so erhält man durch Messung 
ein Drehungsmoment, welches die Resultante der beiden Drehungs- 
momente Dl und D2 darstellt. Da D^ schon vorher gewonnen ist^ 
so kann man nunmehr auch D2 selbst ableiten. Bei Fixation aller 
Gelenke mit Ausnahme desjenigen, welches den dritten und vierten 
Körperteil verbindet, erhält man weiterhin das resultierende Drehungs- 
moment von Dl, D2 und Dg und kann infolgedessen Dg bestimmen. 
Fährt man in dieser Weise fort, so erhält man schließlich die sämt- 
lichen Drehungsmomente Dj, Dg, Dg • • • • D„. 

Durch die Ableitung der Drehungsmomente, mit denen ein Muskel 
auf die sämtlichen zwischen seinen InsertionssteUen liegenden Körper- 
teile einwirkt, ist die bewegende Wirkung desselben noch nicht klar- 
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gestellt, wie man zuweilen angenommen hat. Die Bewegungen, 
welche ein Muskel bei isolierter Eontraktion und unter Ausschluß 
aller anderen Kräfte, wie z. B. der Schwere, an den Körperteilen und 
den sie verbindenden Gelenken hervorrufen würde, hängen nicht allein 
von den Drehungsmomenten des Muskels ab. Dieselben richten sich 
außerdem nach den Massen der Körperteile, nach der Massenverteilung 
innerhalb eines jeden, und vor allen Dingen nach der besonderen 
Art der Gelenkverbindungen; sie werden weiterhin in ganz bestimmter 
Weise durch die eintretenden Bewegungen der übrigen Körperteile 
und, falls die Kontraktion des Muskels nicht aus der Ruhe geschieht, 
durch den schon vorhandenen Bewegungszustand des ganzen Körpers 
beeinflußt. Die Abhängigkeit des Bewegungseffektes eines Muskels 
von allen diesen Faktoren findet ihren exakten Ausdruck in den 
Bewegungsgleichungen des Gelenksystems. 

Die Kenntnis der Drehungsmomente stellt daher zwar einen not- 
wendigen und wesentlichen Beitrag für die Beurteilung der Wirkungs- 
weise eines Muskels dar, sie reicht aber allein nicht aus, um die 
infolge der Kontraktion des Muskels eintretenden Bewegungen ver- 
stehen und voraussagen zu können. Kommt dagegen trotz der durch 
Innervation hervorgerufenen Vergrößerung der Spannung eines Muskels 
keine Bewegung zustande, so daß derselbe anderen einwirkenden 
Muskelkräften, Schwerkräften u. a. das Gleichgewicht hält, so wird 
sein Einfluß auf die verschiedenen Körperteile durch die auf dieselben 
ausgeübten Drehungsmomente vollkommen charakterisiert. Demnach 
stellen die Drehungsmomente nur ein statisches Maß für- 
die Wirkung eines Muskels dar. 

b) Die Ableitung der Drehungsmomente an speziellen Beispielen 
erläutert. 

Als Beispiel soll die Bestimmung der Drehungsmomente für drei 
Muskeln der unteren Extremität vorgenommen werden, bei denen die 
Drehungsmomente sich in charakteristischer Weise voneinander unter- 
scheiden. Der erste Muskel sei der M. iliacus, welcher nur über das 
Hüftgelenk, der zweite der M. biceps femoris caput breve, welcher 
nur über das Kniegelenk, und der dritte Muskel der M. semimembra- 
nosus, welcher sowohl über das Hüftgelenk als auch über das Knie- 
gelenk hinwegzieht. Die resultierenden Zugrichtungen dieser drei 
Muskeln liegen annähernd in Ebenen, welche auf der mittleren Achse 
des Kniegelenks senkrecht stehen. Daher werden auch die Ebenen 
der von diesen drei Muskeln auf die verschiedenen Körperteile aus- 
geübten Kräftepaare zu dieser Achse des Kniegelenks senkrecht stehen; 
die Muskeln suchen also die Körperteile um Achsen zu drehen, welche 
zur mittleren Knieachse parallel laufen. 

Der erste Muskel wirkt nur auf Rumpf und Oberschenkel, der 
zweite auf Oberschenkel und Unterschenkel, der dritte dagegen auf 
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Rumpf^ Oberschenkel und Unterschenkel mit Drehongsmomenten ein. 
Man kann daher für die Untersuchung dieser Muskeln den mensch- 
lichen Körper als ein dreigliedriges Gelenksystem auffassen, bei welchem 
das erste Glied durch den ganzen Körper mit Ausnahme des einen 
Beins, das zweite Glied durch den Oberschenkel und das dritte Glied 
durch das System Unterschenkel + Fuß dieses Beins dargestellt wird. 
Gleichzeitig kann man das Gelenksystem als ein ebenes auffassen, da 
hierbei im Hüftgelenk nur Drehungen um eine zu der mittleren 
Knieachse parallele Achse in Frage kommen. 

a) Die Methode der Ableitung. 

Das von einem Muskel auf einen Körperteil ausgeübte Drehungs- 
moment ändert sich im allgemeinen mit der Gelenkstellung der Körper- 
teile zueinander, auch wenn die Spannung des Muskels konstant 
bleibt; denn das Drehungsmoment ist eine Funktion der GelenkwinkeL 
Dabei ist nun grundsätzlich zu unterscheiden, ob der Muskel allein 
über das Hüftgelenk oder allein über das Kniegelenk, oder ob er über 
beide Gelenke hinwegzieht. Bei den Muskeln der beiden ersten Arten 
sind die Drehungsmomente nur mit der Gelenkstellung im Hüft- 
gelenk bezüglich im Kniegelenk veränderlich; bei den Muskeln der 
letzten Art hängen dagegen die Drehungsmomente im allgemeinen, 
sowohl von der Stellung des Hüftgelenks, als auch von der des Knie- 
gelenks ab. Will man sich ein anschauliches Bild der Abhängigkeit 
der Drehungsmomente von den Gelenkstellungen verschaflfen, so kann 
das in den beiden ersten Fallen durch Kurven, im letzten Falle da- 
gegen in der Regel nur durch Flächen geschehen. 

Die genannten Kurven gewinnt man auf die Art, daß man auf 
einer horizontalen geraden Linie von einem festen Punkte derselben 
aus Strecken abträgt, welche den von einer bestimmten Gelenkstellung 
aus gemessenen Gelenkwinkeln im Hüftgelenk, bezüglich Kniegelenk 
proportional sind; dann kann man hierdurch jede Stellung in dem 
Gelenk, von welchem allein die Drehungsmomente des betreffenden 
eingelenkigen Muskels beeinflußt werden, durch einen Punkt der Ge- 
raden darstellen. Denkt man darauf von jedem dieser Punkte aus 
senkrecht zu der Geraden eine Strecke nach oben oder unten ge- 
zogen, deren Länge dem auf einen Körperteil ausgeübten Drehungs^ 
moment proportional ist, so hat man in der die Endpunkte aller dieser 
Strecken verbindenden Kurve ein klares Bild von der Änderung des 
Drehungsmomentes mit der Gelenkstellung, falls man nur in der 
Richtung, in welcher die Strecken abgetragen werden, auch dem 
Drehungssinne des auf den Körperteil ausgeübten Drehungsmomentes 
Rechnung trägt. In dieser Hinsicht empfiehlt es sich nach den. 
früheren Festsetzungen über das Vorzeichen der Drehungsmomente,, 
die Strecke nach oben zu ziehen, wenn der Muskel von einer be- 
stimmten Seite aus gesehen den Körperteil im umgekehrten Sinne 
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des Uhrzeigers zu drehen sncht, dagegen nach unten für den Drehungs- 
sinn des Uhrzeigers. Eine auf diese Weise konstruierte Kurve soll 
kurz die zu dem Körperteil gehörende „Momentkurve" heißen. 

Die Fläche^ welche die Abhängigkeit des von einem zweigelen- 
kigen Muskel auf einen Körperteil ausgeübten Drehungsmomentes von 
den Gelenkstellungen des zweigliedrigen Systems zur Darstellung 
bringt^ gewinnt man folgendermaßen. In einer horizontalen Eben» 
denke man sich von einem festen Koordinatenanfangspunkte aus zwei 
zueinander rechtwinklige Koordinatenachsen eingezeichnet. Von dem 
Koordinatenanfangspunkte aus trage man auf der einen Achse Strecken^ 
welche den Gelenkwinkeln des Hüftgelenks, und auf der anderen 
solche, welche den Gelenkwinkeln des Kniegelenks proportional sind,, 
ab. Auf diese Weise ordnet man jeder durch bestimmte Werte der 
beiden Gelenkwinkel charakterisierten Haltung der unteren Extremität- 
einen ganz bestimmten Punkt der horizontalen Ebene zu, nämlich den 
Punkt, dessen Koordinaten den beiden Gelenkwinkeln proportional 
sind. Denkt man darauf wiederum von jedem Punkte der Koordi- 
natenebene aus entsprechend dem Drehungssinn nach oben oder unten 
senkrecht zu der Ebene eine Strecke gezogen, welche dem zu der be* 
treffenden Haltung des Systems gehörenden Drehungsmoment propor- 
tional ist, so liegen die Endpunkte aller dieser Strecken in einer 
Fläche, welche ein anschauliches Bild der Abhängigkeit des auf einen 
Körperteil ausgeübten Drehungsmomentes von der Haltung der unteren 
Extremität gibt. Eine solche Fläche soll im folgenden kurz als di& 
zu dem Körperteil gehörende „Moment fläche^' bezeichnet sein. 

Bei der Konstruktion der Momentkurven und Momentflächen mu& 
natürlich vorausgesetzt werden, daß die Spannung des Muskels auf 
die Einheit des physiologischen Querschnittes bezogen bei allen Stel- 
lungen des zweigliedrigen Systems die gleiche ist. Dann ist aber das^ 
Drehungsmoment proportional dem Produkt aus dem Arm des Kräfte- 
paares, zu dem es gehört, und der Anzahl der Flächeneinheiten dea 
physiologischen Querschnittes. Man kann daher dieses veränderliche 
Produkt direkt zur Darstellung der Momentkurven und Momentflächen 
verwenden. Nimmt man als Einheit des Drehungsmomentes 1 Zenti- 
meterkilogramm und stellt dieselbe durch eine Länge von 1 Milli- 
meter dar, so gibt die Anzahl der Millimeter einer jeden Ordinate 
dann die Anzahl der Zentimeterkilogramme des Drehungsmomentes für 
den FaU an, daß der Muskel auf die Einheit des physiologischen 
Querschnittes bezogen eine Spannung von 1 Kilogramm besitzt. 

Während die durch einen Muskel hervorgerufenen Bewegungen 
sich ändern, wenn ein Gelenk festgestellt wird, oder sonst die mecha- 
nischen Verhältnisse, unter denen der Muskel zur Kontraktion gelangt,, 
sich ändern, hängen die auf einen Körperteil in den verschiedenen 
Gelenkstellungen ausgeübten Drehungsmomente in keiner Weise von 
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den besonderen Bedingungen für die Bewegui^ ab. Sie sind die- 
selben^ wenn das Bein sich gegen das feststehende Becken bewegt, 
als wenn der Fuß auf dem Boden aufgesetzt ist, und das Bein unter 
Mitnahme des ganzen übrigen Körpers sich nur gegen den feststehen- 
den Fuß bewegen kann. Man darf daher für die Ableitung des sta- j 
tischen Maßes der oben angeführten Muskeln das auf das Becken, be- | 
züglich den Rumpf ausgeübte Drehungsmoment nicht unberücksichtigt ! 
lassen, trotzdem diese Muskeln einen nur geringen kinetischen Einfluß i 
auf diesen Körperteil ausüben. Es kommen also im vorliegenden ! 
Falle drei Körperteile in Betracht, nämlich der Rumpf, der Ober- I 
Schenkel und der Unterschenkel, auf welche von den in Frage stehen- 
den Muskeln mit Drehungsmomenten eingewirkt werden kann. Die 
eingelenkigen Muskeln beeinflußen nur zwei von denselben, der zwei* i 
gelenkige dagegen alle drei Körperteile. Die von einem der ein- 
gelenkigen Muskeln auf die beiden benachbarten Körperteile ausgeübten 
Drehungsmomente sind nach den früheren Auseinandersetzungen ent- j 
gegengesetzt gleich; ihre Summe hat also den Wert Null. Desgleichen ! 
muß die Summe der drei Drehungsmomente, mit denen der zwei- 
gelenkige Muskel auf alle drei Körperteile einwirkt, verschwinden. i 
Dies ist eine unmittelbare Folge der für den angegebenen Muskel 
nahezu erfüllten Voraussetzung, daß alle drei Kräftepaare in einer ,' 
Ebene liegen; die letztere steht dabei auf der Richtung der mittleren 
Knieachse und der damit parallelen allein in Frage kommenden Hüft- 
achse senkrecht. Würden die Kräftepaare, mit denen ein Muskel 
auf die drei Körperteile einwirkt, in verschiedene, zueinander ge- 
neigte Ebenen fallen, so würde nicht die algebraische, sondern die 
sogenannte geometrische Summe der drei Drehungsmomente den Wert 
Null ergeben. 

Man braucht daher für einen eingelenkigen Muskel nur ein 
Drehungsmoment, für einen zweigelenkigen Muskel dagegen nur zwei 
Drehungsmomente direkt zu messen, und kann dann das noch fehlende 
Drehungsmoment leicht ohne weitere Messung angeben. 

Die Ableitung der Drehungsmomente am Präparat muß es bei 
der Messung der Arme der verschiedenen Kräftepaare und des Muskel- 
querschnittes bewenden lassen; denn der noch fehlende Spannungs- 
faktor ist ja von den Dimensionen und der Ansatzweise des Muskels 
ganz unabhängig. Nimmt man an, daß der Muskel pro Quadrat- 
zentimeter des physiologischen Querschnittes die Spannung von 1 Kilo- 
gramm besitzt, so hat man dann in dem Produkt aus der Anzahl der 
Zentimeter des Armes eines Kräftepaares und der Anzahl der Quadrat- 
zentimeter des physiologischen Querschnittes direkt die Maßzahl für 
das gesamte Drehungsmoment, gemessen in Zentimeterkilogramm. 
Bestimmt man in dieser Weise für alle Körperteile, auf welche ein 
Muskel mit Kräftepaaren einwirkt, die Drehungsmomente, so stellt 
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die Gesamtheit derselben das statische Maß des Muskels für den Fall 
dar, daß er pro Quadratzentimeter die Spannung von 1 Kilogramm 
besitzt. Hat man weiterhin diese Bestimmung für verschiedene 
Muskeln ausgeführt, so hat man damit die Möglichkeit gewonnen, die 
verschiedenen Muskeln in bezug auf ihre statische Wirkungsweise mit- 
einander zu vergleichen. 

Die Messung der Arme der einzelnen Kräftepaare läßt sich im 
vorliegenden Falle besonders einfach gestalten. Die Voraussetzung, 
daß die Achsen der von allen angeführten Muskeln verursachten 
Drehungsmomente zu der horizontal und frontal gerichteten Knieachse 
parallel laufen sollen, kommt im Grunde darauf hinaus, daß man von 
den Muskelkräften nur diejenigen Komponenten in Betracht zieht, 
welche einer zur Knieachse senkrechten Ebene, also z. B. der Median- 
ebene des Körpers, parallel laufen. Diese Bedingimg ist für die hier 
in Frage kommenden Muskeln mit großer Annäherung erfüllt. Um 
sich aber von etwaigen geringen Komponenten unabhängig zu machen, 
die zur Medianebene senkrecht, der Knieachse also parallel laufen, 
braucht man nur die ganze untere Extremität mit den Muskeln auf 
die Medianebene projiziert zu denken. Man kann dann in dieser zu 
den Gelenkachsen senkrechten Projektion noch die gleichen Bewegungen 
der einzelnen Körperteile gegeneinander ausführen, wie an der Ex- 
tremität selbst, und bekommt auch den ganzen Einfluß der Muskeln 
auf die zur Medianebene des Körpers parallelen Bewegungen der 
Körperteile und Gelenke. Insbesondere wird man die Arme der Kräfte- 
paare, deren Ebenen ja ebenfalls alle zur Medianebene parallel voraus- 
gesetzt waren, in der Projektion in unverkürztem Maße erhalten. Es 
empfiehlt sich daher, die Messung derselben an einer solchen Projektion 
auf die Medianebene vorzunehmen; dies ist nicht nur bequemer als 
die Bestimmung an einem geeigneten Präparat, sondern führt auch 
zu ebenso genauen Resultaten. 

Die Genauigkeit, welche bei derartigen Messungen an Präparaten 
erreicht werden kann, wird vielfach überschätzt. Man mag sich nur 
einmal alle die Fehlerquellen vergegenwärtigen, mit denen die Be- 
stimmung des Abstandes des resultierenden " Muskelzuges von einer 
Gelenkachse behaftet ist, und bei noch so großer Sorgfalt in der Aji- 
stellung der Versuche bis zu einem gewissen Grade behaftet bleiben 
muß. 

Zunächst ist schon die Angabe der Insertionsp unkte des resul- 
tierenden Muskelzuges nur annähernd zu machen. In Wirklichkeit 
hat man es ja stets mit mehr oder weniger ausgedehnten Insertions- 
flächen zu tun; die Bevorzugung je eines Pimktes derselben, den man 
als Insertionspunkt des resultierenden Muskelzuges auffaßt, ist aber 
unter allen Umständen innerhalb gewisser Grenzen willkürlich. Meistens 
wird die Annahme einer Resultante sämtlicher von den verschiedenen 
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Muskelfasern ausgeübten Kräfte überhaupt nicht streng zutreflfen. 
Aber selbst wenn in genügender Annäherung mit der Existenz einer 
Resultante gerechnet werden kann, so hat man doch durchaus kein 
exaktes Mittel, dieselbe aufzufinden; denn dies würde wiederum die 
genaue Kenntnis der Richtung der einzelnen Muskelfasern und ihrer 
Spannungen voraussetzen. Da es sehr wahrscheinlich ist, daß die ver- 
schiedenen einen Muskel bildenden Fasern durchaus nicht in gleicher 
Weise bei der Kontraktion gespannt sind, und daß ihr Spannuugs- 
verhältnis sich mit der Gelenkbewegung fortwährend ändert, so kann 
man nicht einmal in den Fällen, wo voraussichtlich eine Resultante 
existiert, mit Sicherheit von einer unveränderlichen Lage der zum 
resultierenden Muskelzug gehörenden Insertionspunkte reden. 

Die bis zu gewissem Grade also willkürlich gewählten Insertions- 
punkte denkt man nun mit einem Faden verbunden, welcher sich in 
entsprechender Weise wie der Muskel entweder ungehindert oder über 
einzelne Knochenvorsprünge hinweg ausspannt und daher direkt als 
der resultierende Muskelzug aufgefaßt wird. Nach dem Abstände dieses 
Fadens von den Gelenken bemißt man die Arme der einwirkenden 
Kräftepaare. Hierin liegt natürlich in vielen Fällen eine neue Fehler- 
quelle; denn ein solcher Faden wird im allgemeinen nicht in gleicher 
Weise aus seinem geradlinigen Verlauf herausgedrängt, als es beim 
wirklichen Muskel info^e der Anlehnung an andere Muskeln und an 
Kiiochenvorsprünge, sowie der Verbindung mit Bindegewebsstreifen 
u. a. der Fall ist. Wollte man zur Vermeidung dieser Fehlerquelle 
den Muskel intakt lassen, aber nur eine mittlere Linie innerhalb des- 
selben für die Messung verwenden, so würde wiederum die Bestim- 
mung dieser mittleren Zugrichtung erschwert und mit neuen Fehlem 
behaftet sein. Man muß daher versuchen, bei der Messung des Ab- 
standes des Muskelfadens von den Gelenkachsen dem Einfluß der 
Dicke des Muskels Rechnung zu tragen; zu absolut genauen Resul- 
taten kann man aber selbstverständlich dabei nicht gelangen. 

Dazu kommt nun noch, daß der Abstand der resultierenden Zug- 
richtung von der Gelenkachse oder dem Mittelpunkte eines Gelenks 
sich schon deshalb nicht genau messen läßt, weil in den meisten 
Fällen weder eine unveränderliche Achse noch auch ein unveränder- 
licher Mittelpunkt in einem organischen Gelenk existiert, sondern mit 
der Änderung der Gelenkstellung gewöhnlich auch eine geringe Än- 
derung in der Lage der Drehungsachse oder des Drehpunktes einher- 
geht. Die genaue Kenntnis der Gelenkbewegung ist nur durch Ver- 
suche am Lebenden zu gewinnen, während die Messung der Drehungs- 
momente am Präparat vorgenommen werden muß. Die am Lebenden 
gewonnenen Resultate können aber infolge der individuellen Ver- 
schiedenheiten nicht ohne weiteres auf die Verhältnisse an dem zu 
untersuchenden Präparat übertragen werden. 



Nr. 16.] n. Spez. Teil. A. Anwend. auf die Mechanik d. menschl. Körpers. 227 

Aus alledem geht wohl zur Genüge hervor, daß bei der Messung 
der Arme der einzelnen Kräfkepaare nicht immer eine Genauigkeit bis 
auf einen Millimeter oder gar auf Bruchteile eines Millimeters erreicht 
werden kann. Daher sind auch die genaueren Verfahren, welche man 
zur Ermittlung der Drehungsmomente ausgebildet und angewendet hat, 
wie z. B. die Methode der Ableitung aus der Verkürzungskurve, zwar 
theoretisch interessant, die Genauigkeit der mit ihrer Hilfe gewonnenen 
Resultate steht aber in keinem Verhältnis zu der aufgewendeten Mähe. 
Die viel einfachere und bequemer auszuführende direkte Messung der 
Arme der Kräftepaare steht jener Methode jedenfalls an Genauigkeit 
nicht nach, besitzt aber dafür den Vorteil größerer Anschaulichkeit. 

Gerade im vorliegenden Falle, wo man nach den obigen Aus- 
einandersetzungen nur die Projektionen auf die Medianebene zu be- 
rücksichtigen braucht, läßt sich das Verfahren der direkten Messung 
ganz besonders einfach gestalten. Man braucht nur die den drei 
Körperteilen zugrunde liegenden Knochen, also das Becken, das Femur 
und die Tibia nebst Fibula mit den Insei-tionen der in Frage kommen- 
den Muskeln in der Normalstellung einzeln auf einen starken, sehr 
wenig biegsamen, zur Medianebene parallel gestellten Karton zu pro- 
jizieren, diese Projektionen auszuschneiden und miteinander nach Art 
des Hüft- und Kniegelenks drehbar zu verbinden, imd kann dann die 
Messung der Drehungsmomente direkt an diesem ebenen Gelenkmodell 
vornehmen. Dabei läßt sich sehr wohl dem Umstände Rechnung 
tragen, daß die Achse des Kniegelenks während der Beugung nach 
hinten wandert und sich gleichzeitig etwas der Tibia nähert. Da in 
dieser Projektion die Insertionsflächen zum Teil bedeutend verkürzt 
erscheinen, so ist auch vielfach die Willkür in der Wahl der Insertions- 
punkte geringer, als wenn man die letztere am Präparat selbst vor- 
nimmt. 

Vorausgesetzt ist bei dieser Methode natürlich, daß die Projek- 
tionen der einzelnen Knochen mit ihren Insertionen sehr genau aus- 
geführt worden sind. Dies ist aber nur eine Frage der Technik und 
läßt sich mit geeigneten Instrumenten bis zu jedem nur wünschens- 
werten Grade von Genauigkeit erreichen. Zum Zwecke der weiter 
unten mitgeteilten Messungen der Drehungsmomente ist folgender- 
maßen verfahren worden. Die Projektionstafel war auf einer hori- 
zontalen Tischplatte befestigt. Über dieser Tafel wurde der zu pro- 
jizierende Knochen mittels geeigneter Stative und Klemmen in einer 
Lage fixiert, welche derselbe bei horizontal gestellter Medianebene des 
ganzen Körpers in seiner Normalstellung einnehmen würde. Ist die 
Projektionstafel genau horizontal orientiert, so kann man mit Hilfe 
eines einfachen Senkelfadens, welcher unten mit einem in eine feine 
Spitze auslaufenden Metallkegel beschwert ist, die Projektion der Um- 
risse des Knochens in der Weise ausführen, daß man den Faden dicht 
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an dem Knochen vorbeiführt. Noch einfacher ist es aber, hierzu ein 
schmales auf der einen Seite scharfkantiges Lineal zu verwenden, 
welches an einem auf der Projektionstafel verschiebbaren Metallfuß 
so befestigt ist, daß es bei allen Verschiebungen des Fußes immer 
senkrecht zu der Projektionstafel gestellt bleibt; dann ist es nicht 
einmal nötig, die letztere imd die Medianebene des Kochens genau 
horizontal zu richten. Man hat nur dafür zu sorgen, daß beide 
parallel sind. 

In der zuletzt beschriebenen Weise sind nun zunächst die Kon- 
turen der Knochen projiziert worden. Das verwendete Lineal lief 
unten in eine Spitze aus, welche genau in der Verlängerung der 
scharfen Kante des metallenen Lineals lag und durch eine be- 
sondere Vorrichtung gegen die Projektionstafel gedrückt werden 
konnte, so daß man die Projektion eines beliebigen Punktes des 
Knochenumrisses als feinen Stich auf derselben markieren konnte. 
Nachdem die Umrisse projiziert waren, ließen sich dann leicht auch 
die Begrenzungen der am Knochen besonders kenntlich gemachten 
Insertionsflächen in die Projektion einzeichnen. 

ß) Die Arme der Kräftepaare und die Werte der Dre- 
hungsmomente. 

Da der M. iliacus allein über das Hüftgelenk hinwegzieht, so 
wirkt er, wie schon erwähnt, nur auf den Rumpf und den Ober- 
schenkel direkt mit Kräftepaaren ein, während er auf den Unter- 
schenkel kein Drehungsmoment ausübt. Die Arme der beiden Kräfte- 
paare sind bei jeder Stellung des Hüftgelenks gleich groß, nämlich 
gleich dem kürzesten Abstände des resultierenden Muskelzuges vom 
Mittelpunkte des Hüftgelenks; der Drehungssinn ist aber bei dem 
einen entgegengesetzt wie bei dem anderen. Bezeichnet man im fol- 
genden stets den Arm eines Kräftepaares und das zugehörige Dre- 
hungsmoment als positiv, wenn das betreffende Kräftepaar einen 
Körperteil von der rechten Seite aus gesehen im umgekehrten Sinne 
des Uhrzeigers zu drehen sucht, so kommt dem Arm und dem Dre- 
hungsmoment bei einem mit der Bewegung des Uhrzeigers überein- 
stimmenden Drehungssinne das negative Vorzeichen zu. In diesem 
Sinne kann man sagen, daß der M. iliacus auf den Rumpf stets mit 
einem negativen, auf den Oberschenkel dagegen mit einem positiven 
Drehungsmoment einwirkt. 

Für die Bestimmung des Armes der beiden entgegengesetzt 
gleichen Kräftepaare des M. iliacus kommt nur dasjenige Stück des 
resultierenden Muskelzuges in Frage, welches sich ungehindert zwischen 
dem Becken und dem Oberschenkelknochen ausspannen kann. In der 
extremen Streckstellung des Femur gegen das Becken zieht der Muskel 
aber dicht vor dem Kopfe des Femur vorbei, so daß der Abstand des 
resultierenden Muskelzuges vom Mittelpunkte des Femurkopfes gleich 
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dem Radius des letzteren vermehrt um die Dicke der Muskelplatte 
ist. Hieraus ergibt sich nach Messungen an dem erwähnten Modell, 
welches die genaue Projektion des Beckens und der unteren Extremität 
auf die Medianebene darstellt, für den Arm der beiden Eräftepaare 
die Länge von 3,0 cm. Es ist wohl zu beachten, daß die Lage der 
Insertionsflächen des Muskels in der Fossa iliaca des Darmbeins einer- 
seits und am Troch anter minor des Femur andererseits hier in keiner 
Weise für die Größe des Drehungsmomentes maßgebend sind. An 
Stelle der eigentlichen Insertionen, bezüglich der Mittelpunkte der In- 
sertionsflächen, treten hier die beiden Stellen am Darmbein und am 
Femurkopf, zwischen denen der Muskel sich geradlinig ausspannen 
kann. Am Darmbein ist dies ungefähr die Spina iliaca anterior in- 
ferior, welche ja allerdings, ebenso wie die Spina iliaca anterior su- 
perior der Ursprungsfläche sowieso mit angehört, aber keineswegs 
deren Mittelpunkt bildet; am Femur ist es ein bestimmter Punkt der 
Oberfläche des Kopfes. Man kann eben aus der bloßen Kenntnis des 
Ursprungs und Ansatzes eines Muskels in sehr vielen Fällen durch- 
aus noch keinen Schluß auf die Drehungsmomente ziehen. 

Die Länge von 3,0 cm für den Arm der Kräftepaare gilt zunächst 
für die äußerste Streckstellung. Es läßt sich aber leicht nachweisen, 
daß die Verhältnisse, welche für die Größe des Armes maßgebend 
sind, sich nicht ändern, wenn man das Femur gegen das Becken um 
einen Winkel bis zu 80® aus der extremen Streckstellung heraus beugt. 
Daher besitzt auch in allen diesen Beugestellungen der Arm der 
Kräftepaare noch denselben Wert von 3,0 cm. Erst in der Nähe der 
rechtwinkligen Beugestellung hat der Ansatz des Muskels am Tro- 
chanter minor des Femur eine solche Stellung gegenüber dem Becken 
eingenommen, daß sich nun der Muskel vom Femurkopf abheben und 
dadurch der resultierende Muskelzug vom Gelenkmittelpunkte noch 
weiter entfernen kann. 

Die Werte der sich hieraus ergebenden Arme der Kräftepaare, 
mit denen der M. iliacus bei der Gesamtspannung von 1 Kilogramm 
auf das Becken und das Femur einwirkt, finden sich in der folgenden 
Tabelle niedergelegt. Dabei sind in Übereinstimmung mit der Be- 
zeichnungsweise auf Tafel II hier und in den späteren entsprechenden 
Tabellen die einzelnen Gelenkstellungen im Hüftgelenk durch den 
Winkel t^ g gekennzeichnet worden, um welchen die Längsache des 
Oberschenkels von ihrer Richtung in der Normalstellung ^) abweicht. 
Die äußerste Streckstellung im Leben, bei der der Oberschenkel noch 
um ca. 10^ von der Normal Stellung nach hinten gedreht erscheint, 
ist durch — 10^, die Beugestellungen sind dementsprechend durch 

1) Vgl. Abhandlungen der math.-iDhys. Klasse der Königl. Sachs. Gesellsch. 
d. Wissenschaften, Bd. XY, Nr. Vn, Seite 599. 
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positive Winkel bezeicTmet worden. Da man nach Messungen der 
Brüder Weber^) im Leben unter normalen Verhältnissen den Ober- 
schenkel gegen das Becken gewöhnlich nur bis zur rechtwinkligen 
Beugestellung erheben kann, so sind die Bestimmungen der Drehungs- 
momente nur bis zu der durch ^^ g = 100® charakterisierten • Beuge- 
stellung ausgeführt worden. Ein auf den Rumpf ausgeübtes Drehungs- 
moment soll im folgenden entsprechend der für die Körperteile früher 
eingeführten Numerierung (vgl. Tafel II) immer mit D^^^ und der Arm 
des zugehörigen Kräftepaares mit \, ein auf den Oberschenkel aus- 
geübtes Drehungsmoment mit D^^ und der Arm seines Kräftepaares 
mit h^y und endlich ein auf den Unterschenkel ausgeübtes Drehungs- 
moment mit D^^ und der Arm des zugehörigen Kräftepaares mit h^ 
bezeichnet werden. Hiervon ist in der folgenden Tabelle Gebrauch 
gemacht: 

Arme der Kräftepaare des M. iliacus, in Zentimeter: 



Httftgelenk- 
winkel i//j 2 



-10«i 00 4- 100|-4-200i-f30«+40<>+500,+ 60« +70^+800 



+ 90<l 



+ 100« 






■ 3,0|— 3,0j— 3,0 — 3,0 — 3,0 
+ 3,0 + 3,0'+ 3,0|+ 3,0;+ 3,0 



-3,0 
+ 3,0 



— 3,0|— 3,0 — 3,0,— 3,6;— 4,4 — 4,9 
+ 3,0j+ 3,o|+ 3,0;+ 3,6 + 4,4| + 4,9 



Die Stellung des Kniegelenks hat auf die Werte dieser Arme 
keinen Einfluß. Da der M. iliacus auf den Unterschenkel kein Dre- 
hungsmoment ausübt, so besitzt in diesem Falle der Arm h^ für alle 
Gelenkstellungen den Wert Null. 

Der M. iliacus besitzt nun einen physiologischen Querschnitt von 
abgerundet 8 qcm. Nimmt man an, daß die Spannung dieses Muskels 
pro Quadratzentimeter seines physiologischen Querschnittes, die man 
als die spezifische Spannung desselben bezeichnen kann, 1 Kilo- 
gramm beträgt, so ergeben sich die folgenden 

Werte der Drehungsmomente D^^ und D^^, mit denen 
der M. iliacus auf den Rumpf und den Oberschenkel bei 
1kg spezifischer Spannung in den verschiedenen Stellungen 
des Beins einwirkt, in Zentimeterkilogramm: 



Hüftgelenk. 
Winkel i//j 2 


-10» 


0« 


+ 10« 


1 
+ 20«+30<> 


+ 40« 


+ 500+60«+700+80o'+900 

1 1 


+ 1000 




-24 

+ 24 


— 24 

+ 24 


— 24 

+ 24 


— 24,-24 

+ 24 ,+24 


-24 

+ 24^ 


— 24—241—24 

+ 24 +24 '+24 


— 29 

+ 29 


— 35 

+ 35 


— 39 

+ 39 



Die Momentkurve, welche die Abhängigkeit des Drehungsmomentes 
D^ von dem Hüftgelenkwinkel erkennen läßt, ist durch Figur 27 in 
der Weise dargestellt worden, daß einem Winkel von je 10® die Länge 
von je 3 mm auf der horizontalen Abszissenlinie entspricht, und das 
Drehungsmoment von n Zentimeterkilogramm durch eine Ordinaten- 



1) W. u. E. Weber, Mechanik der menschlichen Gehwerkzeuge. Göttingen 
1836. § 63. Seite 147 oder Wilhelm Webers Werke, Bd. VI, S. 101. 
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länge von n Millimeter veranschaulicht ist. Die Momentkurve ver- 
läuft über der Abszissenlinie, weil der Muskel nur mit positiven 
Drehungsmomenten auf den Oberschenkel einwirkt. Die entsprechende 
Momentkurve, welche die Abhängigkeit des auf 
das Becken ausgeübten Drehungsmomentes D^^ 
vom Hüftgelenkwinkel darstellt, würde unter- 
halb der Abszissenachse liegen und das Spiegel- ^ ^ ^ ^ ^ 
bild dieser Kurve in bezug auf die Abszissen- 
achse bilden. 

Da der M. biceps femoris Caput breve 
nur eingelenkiger Muskel des Kniegelenks ist, 
so besitzt für ihn das Drehungsmoment D^ 
unabhängig von der Stellung des Beins den j> — 



Wert NuU. Auf den Oberschenkel und Unter- ^- " *• H k % i i k i i i 
Schenkel wirkt er dagegen mit entgegengesetzt w^eUnkwmk^ 

gleichen Drehungsmomenten D,,^ und I)^^ ein, Fig. 27. 

deren Werte abhängig sind von der Größe 

des Winkels -^^ ^ im Kniegelenk, welchen die Längsachse des Unter- 
schenkels mit der Verlängerung der Längsachse des Oberschenkels 
büdet. 

Der Muskel vermag sich in den meisten Stellimgen des Knie- 
gelenks ungehindert zwischen seinen Insertionen am Labium laterale 
der Linea aspera femoris und am Gapitulum fibulae auszuspannen. 
Nur in der Nähe der äußersten Streckstellung wird er durch den 
Epicondylus lateralis femoris am geradlinigen Verlauf gehiadert. Die 
Arme \ und h^ seiner beiden Kräftepaare sind daher im Anfang der 
Beugung gleich dem Abstände des hinteren Randes des lateralen Epi- 
condylus von der Knieachse, vermehrt um die halbe Dicke der Sehne. 
Die Messung ergab 2,5 cm. Bei einer Beugestellung im Kniegelenk, 
welche dem Werte ^^ ^ == 20® entspricht, verläßt darauf der Muskel 
den Epicondylus und spannt sich nun geradlinig zwischen seinen In- 
sertionsstellen aus. Dabei nimmt der Abstand seiner mittleren Zug- 
richtung von der Achse fortwährend zu, bis er nach der rechtwink- 
ligen Beugestellung des Kniegelenks, bei ^2 4== 100®, das Maximum 
von 5,8 cm erreicht hat. Bei dieser Stellung zeigt nämlich in der 
Projektion auf die Median ebene die Verbindungslinie des Drehpunktes 
des Kniegelenks mit dem Muskelansatz am Gapitulum fibulae eine 
Richtung, welche auf der Richtung des resultierenden Muskelzuges 
senkrecht steht. Bei fortschreitender Beugung nähert sich dann der 
resultierende Muskelzug, oder vielmehr dessen Verlängerung über den 
Ansatz hinaus, wieder der Knieachse, so daß der Arm der Kräftepaare 
kleiner wird; er behält aber in der äußersten Beugestellung immer 
noch eine Größe, welche über die Anfangsgröße hinausgeht. Die sich 
aus dieser Messung ergebenden Werte der Arme sind die folgenden. 
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Arme der Kräftepaare des M. biceps femoris caput breve, 
in Zentimeter: 



Kniegelenk- 
winkel t^2 4 



0® 1 10® , 20® I 30® 



+ 2,5+2,5 1 + 2,5 +2,9 
— 2,5 ; — 2,5 I — 2,5 — 2,9 



40® 



50® i 60® 1 70® 



+ 3,5 + 4,2 I + 4,7 + 5,1 
— 3,5 1 — 4,2 ' — 4,7 — 5,1 



Kniegelenk- 
winkel i/'g 4 ' 



80® 

+ 0,5^ 
— 5,5 



90® 



I 



100® ' 110® 



120® I 130® 140® ' 150® 



+ 5,6 + 5,8 : + 5,6 ; + 5,2 



— 5,6 j — 5,8 I 



5,6 



5,2 



+ 4,6; + 4,l' + 3,7 
- 4,6 ! - 4,1 I - 3,7 



Da der physiologische Querschnitt des kurzen Bicepskopfes rund 
6 qcm beträgt, so erhält man hieraus folgende 

Werte der Drehungsmomente D^ und D^ , mit denen der 
M. biceps femoris caput breve auf den Oberschenkel und den 
Unterschenkel bei 1 kg spezifischer Spannung in den ver- 
schiedenen Stellungen des Beins einwirkt, in Zentimeter- 
kilogramm: 



Kniirgelenk- 
■Winkel ip2 4 


0® 10® , 20® 30® 1 40® 1 50® 60® 70® 




+ 15, + 15 
— 15| — 15 


+ 15 + 17 ! + 21 ! + 26 i + 28 +31 
— 15 1 — 17 i — 21 1 — 25 , — 28 —31 



Kniegelenk- 
winkel tA'2 4 



Dr. 



W»4 



80® 90® 



+ 33 
— 33 



+ 34 
— 34 



100® I 110® I 120® I 130® 140® 



150® 



+ 35 I + 34 ! + 31 I + 28 + 25 I + 22 
— 35 i — 34 I — 31 ! — 28 — 25 I — 22 



In Figur 28 findet sich die zugehörige Momentkurve auf- 
gezeichnet, welche die Abhängigkeit des auf den Oberschenkel aus- 
geübten Drehungsmomentes D^^ vom Kniegelenkwinkel veranschau- 
licht. Die entsprechende Kurve für 
das Drehungsmoment D^^^ des Unter- 
schenkels würde wieder einfach das 
Spiegelbild dieser in bezug auf die 
Abszissenachse sein. 

Vergleicht man die Momentkurve 
von Fig. 28 mit der von Fig. 27, so 
erkennt man zunächst, daß beide Mus- 
keln den Oberschenkel in gleichem 
Sinne zu drehen suchen. Während 
aber das vom M. iliacus hervorgebrachte 
Drehungsmoment bei Änderung der 
Gelenkstellung im Hüftgelenk nahezu bis zur rechtwinkligen Beuge- 
stellung konstant bleibt und erst bei höheren Beugegraden beträcht- 
lich an Wert zunimmt, vergrößert sich das vom kurzen Kopf des 




Ito' 30° io^ so'' 60''io° so' 90'' too''turm'm'ii^0'' 



JRjiiegelerik zuinkel 
Fig. 28. 
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M. biceps femoris auf den Oberschenkel ausgeübte Drehungsmoment 
schon bei geringeren Beugegraden im Kniegelenk. Das letztere er- 
reicht aber schon kurz nach der rechtwinkligen Beugestellung des 
Knies seinen Maximalwert und nimmt dann bei höheren Beugegraden 
wieder ab. 

Der dritte als Beispiel herangezogene Muskel, der M. semimem- 
branosus, wirkt auf alle drei Körperteile mit nicht verschwindenden 
Drehungsmomenten ein. Dabei nehmen die Drehungsmomente im all- 
gemeinen sowohl bei einer Änderung der Gelenkstellung im Hüft- 
gelenk als auch bei einer solchen im Kniegelenk andere Werte an. 
Es ist daher im Prinzip nicht ausreichend, wenn man beispielsweise 
die Drehungsmomente bei allen möglichen Stellungen des Hüftgelenks 
ableitet, während man das Kniegelenk in einer bestimmten Stellung, 
etwa der äußersten Streckstellung, fixiert hat, sondern man muß die- 
selbe Messung für eine genügend große Anzahl von anderen Stellungen 
des KJniegelenks wiederholen. Greift man, wie bisher 16 um 10^ von- 
einander abstehende Gelenkstellungen des Kniegelenks und 12 um je 
10^ verschiedene Stellungen des Hüftgelenks zur Messung heraus, so 
ist man also im Grunde genötigt, für 192 verschiedene Haltungen 
des ganzen Beins die drei Arme Äj, h^ und h^ zu bestimmen. • 

Es stellt sich nun aber bei genauerem Eingehen auf die Ver- 
hältnisse an der unteren Extremität heraus, daß diese umfangreiche 
Arbeit für den M. semimembranosus, sowie auch für. eine ganze Reihe 
anderer über das Hüft- und Kniegelenk hinwegziehender Muskeln 
nicht nötig ist, sondern daß man in Anbetracht der überhaupt erreich- 
baren Genauigkeit schon mit 28 Messungen zum Ziele gelangt. 

Fixiert man nämlich das Kniegelenk in einer bestimmten Stellung 
und führt das Hüftgelenk sukzessive in alle möglichen Stellungen 
über, so wird zwar im allgemeinen der Abstand der resultierenden 
Zugrichtung eines zweigelenkigen Muskels vom Hüftgelenk sich dabei 
ändern, dagegen wird gleichzeitig der Abstand von der Achse des 
Kniegelenks nur verhältnismäßig geringe Schwankungen erleiden. 
Dies läßt sich leicht einsehen. Wenn das Kniegelenk fixiert ist, so 
bilden die beiden Knochen des Unterschenkels mit dem Oberschenkel- 
knochen ein starres System. Bewegt man nun das Becken im Hüft- 
gelenk gegen den als fixiert angenommenen Oberschenkel, so wird im 
allgemeinen auch der am Becken befindliche Ursprung des zu unter- 
suchenden zweigelenkigen Muskels seine Lage gegen dieses starre 
System verändern, während der im Unterschenkel liegende Ansatz in 
demselben fest bleibt. Es dreht sich daher der resultierende Muskel- 
zug um den festen Ansatz. Da nun dieser Drehpunkt beim M. semi- 
membranosus und den meisten anderen über das Hüft- und Knie- 
gelenk hinwegziehenden Muskeln nahe an der Achse des Kniegelenks 
liegt, während er infolge der großen Länge des Oberschenkels vom 
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Mittelpunkte des Hüftgelenks verhältnismäßig weit entfernt ist, so wird 
bei den Bewegungen des Beckens im Hüftgelenk sich der Abstand 
der resultierenden Zugrichtung des Muskels vom Hüftgelenkmittel- 
punkte beträchtlich, dagegen sein Abstand von der Knieachse nur sehr 
wenig ändern können. So zeigt sich in der Tat, daß bei den Dre- 
hungen des Beckens der Abstand der resultierenden Zugrichtung des 
M. semimembranosus vom Hüftgelenk im ganzen um 25 mm, der vom 
Kniegelenk dagegen nur um ca. Yg mm in seiner Größe schwankt. 
Bei anderen Muskeln sind zwar die Änderungen des Abstandes von 
der Knieachse etwas größer; sie liegen aber auch hier innerhalb der 
bei derartigen Messimgen unvermeidlichen Fehlergrenzen. Beim M. 
rectus femoris ist dagegen sogar Konstanz dieses Abstandes vorhanden. 

Da nun der Abstand des resultierenden Muskelzuges von der 
Knieachse den Arm h^ des Kräftepaares darstellt, mit welchem der 
Muskel auf den Unterschenkel einwirkt, so hat man das Resultat, daß 
das vom M. semimembranosus auf den Unterschenkel ausgeübte Dre- 
hungsmoment D^^ sich mit genügender Annäherung von der Stellung des 
Hüftgelenks unabhängig zeigt und nur eine Funktion des Kniegelenk- 
winkels (1^2 4 is*- 

Denkt man andererseits das Hüftgelenk festgestellt und nur das 
Kniegelenk beweglich, so zeigt sich, daß bei den Drehungen im Knie- 
gelenk sich zwar der Abstand des resultierenden Muskelzuges von der 
Knieachse beträchtlich ändert, dagegen sein Abstand vom Hüftgelenk- 
mittelpunkte nur geringen Schwankungen unterliegt. Da durch den 
Abstand vom Hüftgelenkmittelpunkte der Arm h^ des Kräftepaares be- 
stimmt wird, mit welchem der Muskel auf das Becken einwirkt, so 
ist also das am Becken ausgeübte Drehungsmoment D^^ nahezu un- 
abhängig von der Stellung des Kniegelenks und nur eine Funktion 
des Hüftgelenk winkeis ^jj- 

Dagegen ist das Drehungsmoment D^, welches der M. semimem- 
branosus am Oberschenkel hervorruft, im allgemeinen sowohl mit der 
Stellung im Hüftgelenk als auch mit der im Kniegelenk veränderlich; 
es stellen sich also der Arm ä^ des mittleren Kräftepaares und das Mo- 
ment D^^ desselben als Fimktion beider Winkel dar. Es braucht nun 
aber weder h^ noch D^ direkt gemessen zu werden. Zwischen den 
Armen der drei Kräftepaare eines zweigelenkigen Muskels besteht die 
Beziehung, daß ihre algebraische Summe Null ist, sofern man nur 
konsequent das* Vorzeichen eines jeden Armes nach dem Drehungssinn 
des Kräftepaares bemißt. Auch die drei Drehungsmomente, mit denen 
der Muskel auf Becken, Oberschenkel und Unterschenkel einwirkt, 
müssen die algebraische Summe Null besitzen. Man hat also die Be- 
ziehungen 
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Mit Hilfe derselben kann man den dritten Arm bzw. das dritte Dre- 
bungsmoment berechnen, sobald die beiden anderen bekannt sind. 

Hieraus ergibt sieb, daß man in der Tat mit 28 direkten Mes- 
sungen ausreicht, um die Werte der drei Drebungsmomente des M. 
semimembranosus für alle um je 10^ voneinander verschiedenen Werte 
der beiden Geienkwinkel p^ 2 ^^^ ^2 4 abzuleiten. Die Messung hat 
zunächst folgendes ergeben. 

Arme h^ des M. semimembranosus für verschiedene Werte 
des Hüftgelenkwinkels, in Zentimeter: 



Hüftgelenk 
"Winkel «/-i 2 



L-10<>| 00 j + 10«4-200|+300;4-40« + 50«+60o!+70o'+800|4-90«|+100« 



\ ||+3,l|+3,9i+4,6i+ 5,11+ 5.0;+ 5,6 + 5,5!+ 5,3|+ 5,0]+ 4,6|+ ^^l + 3,4 
Diese Werte sind von der Stellung im Kniegelenk unabhängig 
und gelten daher für jeden beliebigen Wert von ^3 4. 

Arme h^ des M. semimembranosus für verschiedene Werte 
des Kniegelenkwinkels, in Zentimeter: 



Kniegelenk- 
winkel ^2,4: 


0« 


10° 


20« 


30« 


40« ! 50« 


60» 


70» 


\ 


-2,5 


-2,5 


-;-),o 


-3,3 


— 3,6 , — 3,9 


-4,1 


-4,1 


Kniegelenk- 


80<> 


90« 


100« 


110« 

i 


120« 130« 

1 i 


140» 


160» 


K 1 


-4,0 


-3,8 


-3,6 


— Mi 


-2,9 1-2,5, 


-2,0 


-1,6 



Diese Werte sind von der Stellung im Hüftgelenk unabhängig, 
sie gelten daher für jeden beliebigen Wert von ^^j. 

Vermöge der Beziehung (226) berechnen sich folgende Werte 
des Armes \. 

Arme/ig des M. semimembranosus für verschiedene Werte 
des Hüftgelenkwinkels (p^^ und des Kniegelenkwinkels ^2 4? 
in Zentimeter: 



Knie- 
gelenk- 
winkel 

^^'2,4 



— 10«! 0« 



Hüffcgelenkwinkel i/j^^^ 
|+10«+20«| + 30«+40«|+50«| + 60«|+70«+80«i+90«j+100« 



3,0|— 3,1] 
3,0 — 3,1' 



0« 

10« 

20« 

30« 

40« 

50« 

60« 

70« 

80« 

90« 

100« 

110« 

120« 

130« 

140« 

150« 



0,61- 1,4 - 
0,6 - 1,4 - 
0,1—0,9- 
0,21—0,61- 
0,5|— 0,3 - 
0,8 - 
1,0!+0,2|- 
1,0,+ 0,2 - 

0,9'+ 0,1- 
0,7|-0,1- 
0,51—0,3- 
0,2'— 0,6'- 



-0,2 
■0,6 

M 

1,5 



-1,0 
— 1,4 
-1,9 
-2,3 



2,1 

2,1 

■1,6 

1,3 

■1,0 
•0,7! 

0,5, 
-0,5 

0,6 
■0,81 

■ i,o| 

■1,71 
2,1; 
2,6l 
3,0i 



2,6 

2,6 

■2,1 

■1,8 
1,5 
1,2 
1,0 

-1,0 

1,1 
-1,3 
1,5 
-1,8 
2,2 
2,6 
3,1 
3,5. 



2,5 
2,2 
1,9 
1,6 



2,6- 
-2,3- 

- 2,0,- 

— 1,7!- 

1,5,- 



- 1,41- 1,5 

- 1,5'— 1,6 

- M|- 1,8 
— 1,9!— 2,0 

-2,2,-2,3 



2,6|- 2,7 
■3,01-3,1 
-3,5|— 3,6 
■ 3,9 — 4,0 



3,0- 
3,0 - 

■ 2,5!- 
2,2- 

■1,9!- 

-1,6- 

1,4- 

1,5'- 

■1,T|- 

1,91- 

■2,2|- 

■ 2,6|- 
3,0 - 

•3,5- 
3,9|- 



■2,8- 

■2,8l- 

2,3|- 

2,0h 

■1,7- 

-1,4- 

■1,2,- 

1,2- 

1,3- 

•1,51- 

■1,7,- 

■2,0- 

■ 2,4 - 

■2,81- 

■3,31- 

•3,7- 



- 2,5 — 2,1 
2,5 — 2,1 

2.0 - 1,6 

■ 1,7 - 1,3 

■ M - 1,0 

1.1 -0,7j 
-0,9 — 0,5 
-0,9 — 0,5 
- 1,0 — 0,6 

■ 1,2'— 0,8 



1,4 
■1,7 
•2,1 
■2,5 
•3,0 

3,4, 



1,0 

— 1,3 
-1,7 
-2,l| 

— 2,6| 
3,0 



-1,6 


-0,9 


— 1,6' — 0,9 


- 1,1 - 0,4 


— 0,81 — 0,1 


-0,5; + 0,2 


— 0,2 


--0,6 





-1-0.7 





--0,7 


-0,1 


+ 0,6 



— 0,3 + 0,4 

— 0,5 + 0,2 

— 0,8 — 0,1 

— 1,2|— 0,5 

— 1,6 — 0,9 

— 2,1! - 1,4 

— 2,5, — 1,8 
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Der physiologische Querschnitt des M. seraimembranosus beträgt 
abgerundet 15 qcm. Man erhält daher die folgenden 

Werte des Drehungsmomentes D^^ , mit welchem der M. 
semimembranosus auf das Becken bei 1 kg spezifischer Span- 
nung in den verschiedenen Stellungen des Hüftgelenks ein- 
wirkt, in Zentimeterkilogramm: 



Hüftgelenk - 
Winkel ^-^ g 



'10^ 



0° 1+10« -f 20o|+30<>' + 400j + 50^+60* 



+ 70«+80». + 90« + 100« 



■^mi l,+ 47 + 59 + 69 '+77 + 83 +84 +83 +80+75 +69 + 62 , + 51 

Diese Werte gelten für jede beliebige Größe des Kniegelenk- 
winkels ^24. 

Werte des Drehungsmomentes i)^^^, mit welchem der M. 
semimembranosus auf den Oberschenkel bei 1 kg spezifischer 
Spannung in den verschiedenen Stellungen des Beins ein- 
wirkt, in Zentimeterkilogramm: 



Knie, 
gelenk- 


Hüftgelenkwinkel \\)^ ^ 


winkel 


100 QO _j_ioo+20«+30«i+40«| + 50«, + 60«, + 70«+80«,+ 90« + 100« 


00 


»-9 _21|— 32|— 39i — 45 — 47, — 45 — 42| — 38|— 32,— 24 —14 


10« 


— 9 —21 —32 —39;— 45 —47—45 —42,-38!- 32—24 —14 


20« 


— 2 !— 14 


-24,-32 —38 —39 —38 


— 35! — 30 —24 - 17 —6 


30« 


+ 3 1 — 9 


— 20 — 27 - 33 , — 35 1 — 33 


— 30 1 _ 26 — 20 i — 12 ' — 2 


40« 


+ 8 


— 5 


— 15 — 23t— 29 — 30|— 29 


— 26 —21— 15 —8 , +3 


50« 


+ 12 





— 11 —18 —24 —26;— 24 


— 21 


— 17—11—3+8 


60« 


+ 15 


+ 3 


— 8—15 —21 — 23—21 


-^18 


— 14—8 +11 


70« 


+ 15 


+ 3 


— 8 — 15I— 21 —23—21 


— 18 


— 14—8 i +11 


80« 


+ 14 


+ 2 


_. 9 ]_i7 —23—24 —23 


— 20 


— 15 


-9 -2; +9 


90« 


+ 11 


— 2 


— 12'— 201— 26 —27 —26 


— 23 — 18 


»>12 —5 1 +6 


100« 


+ 8—5 — 15 1 — 23 1 — 29 — 30 — 29 j — 26 — 21 


- 15 —8 +3 


110« 


1 +3 j — 9 1 — 20|— 27| — 33 — 35' — 33 — 30'— 26 


— 20 — 12 — 2 


120« 


1 — 3 — 15 — 26 1 — 33 — 39 ' — 41 — 39 — 36 ' — 32 


— 26—18' —8 


130« 


1 —9 '—21 —321— 39— 45I— 47;— 45! — 42 — 3H 


_32 -~24i —14 


140« 


,— 17 1— 29 1 — 39 — 47 ' — 53 1 — 54 — 53 — 50 — 45 


— 391 — 32 —21 


150« 


— 23 


— 35 


— 45 ; — 53 — 59 — 60 — 59 


— 56 


-51 


— 45 — 38| —27 



Werte des Drehungsmomentes D^^^, mit welchem der M. 
semimembranosus auf den Unterschenkel bei 1 kg spezi- 
fischer Spannung in den verschiedenen Stellungen des Knie- 
gelenks einwirkt, in Zentimeterkilogramm: 



Kniegelenk- 'i qo 
Winkel ifj^ 4 ! 


10« 


20« 


30« 


40« 


50« 


60« 


70« 


-D«. il- 38 1-38 
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— 62 


— 62 


^tff^f^" I 80» i OO» 
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100« j 

1 


110« 1 


120« 


130« 


140« 


150« 
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54—50 



44 



38 —30 
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Diese Werte von D^^ gelten für jede beliebige Größe des Hüft- 
gelenkwinkels ^1 2 • 

Die Abhängigkeit der verschiedenen Drehungsmomente des M. 
semimembranosus von den Gelenkstellungen ist auf Tafel IV durch 
die entsprechenden Momentflächen veranschaulicht. Die Figuren be- 
deuten Schrägprojektionen. Das horizontal angenommene rechtwink- 
lige Koordinatensystem, dessen Koordinaten den beiden Gelenkwinkeln 
^j 2 ^^^ ^2,4 proportional sind, ist durch ein Koordinatennetz dar- 
gestellt. In demselben gehört zu jedem zur Untersuchung heraus- 
gegriffenen Werte des Hüflgelenkwinkels ti 3 ©ine Gerade der einen 
Schar und zu jedem verwendeten Werte des Kniegelenkwinkels ^2 4 
eine Gerade der anderen, zur ersten rechtwinkligen Schar des Ko- 
ordinatennetzes. Daher entspricht jeder Haltung des Beins, für welche 
die drei Drehungsmomente bestimmt worden sind, ein Schnittpunkt 
zweier sich rechtwinklig durchkreuzenden Geraden des Netzes. Von 
jedem dieser 192 Kreuzungspunkte aus ist nun je nach dem Vor- 
zeichen des Drehungsmomentes nach oben oder unten eine Strecke 
abgetragen, welche durch die Anzahl ihrer Millimeter direkt die An- 
zahl der Zentimeterkilogramm für das Drehungsmoment angibt, mit 
welchem der Muskel bei einer Spannung von 1 kg pro Quadratzenti- 
meter seines physiologischen Querschnittes auf den betreffenden Körper- 
teil in der dem Kreuzungspunkte des Netzes entsprechende^! Haltung 
des Beins einwirkt. 

Die Endpunkte aller dieser Strecken sind in ganz entsprechender 
Weise wie ihre Anfangspunkte durch Kurven verbunden, welche in 
ihrer Gesamtheit die Gestalt der Momentfläche deutlich erkennen 
lassen. Die so entstandenen beiden Scharen von Kurven bilden ein 
Koordinatennetz auf der Momentfläche; sie stehen in engem Zusammen- 
hang zu den Scharen von Geraden des ebenen horizontalen Koordi- 
natennetzes, indem die letzteren die Orthogonalprojektionen der ersteren 
darstellen. Die eine Schar von Kurven auf der Momentfläche ge- 
hört demnach zu den 12 verwendeten Werten des Hüftgelenkwinkels ^1 2, 
die andere Schar zu den 16 untersuchten Stellungen des Knie- 
gelenks. Es kommt daher jeder Linie des Netzes auf der Moment- 
fläche entweder ein bestimmter Wert von ^'j 2 oder ein solcher von 
^2,4 zu, den man leicht durch Vergleichung mit dem ebenen Ko- 
ordinatennetz auffinden kann. 

Die zum Drehungsmoment D^^ gehörende Fläche (das Bild am 
weitesten links auf Tafel IV) liegt in ihrer ganzen Ausdehnung über 
dem ebenen Koordinatennetz; die Ordinaten ihrer Punkte sind daher 
ohne Ausnahme positiv. Dies stimmt damit überein, daß der M. semi- 
membranosus den Rumpf, von der rechten Seite aus betrachtet, im 
entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers zu drehen sucht. Gleichzeitig 
erkennt man in der Figur, daß die Schar von Kurven auf der Fläche, 
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welche zu verschiedenen Werten des Hüftgelenkwinkels gehören, aus 
lauter Geraden besteht, die zum ebenen Koordinatennetz parallel 
laufen. Dies entspricht der Tatsache, daß das zu einer bestimmten 
Stellung im Hüftgelenk gehörende Drehungsmoment D^ von der 
gleichzeitigen Stellung im Kniegelenk unabhängig ist. Aus der Ge- 
stalt der Fläche erkennt man auf den ersten Blick, daß das Drehungs- 
moment mit wachsendem Hüftgelenkwinkel zunächst an Größe stetig 
zunimmt, bis es bei i/^i 2 = 40® sein Maximum erreicht hat. Von da 
an nimmt es wieder ab und geht schließlich in der extremen Beuge- 
stellung des Hüftgelenks nahezu bis auf seinen Anfangswert zurück. 

Die Momentfläche für das Drehungsmoment D^ (das Bild am 
weitesten rechts auf Tafel IV) liegt unterhalb des ebenen Koordinaten- 
netzes, da der Muskel den Unterschenkel in allen Haltungen des 
Beins, von der rechten Seite aus gesehen, im Sinne des Uhrzeigers zu 
drehen sucht. Bei dieser Fläche besteht die andere Kurvenschar aus 
geraden, zum ebenen Koordinatennetz parallelen Linien, was damit 
übereinstimmt, daß das zu einer bestimmten Stellung des Kniegelenks 
gehörende Drehungsmoment D^^ von der gleichzeitigen Stellung im 
Hüftgelenk unabhängig ist. Von der Streckstellung des Kniegelenks 
an nimmt das Drehungsmoment Z)^^ zunächst an absoluter Größe zu, 
bis es bei einer Beugestellung im Kniegelenk zwischen 60® und 70® 
das Maximum derselben erreicht hat. Darauf nimmt die absolute 
Größe des Drehungsmomentes stetig ab und geht schließlich in der 
äußersten BeugesteUung auf einen Wert herunter, welcher bedeutend 
kleiner ist als ihr Anfangswert. 

Während die beiden zu den Drehungsmomenten D^^ und D^^ 
gehörenden Momentflächen verhältnismäßig einfache Form besitzen, 
indem sie Teile von allgemeinen Zylinderflächen darstellen, ist die 
Momentfläche des Drehungsmomentes D^^ (das mittlere Bild auf 
Tafel IV) viel komplizierter gestaltet. Keine der beiden Kurven- 
scharen des Netzes auf der Fläche besteht aus geraden Linien. Da- 
bei zeigen an jedem Punkte der Fläche die beiden durch ihn hindurch- 
gehenden Kurven entgegengesetzte Krümmung. Die Kurven der einen 
Schar sind nach oben, die der anderen durchweg nach unten konkav. 
Infolgedessen läßt sich diese Momentfläche des M. semimembranosus 
mit einer Sattelfläche vergleichen. Wenn auch der größte Teil der 
Fläche unter dem ebenen Koordinatennetz liegt, so verläuft sie doch 
zum Teil auch über demselben. Es sucht daher der M. semimem- 
branosus den Oberschenkel zwar in den meisten Stellungen des Beins, 
von der rechten Seite aus gesehen, im Sinne des Uhrzeigers zu drehen, 
in den extremsten Stellungen des Hüftgelenks und gleichzeitig mitt- 
leren Beugestellungen des Kniegelenks beeinflußt er den Oberschenkel 
dagegen auch im umgekehrten Drehungssinne. Dazwischen liegt eine 
Reihe von Haltungen des Beins, in denen der Muskel überhaupt kein 



Xr. 17.] n. Spez. Teil. A. Anwend. auf die Mechanik d. menschl. Körpers. 239 

Drehungsbestreben für den Oberschenkel zeigt; diese Stellungen ent- 
sprechen den Punkten des ebenen Koordinatennetzes, in welchen die 
Fläche dasselbe durchdringt. Behält man eine bestimmte Stellung im 
Kniegelenk bei und geht aus der extremen Streckstellung des Hüft- 
gelenks allmählich in die äußerste Beugestellung über, so nimmt die 
absolute Größe des Drehungsmoments D^ zunächst zu, bis sie ein 
Maximum erreicht hat, und geht dann wieder nahezu auf ihren An- 
fangswert zurück. Das Maximum entspricht dabei annähernd der 
mittleren Beugestellung des Hüftgelenks. Hält man dagegen das Hüft- 
gelenk in irgend einer Stellung fest und geht von der äußersten 
Streckstellung des Kjiiegelenks allmählich zu der extremen Beuge- 
stellung desselben über, so nimmt dabei umgekehrt die absolute 
Größe des Drehungsmoments D^ erst ab bis zu einem Minimalwert 
und steigt dann wieder an, so daß sie zuletzt den Anfangswert be- 
trächtlich überschritten hat. Das Minimum liegt auch hier etwa in 
der mittleren Beugestellung des Bjiiegelenks. Alles dies ist unmittel- 
bar aus der Darstellung der zum Oberschenkel gehörenden Moment- 
fläche auf Tafel IV zu erkennen. 

Durch die Werte der Drehungsmomente und die zugehörigen 
Momentkurven bzw. Momentflächen ist nun für die drei als Beispiel 
herausgegriffenen Muskeln der unteren Extremitäten das statische 
Maß ihrer Wirkung festgestellt. In entsprechender Weise hat man 
die Drehungsmomente für alle Skelettmuskeln abzuleiten. Diese 
Untersuchung ist bisher nur noch auf eine Reihe anderer Muskeln des 
Beins ^) und des Armes ^) ausgedehnt worden. 

Durch die Bestimmung des statischen Maßes für die Wirkung 
der verschiedenen Muskeln hat man nun nicht nur die Grundlage für 
eine Statik des menschlichen Körpers geschaffen, sondern man hat 
damit zugleich einen notwendigen Beitrag für die Untersuchung dör 
bewegenden Wirkung der Muskeln gewonnen; denn die auf der rechten 
Seite der Bewegungsgleichungen stehenden Größen Q (vgl. hierzu 
Seite 53) setzen sich aus den Drehungsmomenten aller auf das Ge- 
lenksystem einwirkenden Kräfte zusammen; sie enthalten also beim 
menschlichen Körper die Drehungsmomente der wirksamen Muskeln 
als einen wesentlichen Bestandteil. 

17. Gleichgewiclitsprobleme. 

Durch die Kenntnis der Drehungsmomente, mit denen die Muskeln 



1) Vgl. das statische und kinetische Maß für die Wirkung eines Muskels, 
erläutert an ein- und zweigelenkigen Muskeln des Oberschenkels. Abhandl. der 
math. phys. Klasse der Königl. Sachs. Ges. d. Wissensch. Bd. XXVII, Nr.V, 1902. 

2) Vgl. die Rotationsmomente der Beugemuskeln am Ellbogengelenk des 
Menschen. Abhandl. der math. phys. Klasse der Königl. Sachs. Ges. d. Wissensch. 
Bd. XV, Nr. m, 1889. 
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und die Schwere auf die einzelnen Körperteile einwirken, wird man 
in den Stand gesetzt, eine ganze Reihe von Problemen aus der 
Statik des menschlichen Körpers zu lösen. Wenn der menschliche 
Körper, oder auch nur einzelne Teile desselben, in irgend einer Haltung 
gegen die Umgebung in Ruhe verharren, so sind es neben der Schwere 
und äußeren Reaktionskräften, welche an den Unterstützungsflächen 
hervorgerufen werden, in der Regel noch Muskelkräfte, welche zur 
Sicherung der Körperhaltimg beitragen. Die Fälle, in denen keine 
Muskeln tätig zu sein brauchen, um eine GleichgewichtssteUung des 
Körpers hervorzubringen, sind selten; sie beschränken sich im großen 
und ganzen auf die Arten des Liegens und Sitzens, bei denen alle 
Teile des Körpers entweder durch eine Unterlage oder durch andere 
Abschnitte des Körpers, eventuell unter Vermittlung von Gelenk- 
bändern, genügend unterstützt und dadurch am Herabfallen gehindert 
sind. Im allgemeinen würde der menschliche Körper ohne Muskel- 
aktionen seine jeweilige Haltung nicht beibehalten können; die ein- 
zelnen Teile desselben würden sich so lange senken, bis der Schwer- 
punkt eines jeden eine möglichst tiefe Stellung eingenommen hat. 
Um dies zu verhindern, müssen dann eben die Muskeln in der Weise 
aktiv eingreifen, daß sie durch die Kraft ihr^ Kontraktion den Körper- 
teilen die entgegengesetzte Bewegung zu erteilen sucheji als die Schwere. 
Damit nun trotz Einwirkung von Schwere und Muskeln keine 
Gelenkbewegung eintritt, so daß der ganze Körper in seiner Haltung 
verharrt und höchstens eine Translationsbewegung ausführen kann, 
ist notwendig und hinreichend, daß für jeden einzelnen Körperteil die 
geometrische Summe aller einwirkenden Drehungsmomente ver- 
schwindet. Dies ergibt sich einfach als Folge des allgemein gültigen 
Prinzips der virtuellen Verrückungen ^), wenn man in Rücksicht zieht, 
welche Elementararbeiten nach 5) die an einem Gelenksystem an- 
greifenden äußeren und inneren Kräfte bei den verschiedenen mög- 
lichen Verrückungen des Systems leisten. 

a) Allgemeine Gleichgewichtsbedingungen für das zweigliedrige 
ebene Gelenksystem. 

Als Beispiel sei ein zweigliedriges ebenes Gelenksystem in Be- 
tracht gezogen, bei welchem das erste Glied um eine im Räume feste 
Achse drehbar ist, und die beiden Glieder durch ein Scharniergelenk 
mit paralleler Achse verbunden sein sollen. Der nur im Ellbogen- 
gelenk gegliederte rechte Arm stellt ein derartiges System dar, falls 
man den Rumpf mit dem Schultergürtel fixiert annimmt und im 
Schultergelenk nur Drehungen um eine Achse zuläßt, welche der 

1) Vgl. Beiträge zur Muskelstatik. I. über das Gleichgewicht zwischen 
Schwere und Muskeln am zweigliedrigen System. Abhandl. der math, phys. 
Klasse der Königl. Sachs. Gesellsch. d. Wissensch. Bd. XXIII, Xr. IV, 1896. 
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Fig. 29. 



Achse des Ellbogengelenks parallel läuft. Figur 29 stelle die Pro- 
jektion des rechten Armes auf die zu den Gelenkachsen senkrechte 
ßewegungsebene dar. G^ g und Gq ^^ bedeuten, wie auf Tafel 11, die 
Mittelpunkte des rechten Schultergelenks und Ellbogengelenks, femer 
ist iSg der Schwerpunkt des Oberarms und ä^^ der Schwerpunkt des 
aus Unterarm und Hand zu- 
sammengesetzten starren Sy- 
stems, und endlich sind H^ 
und fiiQ die Hauptpunkte des 
Oberarms und des Systems Unter- 
arm + Hand, welche allerdings 
in Wirklichkeit noch näher an 
G^i 8 und (rg IQ liegen, als es im 
Interesse der Deutlichkeit in 
Figur 29, ebenso wie auf Tafel H, 
gezeichnet ist. 

Bezeichnet man nun wieder 
mit niQ die Masse des ganzen 
Körpers und mit Wg und m^Q 
die Massen der beiden Abschnitte 
des rechten Arms, femer mit r^ 

und Cg die Abstände des Schwerpunktes S^ und des Hauptpunktes JBg 
vom Schultergelenkmittelpunkte G^ g, desgleichen mit r^^ und c^q diä 
Abstände des Schwerpunktes S^q und des Hauptpunktes H^q vom Ell- 
bogengelenkmittelpunkte 6rg IQ, und endlich mit ig die Entfernung des 
Ellbogengelenkmittelpunktes vom Schultergelenkmittelpunkte, so hat 
man aus der Definition der Hauptpunkte zunächst die Beziehungen 

/227) ^0^8 = ^8^8 + %o'8 

Vergrößert man die Hauptstrecken Cg und c^q im Verhältnis 
% • (*^8 + ^io)> s^ gelangt man zu Punkten Sg' und H^^ auf den 
Längsachsen der beiden Glieder, welche als die Hauptpunkte des 
Oberarms und des Systems Unterarm + Hand aufzufassen sind, falls 
man den Arm ganz vom übrigen Körper losgelöst denkt. Dieselben 
soUen als partielle Hauptpunkte von den zum ganzen Körper ge- 
hörenden totalen Hauptpunkten jETg und H^q unterschieden werden. 
Für die partiellen Hauptstrecken c^ und c/q gilt nach (227) 

^228) " ^^^^ + ^1«) ^8' = ^8^8 + %0^8 

K + ^10X0 = ^10^0 • 

Der Schwerpunkt Äg ^q des ganzen rechten Armes liegt daher 
nach den Eigenschaften der Hauptpunkte von H^ um den Vektor c/q 
entfernt. 

Fischer, Meclianik der lebenden Körper. 16 
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Setzt man nun noch voraus, daß die feste Achse des Schulter- 
gelenks, um welche allein der Oberarm sich drehen kann, und die ihr 
parallele Achse des Ellbogengelenks horizontal verlaufen, so steht die 
Bevregungsgebene dieses ebenen zweigliedrigen ßelenksystems vertikal. 
Die Drehungsmomente, mit denen die Schwere auf die beiden Körper- 
teile einwirkt, lassen sich unter diesen Umständen leicht ableiten. 

Nach 14 c) ruft die Schwere in diesem Falle am Oberarm ein 
Kräftepaar hervor, dessen eine Kraft in JBg' ^^^ dessen andere in 
G^ 8 angreift. Die erstere ist vertikal nach unten, die letztere ver- 
tikal nach oben gerichtet, und beide sind gleich dem Gewicht G^ + G^^ 
des ganzen Armes, wobei unter G^ das Gewicht des rechten Ober- 
arms und unter G^q das Gewicht des Systems Unterarm + Hand zu 
verstehen ist. Auf das System Unterarm + Hand wirkt die Schwere 
mit einem Kräfbepaar, dessen Kräfte ebenfalls durch das Gewicht des 
ganzen Armes gemessen werden. Die eine Kraft, welche vertikal 
nach unten gerichtet ist, greift in H^q, die andere, vertikal nach oben 
gerichtete, im Mittelpunkte G^^q des Ellbogengelenks an. 

Die Arme der beiden Kräftepaare, welche in der beifolgenden 
Figur 30 angedeutet sind, stimmen mit den Projektionen der beiden 
Hauptstrecken Cg und c^^ auf die Horizontale überein. Bezeichnet 

man mit (p^ und q)^^ die Win- 
kel, welche die Längsachsen der 
beiden Abschnitte des Arms 
mit der nach unten gerichteten 
Vertikalen bilden, so hat also 
der eine Kraftarm die Länge 
Cg'sLQ^g ^ii<i der andere die 
Länge c^^ sin q)^Q . Bezeichnet 
man mit D, und D, die Dre- 
hungsmomente, mit denen die 
Schwere auf den Oberarm einer- 
seits und das System Unter- 
arm 4- Hand andererseits ein- 
wirkt, und beachtet, daß bei 
positiven Winkeln q) (wie in 
Fig. 30) die beiden Drehungs- 
momente eine Drehung im 
Sione des Uhrzeigers, d. h. also 
im negativen Drehungssinne 
hervorzubringen suchen, so hat 
man für dieselben die Werte 




Fig. 30. 



(229) 



A.= 



n. 
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-(Gg + GJCi'oSin^io- 
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Nr. 17.] n. Spez. Teil. A. Anwend. auf die Mechanik d. menschl. Körpers. 243 

Für manche Fragen ist es von Interesse^ zu wissen, mit welchem 
Drehungsmoment die Schwere unter den gemachten Voraussetzungen 
auf den ganzen Arm einwirkt, um dies zu entscheiden, braucht man 
sich nur einen Moment die Beweglichkeit im Ellbogengelenk auf- 
gehoben zu denken. Dann verhält sich der ganze Arm wie ein starrer 
Körper, und der Einfluß der Schwere kann durch eine Kraft dar- 
gestellt werden, welche im Gesamtschwerpunkte S^ ^^ des Armes ver- 
tikal nach unten zieht und gleich dem Gewicht {Gg + G^q) des Armes 
ist. In der festen Achse des Schultergelenks stellt sich dann 
eine entgegengesetzt gleiche Beaktionskomponente ein, welche mit 
ihr das wirksame Kräftepaar bildet. Das Drehungsmoment D, des- 
selben ist nach Figur 30 infolge des Zusammenhanges der Hauptpunkte 
Hq und H^Q mit dem Schwerpunkte S^ ^q 

(230) D,^^^^ - (Gs + G,,) (Vsin()P3 + c;,smg>,,). 

Zu dem gleichen Resultat gelangt man auch, wenn man be- 
achtet, daß nach den früheren Überlegungen das auf den ganzen Arm 
ausgeübte Drehungsmoment gleich der Summe der den beiden Ab- 
schnitten zukommenden Drehimgsmomente sein muß. 

An Stelle der Winkel (p^ und g)^Q, welche die Längsachsen des 
Oberarms und Unterarms mit der im Räume festen Vertikalen bilden, 
kann man in (229) auch die Gelenkwinkel einführen, welche wieder 
wie früher durch den Buchstaben ^ mit den beiden Indizes der durch 
das Gelenk verbundenen Körperteile bezeichnet werden sollen. Als 
Winkel ^^ g ist dabei im vorliegenden Falle ohne weiteres der Winkel 
g?g zu verwenden; denn die Vertikale stellt bei Fixation des Rumpfes 
und Schultergürtels zugleich eine feste Gerade in diesen Körperteilen 
dar. Als Winkel ^g^Q des Ellbogengelenks wird man dagegen den 
Winkel zu nehmen haben, welchen die Längsachse des Unterarms mit 
der Verlängerung der Längsachse des Oberarms bildet. Wie man 
leicht aus Fig. 30 erkennt, steht derselbe mit den beiden Winkeln g)^ 
und (piQ in enger Beziehung. Es ist nämlich 

(231) ^8,10 = 9^10 -9^8 • 

Demnach lassen sich die Drehimgsmomente 2>,^, D,^^ und D,^^^ auch 
in der Form schreiben: 

As = - (G^8 + ö^io) ^8 sin !f'i,8 

(232) D,^^ = - ((?8 + ^lo) <o sin (^i,8 + ^8,io) 

Ae„o= - (^8 + ^lo) K sin ^/'i.s + <o sin (^i,8 + ^8,io)]- 

Bei einem der Untersuchung unterworfenen Arm hatte sich 

herausgestellt, daß der Oberarm 1,908 kg und der Unterarm zusammen 

mit der Hand 1,775 kg, der ganze Arm also 3,683 kg wog. Die 

Länge Zg des Oberarms betrug 30,3 cm, die Entfernung r^ des Ober- 

16* 
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armschwerpunktes vom Mittelpunkte des Schiiltergelenks 13,6 cm und 
die Entfernung r^^- des Schwerpunktes des Systems Unterarm + 
Hand vom Mittelpunkte des Ellbogengelenks 19,0 cm. Nach (228) 
ergaben sich deshalb für die beiden Hauptstrecken die Werte 

(233) .«=21,65 CM 

c^Q = 9,16 cm. 

Man hat daher im vorliegenden Falle für die Drehungsmomente der 
Schwere nach (229) und (231) die Werte 

D,^ = — 79,737 sin tp^ cmkg = — 79,737 sin ^^ g ^^^g 

(234) D,^^ == — 33,736 sin g?io cmkg = — 33,786 sin (^18 + ^8^io) cmkg 
D, ^^ = — 3,683 [21,65 sin (p^ + 9,16 sin gj^o] cmkg 

= - 3,683 [21,65 sin ti^^ + 9,16 sin (^^^ + i,^^^^)] cmkg. 

Es soll nun für verschiedene Arten von Muskeln des Armes 
untersucht werden, ob und in welchen Stellungen des Armes sie im- 
stande sind, der Schwere das Gleichgewicht zu halten, und wie stark 
sie im gegebenen Falle zu diesem Zwecke gespannt sein müssen. 
Bezeichnet man allgemein mit D^^ und D^^^ die Drehungsmomente, 
mit welchen eine Muskel auf den Oberarm und das System Unterarm 
+ Hand einwirkt, so lauten die Bedingungen des Gleichgewichts 

(235) ■ ^..+A.=0 

Bezeichnet man weiterhin mit D^sio ^^^ Drehungsmoment, mit 
welchem der Muskel auf den ganzen Arm einwirken würde, falls das 
Ellbogengelenk festgestellt wäre, so kann man noch die Bedingungs- 
gleichung anschreiben: 

(236) ^..,., + A.,., = 0. 

Man erkennt jedoch leicht, daß dieselbe nur eine Folge von (235) 
ist, wenn man beachtet, daß sowohl D, gleich der Summe von 
D, und D, als auch D^ gleich der Summe von D^ und D^ ist. 

»8 «10 "»8,10 o mg «1,0 

h) Gleichgewicht zwischen Schwere und Muskeln , welche nur das 
Zwischengelenk iiberspannen, 

a) Gleichgewicht am Arm. 

Ein nur zwischen Oberarm und Unterarm sich erstreckender ein- 
gelenkiger Muskel wirkt nach dem früheren auf die beiden Abschnitte 
des Armes mit entgegengesetzt gleichen Drehungsraomenten ein. Soll 
er der Schwere das Gleichgewicht halten, so kann das nach (235) nur 
in solchen Stellungen des Armes geschehen, in denen auch die beiden 
Drehungsmomente D,^ und D^ der Schwere einander entgegengesetzt 
gleich sind. Das letztere tritt aber nur dann ein (vgl. Fig. 30), wenn 
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der Schwerpunkt Sq^q des Armes mit dem Mittelpnnkte Gig des 
Schultergelenks in einer Vertikalen liegt. Zu dem gleichen Resultat 
gelangt man auch^ wenn man in Betracht zieht, daß ein nur über 
das Ellbogengelenk hinwegziehender Muskel kein Drehungsmoment 
auf den ganzen Arm auszuüben imstande ist, sobald das Ellbogen- 
gelenk festgestellt wird. Es muß daher D^n^^^ und infolgedessen nach 

(236) auch D, ^^ den Wert Null besitzen. Das letztere kann aber 
nur stattfinden, wenn der Schwerpunkt des Armes mit dem Schulter- 
gelenkmittelpunkte in einer Vertikalen liegt. Die Bedingung hierfür 
lautet nach der letzten Gleichung von (232) 

(237) c'^ sin ^^^g + c[^ sin (^^^ + %^^^ -= 0. 

Nach den Werten, welche in dem der Untersuchung zugrunde 
gelegten Beispiel die beiden Hauptstrecken Cg und c^^ besitzen (vgl. 
(233)), muß daher zwischen den beiden Gelenkwinkeln im Schulter- 
und Ellbogengelenk die bestimmte Beziehung bestehen 

(238) sin (^i,g + ^g^o) = ~ 0,423 sin ^^^g . 

Die Rechnung ergibt zu jedem Werte des Ellbogenwinkels ^g^^, 
welcher nur positiv sein kann, stets zwei Werte des Schulterwinkels 
^ig, von denen der eine positiv, der andere dagegen negativ ist. 
Der erstere ist dabei immer größer als 90®, der letztere dagegen ab- 
solut genommen kleiner als 90®. Man erhält nämlich (bis auf ganze, 
bzw. halbe Grade abgerundet) als zusammengehörende Werte der 
beiden Winkel entweder: 
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Alle Haltungen des Armes, welche diesen Wertepaaren entsprechen, 
genügen der Bedingung, daß der Gesamtschwei-punkt des Armes mit 
dem Schultergelenkmittelpunkte in einer Vertikalen liegt. 

Aus den Werten der ersten Reihe ergibt sich nach (232) für 
das auf den Oberarm von Seiten der Schwere ausgeübte Drehungs- 
moment D,^ ein positiver Wert, aus den Werten der zweiten Reihe 
ein negativer Wert. Nach (235) muß daher der eingelenkige Muskel, 
welcher der Schwere das Gleichgewicht hält, im ersten Falle mit 
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negativem, dagegen im zweiten mit positivem Drehungsmoment D^^ 
auf den Oberarm einwirken. Es kann sich daher im ersten Falle 
nur um einen Beugemuskel; dagegen im zweiten nur um einen 
Streckmuskel des EUbogengelenks handeln. 

In Figur 31 ist eine Reihe von Haltungen der ersten Art in- 
einander gezeichnet. Man erkennt ohne weiteres, daß bei diesen 
Haltungen der Schwerpunkt vertikal unter dem Schultergelenkmittel- 
punkte liegt. In diese Haltungen wird also der Arm unter dem 
gleichzeitigen Einfluß von Schwere und Muskeln sukzessife über- 
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geführt werden, wenn man von der äußersten Streckstellung aus 
irgend einen eingelenkigen Beugemuskel des Ellbogengelenks sich so 
langsam kontrahieren läßt, daß es zu keinen merklichen Winkel- 
geschwindigkeiten in den Gelenken kommt. 

In Figur 32 findet sich weiterhin (von innen gesehen) eine Reihe 
von HaltuDgen der zweiten Art dargestellt; bei allen diesen liegt der 
Schwerpunkt vertikal über dem Mittelpunkte des Schultergelenks. 
Denkt man den Arm in die äußerste Beugestellung gebracht und so 
erhoben, daß dabei sein Schwerpunkt vertikal über dem Schultergelenk- 
mittelpunkte liegt, dann kann man bei langsamer Kontraktion eines 
eingelenkigen Streckmuskels des Ellbogengelenks, also der eingelenkigen 
Köpfe des M. triceps brachii, den Arm sukzessive in die Haltungen 
von Fig. 32 überführen. 

Es kommt also für das Gleichgewicht entweder ein eingelenkiger 
Beugemuskel oder ein eingelenkiger Streckmuskel in Frage, je nach- 
dem der Schwerpunkt des Armes vertikal unter oder vertikal über 
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dem Schultergelenkmittelpunkte liegt. Vereinigen sich mehrere allein 
über das Ellbogengelenk hinwegziehenden Muskeln, um der Schwere 
am Arm das Gleichgewicht zu halten, so können zwar gleichzeitig 
Beuge- und Streckmuskel in Kontraktion sein. In dem ersten Falle 
muß aber dann das resultierende Drehungsmoment der Beuger das 
der Strecker überwiegen, und zwar gerade um den sich aus (235) 
und (232) ergebenden Wert von D^^. Im letzten Falle muß es um- 
gekehrt sein. 

Die Stellungen des Armes, in denen allein ein zwischen Oberarm 
und Unterarm ausgespannter Muskel der Schwere das Gleichgewicht 
zu halten yermag, lassen sich nun noch in einer sehr anschaulichen 
Weise definieren, wodurch man in den Stand gesetzt wird, bequemer 
und auch genauer, als es unter Zuhilfenahme des Gesamtschwer- 
punktes des Armes möglich ist, dieselben am lebenden Menschen zu 
ermitteln. 

Denkt man nämlich den Schultergelenkmittelpunkt G^^ mit dem 
Schwerpunkte S^^^ des Armes verbunden und diese Verbindungslinie 
bis zum Schnittpunkte jB^q mit der ünterarmlängsachse verlängert 
(vgl. Fig. 33), so läßt sich nachweisen, daß man 
für jede beliebige Beugestellung des Ellbogen- 
gelenks auf diese Weise immer zu demselben 
Punkte iJ^Q gelangt. Derselbe stellt einen im Unter- 
arm festen Punkt dar, dessen Lage im engsten Zu- 
sammenhange zu der Lage der beiden Hauptpunkte 
H^ und II[q steht. Aus der Beziehung der letzteren 
zu dem Gesamtschwerpunkte geht nämlich hervor, 
daß in Fig. 33 das Dreieck B^^G^^^qG^^ für alle ^; rj 
Beugestellungen des Ellbogengelenks dem Dreieck 
ÄgiQflg'Gig ähnlich ist. Man hat daher für die 
Entfernung q^q des Punktes jB^q vom Mittelpunkte 
^8,10 ^®s Ellbogengelenks den konstanten Wert 

(239) Q^,=-fk- 

Bei den angegebenen Werten der beiden 
Hauptstrecken und der Länge des Oberarms besitzt 
diese Strecke die Länge von 12,82 cm (vgl. hier- 
zu auch die späteren Formeln (272)). Fig. 33. 

Da der Punkt R^Q stets mit S^^q und G^^ in 
gerader Linie liegt, so muß derselbe gleichzeitig mit dem Schwerpunkte 
des Armes vertikal unter oder vertikal über dem Mittelpunkte des Schulter- 
gelenks liegen. Derselbe kann daher an Stelle des Schwerpunktes ver- 
wendet werden, um die Haltungen des Armes zu charakterisieren, bei 
denen ein nur über das Ellbogengelenk hin wegziehender Muskel der 
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Schwere Gleichgewicht halten kann. Um den Arm in eine solche Stellung 
zu bringen, hat man diesen festen Punkt des Unterarmes nur mit 
dem Schultei^elenkmittelpunkte in eine Vertikale einzurichten. Wegen 
dieser Eigenschaft bezeichne ich den Punkt jB^q als den „Richt- 
punkt des Unterarms". Es ist zu beachten, daß derselbe not- 
wendigerweise zwischen dem Hauptpunkte H^^ und dem Schwerpunkte 
ÄjQ des Systems Unterarm + Hand liegt. 

Natürlich läßt sich der Richtpunkt des Unterarms auch dazu 
verwenden, in einfacher Weise am lebenden Menschen die Lage des 
Schwerpunktes des ganzen Armes zu bestimmen; denn der letztere 
teilt die Verbindungsstrecke zwischen dem Schultergelenkmittelpunkte 
und dem Richtpunkte in demselben Verhältnis wie der Hauptpunkt 
jffg' des Oberarms die Länge Zg desselben. Dieses Verhältnis besitzt 
im vorliegenden Falle fast genau den Wert 5 : 2. 

Es hat sich also herausgestellt, daß ein eingelenkiger Muskel 
des EUbogengelenks durchaus nicht in jeder beliebigen Haltung des 
Armes der Schwere das Gleichgewicht halten kann. Hat man nun 
die verschiedenen Haltungen des Armes, welche für ihn überhaupt 
in Betracht kommen, in der angegebenen Weise aufgesucht, so kann 
man dann leicht auch die weitere Frage beantworten, wie groß im 
Falle des Gleichgewichts seine Spannung sein muß. Bezeichnet man 
die Gesamtspannung desselben mit K und den Abstand seiner resul- 
tierenden Zugrichtung von der Ellbogenachse mit Je, so besitzt z. B. 
sein Drehungsmoment D^^^ für den Unterarm den Wert 



(240) 



B^^^^±Kk, 



wobei das positive oder negative Zeichen in Frage kommt, je nach- 
dem es sich um einen Beuger oder Strecker des EUbogengelenks 
handelt. Setzt man einen Beuger voraus, etwa den M. brachialis, so 
erhält man demnach aus (240), (235) und (232) bzw. (234) zur Be- 
stimmuDg der unbekannten Gesamtspannung des Muskels die Formel 
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Hierbei siud für die beiden Gelenkwinkel die in der ersten 
Tabelle auf Seite 245 niedergelegten Werte nacheinander einzusetzen. 
Die direkte Messung des Armes h des Kräftepaares, mit welchem der 
M. brachialis auf den Unterarm einwirkt, hat nun weiterhin folgende 
Werte in Zentimeter ergeben: 
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Man erhält daher mit Hilfe der Formel (241) die folgenden 
Werte für die Gesamtspannung des M. brachialis in Kilogramm: 
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Man erkennt hieraus, daß der Muskel in der Nähe der Streck- 
stellung des Armes yerhältnismäßig wenig gespannt zu sein braucht, 
um der Schwere das Gleichgewicht zu halten. Die Spannung wächst 
aber sehr rasch mit der Beugung im Ellbogengelenk und erreicht 
schon bei etwas über 40® Beugungswinkel ihr Maximum von abge- 
rundet 10 kg, auf dem sie bei der weiter gehenden Beugung des 
Armes, von kleinen Schwankungen abgesehen, stehen bleibt. 

Wül man die spezifische Spannung des Muskels, d. h. also die 
Spannung bestimmen, welche der Einheit des physiologischen Quer- 
schnittes zukommt, so braucht man nur die erhaltenen Werte von K 
durch die Anzahl der Quadratzentimeter des physiologischen Quer- 
schnittes zu dividieren. Der physiologische Querschnitt des M. bra- 
chialis beträgt abgerundet 12 qcm. Man erhält daher für die spezi- 
fische Spannung die Werte: 
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Die Maximalspannung des Muskels pro Quadratzentimeter des 
physiologischen Querschnittes, mit welcher er den unbelasteten Arm 
in seiner Lage erhalten kann, beträgt denmach rund 0,8 kg; nur bei 
Beugestellungen des Armes unter 40® Beugungswinkel ist dieselbe 
merklich geringer. 

Da für einen eingelenkigen Muskel des Ellbogengelenks die 
Drehungsmomente D^^ und D^^^ entgegengesetzt gleich sind, so folgt 
aus (240) auch 

(242) I>^,-TK1c, 

wobei jetzt das negative Vorzeichen zu den Beugern und das positive 
zu den Strecken gehört. Hieraus ergibt sich in Rücksicht auf die 
erste Gleichung in (235) und (229) allgemein die Proportion 

(243) K:(G, + G,,) = T < sin (p,:h 

Beachtet man nun, daß Cg' sin q)^ den Abstand des Hauptpunktes 
Hq des Oberarms von der durch den Mittelpunkt des Schultergelenks 
gehenden Vertikalen bedeutet (vgl. Fig. 30), und daß dieser für 
die zu einem Beugemuskel gehörenden Gleichgewichtsstellungen nega- 
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ÜY; dagegen für die zu den Streckmuskeln gehörenden Stellungen 
positiv ausfällt, so hat man nach (243) den 

Satz: Im Falle des Gleichgewichts zwischen einem ein- 
gelenkigen Muskel des Ellbogengelenks und der Schwere 
des Armes yerhält sich die Gesamtspannung des Muskels 
zu dem Gesamtgewicht des Armes wie der Abstand der durch 
den Mittelpunkt des Schultergelenks gehendenVertikalen vom 
Hauptpunkte des Oberarms zu dem Abstände der resultieren- 
-den Zugrichtung des Muskels vom Mittelpunkte des EU- 
Tjogengelenks. 

Befinden sich gleichzeitig mehrere allein zwischen Oberarm und 
dem starren System Unterarm + Hand ausgespannte Muskeln in Kon- 
traktion, so können dieselben, wie schon oben erwähnt worden ist, 
auch nur in den Stellungen der Schwere das Gleichgewicht halten, 
in denen der Schwerpunkt des Armes und damit der Richtpunkt des 
Unterarms mit dem Mittelpunkte dea Schultergelenks in einer Verti- 
kalen liegen. Numeriert man diese Muskeln in irgend einer Reihen- 
folge fortlaufend von 1 bis n und bezeichnet allgemein mit i^^, Ja; \ 
die spezifische Spannung, den physiologischen Querschnitt und den 
Arm der ELräftepaare des hten Muskels, so lautet die Bedingungs- 
gleichung für das Gleichgewicht nach (232) 

Diese Gleichung gestattet schon bei zwei gleichzeitig in Kon- 
traktion befindlichen Muskeln nicht mehr ohne weiteres in eindeu- 
tiger Weise die spezifischen Spannungen derselben zu berechnen, da 
sie eine Gleichung mit mehreren Unbekannten i^, i^ usw. darstellt. 
Eine derartige Aufgabe könnte jedoch dadurch zu einer bestimmten 
gemacht werden, daß man nach dem Vorgange von A. Fick^) ein be- 
stimmtes Prinzip über die Verteilung der Muskelspannungen, wie etwa 
das Prinzip der kleinsten Anstrengung zu Hilfe nimmt. 

Durch die eingehende Untersuchung des Gleichgewichtes zwischen 
Schwere und eingelenkigen Muskeln des Ellbogengelenks sind im 
Prinzip alle entsprechenden Fälle bei analog zusammengesetzten zwei- 
gliedrigen Systemen erledigt. Die aufgestellten Gleichgewichts- 
bedingungen haben ganz allgemeine Gültigkeit; die verschiedenen hier- 
her gehörenden Beispiele werden sich nur durch die Werte der 
Gewichte und der Hauptstrecken voneinander unterscheiden. Die 
allgemeinen Resultate über die Lage des Gesamtschwerpunktes, be- 
züglich Richtpunktes, zu dem Mittelpunkte des feststehenden Gelenks, 
über den Unterschied zwischen der Wirkungsweise von Beugemuskeln 
und Streckmuskeln, über die Bestimmung der Muskelspannung bei 

1) Ygl. A. Fick, Die medizinische Physik 3. Auflage, Braunschweig 1885, 
Seite 89 und 90. 
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gegebener Stellung des Gliedersystems, über die gleichzeitige Tätigkeit 
mehrerer eingelenkiger Muskeln, werden sich ohne weiteres auf jedes 
andere System von der vorausgesetzten Art übertragen lassen. Natür- 
lich haben andere Werte der beiden Hauptstrecken auch andere Glieder- 
stellungen zur Folge, bei denen allein eingelenkige Muskeln der Schwere 
Gleichgewicht halten können; die Berechnung der diese Stellungen be- 
stimmenden Werte der beiden Gelenkwinkel hat aber genau mit den- 
selben Formeln zu geschehen wie beim System des allein im EU- 
bogengelenk gegliederten Armes. Dies soll noch an einigen Beispielen 
gezeigt werden. 

ß) Gleichgewicht am Bein. 

Als weiteres Beispiel soll das im Kniegelenk gegliederte Bein 
bei fixiertem Becken betrachtet werden. Entsprechend den für den 
Arm gemachten Voraussetzungen muß dabei angenommen werden, daß 
der Unterschenkel 
zusammen mit dem 
Fuß durch innere , 
Kräfte zu einer ein- 
zigen starren Masse 
vereinigt ist, daß das 
Kniegelenk eine feste 
Achse besitzt, und 
daß im Hüftgelenk 
nur Drehungen aus- 
geführt werden um 
eine der Kiiieachse 
parallele Achse. Als 
Längsachse des Ober- 
schenkels ist dabei 
die Verbindungslinie 
des Hüftgelenkmittel- 
punktes »1^2 (Fig. 34) 
mit dem Kniegelenk- 
mittelpunkte (r2 4, 
und als Längsachse des starren Systems Unterschenkel + Fuß die Ver- 
bindungslinie dieses letzteren Punktes mit dem gemeinsamen Schwer- 
punkte A4 6 von Unterschenkel und Fuß aufzufassen. Die Längsachse 
des Oberschenkels enthält den Schwerpunkt des Oberschenkels S2 und 
infolge der Bedeutung des Hauptpunktes vom Oberschenkel für den 
FaU, daß das Bein vom Rumpf abgelöst gedacht ist, auch diesen 
Punkt JSg'j ^^^ d®^ Längsachse vom System Unterschenkel + Fuß 
befindet sich dagegen der entsprechende Hauptpunkt H^e dieses Sy- 
stems. Um eine vollständige Übereinstimmung mit den für den Arm 
eingeführten Bezeichnungen herbeizuführen, muß man zunächst mit 




Fig. 34. 
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92 den Winkel bezeichnen, welchen die Oberschenkellängsachse mit 
der Vertikalen durch den Hüftgelenkmittelpunkt G^^ bildet und muß 
diesem Winkel das positive Vorzeichen beilegen, wenn der Ober- 
schenkel gegen diese Vertikale nach Torwarts, und das negative, wenn 
er nach rückwärts gedreht erscheint. Da das Becken festgestellt sein 
soll, so kann man diesen Winkel auch als den Gelenkwinkel ^^^ des 
Hüftgelenks auffassen. Unter dem Beugungswinkel des Kniegelenks 
hat man weiterhin den Winkel ^34 zu verstehen, welchen die Längs- 
achse des starren Systems Unterschenkel -f- Fuß mit der Verlängerung 
der Oberschenkellängsachse bildet. Die erstete Längsachse fällt genau 
genommen nicht mit der Längsachse des Unterschenkels zusammen, da 
man sie vom Mittelpunkte des Kniegelenks nach dem Schwerpunkte des 
Systems Unterschenkel -f- Fuß zu ziehen hat; sie weicht aber nur 
wenig davon ab. Während beim rechten Arm der Beugungswinkel 
tlf^-^Q des Ellbogengelenks nur positive Werte besaß, ist leicht zu 
erkennen, daß der Beugungswinkel ^g^ des Kniegelenks bei der An- 
sicht des Beins von der rechten Seite aus (vgl. Fig. 34) nur negative 
Werte annehmen kann. 

Das Gewicht des Oberschenkels sei wieder mit G^, das des Unter- 
schenkels mit G^ und das des Fußes mit G^ bezeichnet, die entsprechen- 
den Massen mit m^y m^ und m^, die Länge des Oberschenkels mit l^y 
der Abstand des Schwerpunktes 82 des Oberschenkels vom Hüft- 
gelenkmittelpunkte mit r^ und der Abstand des Schwerpunktes des 
Systems Unterschenkel + Fuß vom Kniegelenkmittelpunkte mit r^^. 
Die Messung an einem jugendlichen Lidividuum hatte für diese Größen, 
soweit sie im vorliegenden Falle in Frage kommen, die folgenden 

Werte ei^eben n Aoai 7 qr o 

Gtj == 4,86 kg ^2 == 35,9 cm 

6^ + G^6 = 2,98 kg rg = 15,7 cm 

G^2 + G^4 +• Gß == 7,84 kg r^^^ = 24,8 cm. 

Für die Berechnung der beiden Hauptstrecken c/ und ci,6, welche 
dem vom Rumpf losgelösten Beine entsprechen würden, hat man jetzt 
die Formeln (vgl. hierzu (228)) 

(245) *^^2 + ^4 + ^e) <^2 = ^2^2 + (^4 + ^e) k 
(mg + m^ + mg) <^6 = (m^ + ^e) r^^e- 

Hierzu müßte man nun eigentlich wieder aus den Gewichten G 
durch Division mit 981,11 die Massenzahlen m ableiten. Man erkennt 
aber leicht, daß die Werte der beiden Hauptstrecken nur von den 
Verhältnissen der Massen abhängen, so daß man also zur Berechnung 
derselben in (245) auch die Gewichte selbst einsetzen kann. Die 
Rechnung ergibt die Werte 

(246) ''' = ^^'* '"^ 

cl,6= 9,4 cm. 
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Damit hat man nun alle Unterlagen gewonnen, um die Unter- 
suchung über das Gleichgewicht zwischen Schwere und eingelenkigen 
Muskeln des Kniegelenks in derselben Weise wie beim Arm durch- 
führen zu können. Es ergibt sich dabei insbesondere für die Ent- 
fernung Q^Q des Richtpunktes R^^^ des Systems Unterschenkel + Fuß 
vom Kniegelenkmittelpunkte G^^^^ 

(247) (.,,e = T?^. = 14,4cm. 

Trotzdem die Massenverhältnisse und die Lagen der Schwer- 
punkte für die beiden Abschnitte des Beins ganz andere sind wie 
für die Armabschnitte, so zeigt sich doch kein wesentlicher Unter- 
schied in der Entfernung des Richtpunktes vom Mittelpunkte des beide 
Abschnitte verbindenden Gelenks; denn diese Entfernung ist hier nur 
ca. lYg cm ^ößer wie beim Arm. Berücksichtigt man, daß die Länge 
des Oberschenkels annähernd in demselben Verhältnis größer er- 
scheint als die Länge des Oberarms, so erkennt man schon ohne alle 
Rechnung, daß die Stellungen des Beins, bei denen die nur zwischen 
dem Oberschenkel und dem starren System Unterschenkel + Fuß aus- 
gespannten Muskeln der Schwere Gleichgewicht halten können, sich 
nur wenig von den entsprechenden Stellungen des Armes unter- 
scheiden werden. Will man diese Stellungen genau bestimmen, so 
hat man nur aus der sich jetzt ergebenden Formel 

(248) sin (ti^ + ^2,4) - - ^^r sin t,^ = -~ 0,402 sin i^^^ 

die zusammengehörenden Werte von ^^^ und ^34 zu berechnen. Da 
diese Formel beinahe mit (238) identisch ist, so könnte man in erster 
Annäherung direkt die in den beiden Tabellen auf Seite 245 ange- 
gebenen Werte der beiden Gelenkwinkel auch für das Bein als gültig 
betrachten; nur hätte man infolge des Umstandes, daß ^g^ ausschließ- 
lich negative Werte annehmen kann, für beide Winkel die sämt- 
lichen Vorzeichen umzukehren. 

Bei aufrechter Stellung des ganzen Körpers und fixiertem Becken 
kann das Bein von den hier in Betracht kommenden Haltungen nur 
solche annehmen, in denen der Schwerpunkt vertikal unter dem 
Hüftgelenkmittelpunkte liegt. Es kann sich dann nur entweder um 
den M. gastrocnemius, den kurzen Kopf des M. biceps femoris oder 
den M. popliteus bei der Sicherung des Gleichgewichts durch einen 
eingelenkigen Kniegelenkmuskel handeln. Wenn dagegen der Mensch 
auf dem Rücken fest liegt, so kann er den Schwerpimkt seines Beins 
auch vertikal über den Hüftgelenkmittelpunkt bringen. Für das 
Gleichgewicht kämen dann die Mm. vastus lateralis, vastus intermedius 
und vastus medialis in Frage. Die Bestimmung der Spannung ist in 
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beiden Fällen auf genau die gleiche Weise yorzunehmen, wie es oben 
für den Arm auseinander gesetzt worden ist. 

y) Gleichgewicht bei verschwindender Masse des ersten 
Gliedes. Der Zehenstand. 

Als weiteres Beispiel soll der Fall eines zweigliedrigen Systems 
behandelt werden, welches in mehrfacher Hinsicht besonders einfach 
ist und daher auch eine Vereinfachung der Untersuchung gestattet. 
Es kann nämlich vorkommen, daß daß Gewicht des einen der beiden 
Abschnitte so klein im Vergleich zu dem Gewicht des anderen ist,. 
daß es in Anbetracht der bei derartigen Untersuchungen zu er- 
reichenden Genauigkeit ganz vernachlässigt werden kann. Ein der- 
artiger Fall ist also beispielsweise dadurch charakterisiert, daß die 
Masse des Gliedes, welches sich nur um die im Räume feste Achse 
drehen kann, gleich Null ist, und daher die Masse des anderen Gliedea 
zugleich die Masse des ganzen zweigliedrigen Gelenksystems darstellt. 
Infolgedessen fällt der Hauptpunkt des ersten Gliedes mit dem Mittel- 
punkte des beide Abschnitte verbindenden Gelenks, und der Hauptpunkt 
des zweiten Gliedes mit dem Schwerpunkte desselben und zugleich 
mit dem Schwerpunkte des ganzen Systems zusammen. In diesen 
letzteren Punkt fällt schließlich auch der Richtpunkt des zweiten 
Gliedes hinein. Man kann sich daher in diesem speziellen Falle die 
Rechnungen zur Bestimmung der beiden Hauptstrecken ersparen und 
braucht außer dem Gewicht G des ganzen Systems nur noch den 
Abstand l^ der beiden Gelenkmittelpunkte voneinander und den Ab- 
stand Tj des Schwerpunktes des zweiten Gliedes vom Mittelpunkte de» 
Zwischengelenks direkt zu messen. Mit jenem ist dann die Haupt- 
strecke q des ersten Gliedes, und mit diesem die Hauptstrecke c^ des 
zweiten Gliedes identisch. Bezeichnet man die beiden GelenkwinkeL 
jetzt kurz mit f^ und ip^, so besteht im Falle des Gleichgewichts 
zwischen Schwere und einem allein das Zwischengelenk überspannen- 
den Muskel dann die Relation 

(249) sin {ti + ^2) y- sin ^1 , 

während die Spannung K des Muskels sich nach der Formel 

(250) ^_^^r,Bin(V>,+^,) 

berechnet, unter k wiederum den Arm der beiden Kräftepaai'e ver- 
standen. 

Einen solchen Fall hätte man beispielsweise vor sich, wenn man 
in der Hand ein so schweres Gewicht halten würde, daß das Gewicht 
des Oberarms dagegen vernachlässigt werden könnte. Man müßte 
dabei nur dieses in der Hand gehaltene Gewicht mit dem Unterarm 
und der Hand zusammen als eine einzige starre Masse auffassen. 
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Einen solchen Fall hat man z. B. anch annähernd, wenn man 
die Bedingungen untersucht, unter denen die Wadenmuskulatur eine» 
Beines oder beider Beine dem Gewicht des ganzen Körpers das Gleich- 
gewicht hält, sobald man sich 
entweder auf einem Bein oder 
auch mit beiden Beinen auf 
die Zehen erhoben hat. Es 
möge der letztere Fall an- 
genommen werden. Die bei- 
den Füße sollen dabei parallel 
stehen und sich beim Ablösen 
der Fersen gemeinsam um eine 
feste durch das Köpfcheu des 
I. Metatarsus jeder Seite hin- 
durchgehende Achse drehen. 
Da die beiden Füße beim Er- 
heben auf die Zehen identische 
Bewegungen ausführen, so 
können sie zusammen als ein ein- 
ziger starrer Körper betrachtet 
werden; sie bilden das erste 
Glied des Gelenksystems. Es 
soll nun auch der ganze übrige 
Abschnitt des menschlichen 
Körpers als starrer Körper auf- 
gefaßt werden, der sich nur 
um die gemeinsame Achse der 
oberen Sprunggelenke beider 
Seiten gegen das erste Glied 
drehen kann; er bildet das 
zweite Glied des zweigliedrigen 
Gelenksystems, das sich als ein 
ebenes System darstellt, weil 

die gemeinsame Achse der oberen Sprunggelenke der Achse durch 
die Metatarsusköpfchen parallel läuft. Beide Achsen stehen auf der 
Medianebene des Körpers senkrecht; ihre Schnittpunkte mit derselben 
seien F und M (vgl. Fig. 35). 

Da die Masse des ersten Gliedes als verschwindend klein gegen- 
über der Masse des zweiten Gliedes aufgefaßt werden soll, was der 
Wirklichkeit zwar nicht genau, aber doch wenigstens in erster An- 
näherung entspricht, so fällt der Hauptpunkt H^ des ersten Gliedes 
mit dem Mittelpunkte F der gemeinsamen Achse des oberen Sprung- 
gelenks zusammen. Der Hauptpunkt H^, der Richtpunkt B^ und der 
Schwerpunkt S^ des zweiten Gliedes fallen dagegen unter dieser Vor- 




Fig. 35. 
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aussetzung alle mit dem Gesamtschwerpunkte Sq des ganzen Korpers 
zusammen, der natürlich hier in der Medianebene, d. h. also in der 
Bewegungsebene liegt. 

Es kann nun nach dem früheren nur dann Gleichgewicht statt- 
finden, wenn der Gesamtschwerpunkt Sq des Körpers mit dem Mittel- 
punkte M der festen Drehungsachse beider Füße in einer Vertikalen 
liegt, wobei es sich natürlich nur um den Fall handeln kann, daß 
Sq sich yertikal ilher M befindet. Daraus geht aber wiederum her- 
Tor, daß für das Gleichgewicht hier überhaupt nur eingelenkige Mus- 
keln in Frage kommen können, welche hinter der Achse der Fuß- 
gelenke vorüberziehen, wie es bei der Wadenmuskulatur der Fall ist. 
Der Zusatz „eingelenkig" wäre hier eigentlich gar nicht nötig, da es 
unter der gemachten Voraussetzung, daß der ganze Körper mit Aus- 
nahme der beiden Füße eine starre Masse bildet, überhaupt nur „ein- 
gelenkige" Muskeln gibt, sofern man von den kleinen über die Meta- 
tarsophalangealgelenke hinwegziehenden Muskeln absieht. Denn für 
mehrgelenkige Muskeln würde ja hierbei der eine Insertionspunkt 
außerhalb des Körpers zu suchen sein. 

Was nun die Berechnung der Muskelspannung anlangt, so ver- 
wendet man in dem vorliegenden Falle am besten den auf Seite 250 
angeführten Satz. Da der Hauptpunkt H^ mit dem Punkte F zu- 
sammenfällt, so nimmt dieser Satz die Form an: 

Satz: Die Gesamtspannung der Wadenmuskulatur beider 
Beine verhält sich zu dem Gesamtgewicht des menschlichen 
Körpers im Falle des Gleichgewichts beim Erheben auf die 
Zehen wie der Abstand h des Fußgelenkmittelpunktes von der 
durch das Köpfchen des I. Metatarsusknochens hindurch- 
gehenden Vertikalen zu der Entfernung ft desselben Punktes 
von der Richtung des resultierenden Muskelzuges. 

Da die beiden in Frage kommenden Abstände h und k sich mit 
großer Annäherung wie 3 : 1 verhalten, so hat man ohne alle Rechnung 
das Resultat, das die Gesammtspannung der Wadenmuskulatur beider 
Beine gleich dem dreifachen des Körpergewichts sein muß. Rechnet 
man das Körpergewicht zu 60 kg, so ergibt sich für die Gesamt- 
spannung der Wadenmuskulatur beider Beine 180 kg, also für die 
Spannung der Wadenmuskulatur eines Beines 90 kg. Rechnet man 
weiterhin als durchschnittlichen Wert des Querschnitts der Waden- 
muskulatur eines Beines 40 qcm, so ergibt sich für die Spannung 
eines Bündels Muskelfasern von der Querschnitt^einheit, d. h. also für 
die spezifische Spannung rund 2^ kg. Würde man nur auf einem 
Beine mit erhobener Ferse stehen bleiben wollen, so wäre dazu natür- 
lich eine spezifische Spannung der Wadenmuskulatur von 4^ kg er- 
erforderlich. 
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d) Gleichgewicht am belasteten Arm. 

Als letztes Beispiel soll endlich der Fall in Betracht gezogen 
werden, daß ein eingelenkiger Muskel der Schwere das Gleichgewicht 
halten soll, wenn unter den für den Arm getroffenen Voraussetzungen 
in der Hand ein Gewicht 6r' gehalten wird, gegen welches das Gewicht 
des Oberarms nicht vernachlässigt werden kann (vgl. Fig. 36). Ein in der 
Hand gehaltenes Gewicht, 

welches natürlich dem- 
starren System: Unterarm 
+ Hand hinzugefügt wer- 
den muß, ändert in erster 
Linie die Lage des Haupt- 
punktes H^Q, Fällt der 
Schwerpunkt S' des Ge- 
wichtes 6r', wie der Ein- 
fachheit halber angenom- 
men werden soll, in die 
Verlängerung der Längs- 
achse des Unterarms hin- 
ein und besitzt dabei vom 

Ellbogengelenkmittel- 
punkte den Abstand a, so wird der neue Hauptpunkt [S[q\ den 
Schwerpunkt eines Systems von zwei Massen darstellen, von denen 
die eine die Größe (m^ -|- m^o) besitzt und in H^q konzentriert ist, 
während die andere die im Punkte ä' vereinigte Masse m' des neuen 
Gewichts darstellt. Man hat infolgedessen für die neue Hauptstrecke 
[Cj^j], d. h. für die Entfernung des neuen Hauptpunktes [H[q] vom 
Ellbogengelenkmittelpunkte die Beziehung 

(251) (mg + ^10 + m') • [4] = (ni^ + %o) <o + ^'^• 

Außerdem verändert sich infolge der neuen Masse m' auch der 
Hauptpunkt H^ des Oberarms, da ja im Ellbogengelenkmittelpunkte 
für das reduzierte Oberarmsystem noch die Masse m' hinzutritt. Der 
Hauptpunkt rückt daher in einen Punkt [-Hg]? welcher näher am 
Ellbogengelenk liegt; die Entfernung [Cg'J desselben vom Schulter- 
gelenkmittelpunkte berechnet sich nach der Formel 




Fig. 36. 



(252) 



(mg + *^io + w') [Cg'J = (mg -I- mio)^«' + m7g. 



Endlich wird die Verschiebung der Hauptpunkte auch eine Ver- 
legung des Richtpunktes R^q des Unterarms zur Folge haben; der- 
selbe wird in einen Punkt [R^q] rücken, für dessen Abstand [pjj von 



^8,10 gil* 
(253) 



[Qio]- i^l^'k' 



Bezeichnet man das Verhältnis der in der Hand gehaltenen Masse m' 



Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 
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zu der des ganzen unbelasteten Armes (mg + Wiq) kurz durch fi' so 
kann man für den Abstand des neuen Richtpunktes vom Mittelpunkte 
des Ellbogengelenkes nach (253), (251) und (252) auch schreiben 

(254) t^"^ = wF,'«- 

Bei den Dimensionen des in Betracht gezogenen Präparates hatte 
sich für a die Länge von 34,6 cm herausgestellt. Demnach nimmt 
die Formel (254) in diesem Falle die bestimmte Form an 

(255) [M = ^a'$^^Sj30,3cm. 

Hat man beispielsweise ein Gewicht in der Hand, welches gleich 
dem Gewicht des ganzen Armes ist, so nimmt fc' den Wert 1 an, 
und es ergibt sich für den Richtpunktabstand die Größe 25,5 cm. 
Da beim unbelasteten Arm die Entfernung des Richtpunktes von der 
Ellbogenachse nur 12,8 cm betrug, so ist der Richtpunkt durch Hinzu- 
fügen eines Gewichtes von der Größe des Armgewichts fast genau 
in die doppelte Entfernung gerückt. Hierdurch werden nun vor 
allen Dingen die Haltungen des Arms vollständig anders ausfallen, 
bei denen allein ein eingelenkiger Muskel der Schwere das Gleich- 
gewicht halten kann. 

Es ist leicht einzusehen, daß bei stetiger Vergrößerung des in 
der Hand gehaltenen Gewichts der Richtpunkt sich immer mehr vom 
Ellbogengelenk entfernen wird, bis er schließlich bei einem Gewicht, 
gegen welches das Gewicht des Arms vernachlässigt werden kann, 
mit dem Schwerpunkte S' des neuen Gewichts zusammenfällt. Dann 
hat man aber den schon unter y) erwähnten speziellen Fall vor sich. 

Nachdem die neue Lage des Richtpunktes und die neuen Größen 
der beiden Hauptstrecken festgestellt sind, erledigen sich die übrigen 
Fragen: über die für die eingelenkigen Muskeln charakteristischen 
Armhaltungen, über die Bestimmung der Muskelspannung usw. in 
derselben Weise wie beim unbelasteten Arm. Man hat nur in Rück- 
sicht zu ziehen, daß an Stelle des Gesamtgewichts (6rg -{- G^q) de& 
Arms in den Formeln das Gewicht (6rg + G^q + 6r') zu treten hat. 

c) Gleichgewicht zwischen Schwere und zweigclenkigen MasJcdn. 

a) Allgemeine Methoden der Untersuchung. 

Die für den unbelasteten Arm abgeleiteten Gleichgewichts- 
bedingungen (235) und (236) gelten ganz allgemein für jeden beliebigen 
Muskel, welcher mit Drehungsmomenten auf die beiden Abschnitte 
des Arms einwirkt. Handelt es sich um einen sowohl über das 
Schultergelenk als auch über das Ellbogengelenk hinwegziehenden 
Muskel, so sind dann aber die beiden Drehungsmomente D^^ und 
D^^^ nicht mehr entgegengesetzt gleich; dagegen gilt auch jetzt noch 
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die Beziehung 

(256) D™..„ = D^ + ö„„. 

Berücksichtigt man die Werte der von der Schwere ausgeübten 
Drehungsmomente in der Form (229) und (230), so folgt aus (235) 
und (236) die ganz allgemein gültige Beziehung 

(257) D^^ : D^^^ : D^^^^ = c«' sin tp^ : c[q sin ^^o • K' sin tp^ + c[^ sin 9J 

Denkt man durch den Mittelpunkt G^ g des Schultergelenks, 
durch den Hauptpunkt flg' des Oberarms und den Gesamtschwerpunkt 
^8,10 J^ ®^°® Vertikale gelegt, 
wie es in Figur 37 angedeutet 
ist, so erkennt man leicht, daß 
Cg'sin 9g den Abstand zwischen 
der ersten und zweiten, c^q sing^j^ 
den Abstand zwischen der zweiten 
und dritten und (Cg'singjg + 
CjQsing?io) den Abstand zwischen 
der ersten und dritten dieser drei 
Vertikalen darstellt. Verlängert 
man weiterhin die zwischen Sg^^ 
undSg' liegende Hauptstrecke c^q 
bis zum Schnittpunkte P mit der 
Vertikalen des Schultergelenk- 
mittelpunktes, so erhält man 
drei Strecken fig'P, S^^^qH^' und 
Sg jqP, welche in demselben Fig. 37. 

Verhältnis zueinander stehen wie 

diese drei Abstände zwischen den Vertikalen. Verlängert man endlich 
auch die Längsachse des Unterarms, welche Sg^^P parallel läuft, bis zum 
Schnittpunkte Q^q mit der Vertikalen durch den Schultergelenkmittel- 
punkt und berücksichtigt, daß Sg j^ mit P^q, J3g' mit 6rg ^^ und P mit 
Q^Q auf je einem Strahl durch den Schultergelenkmittelpunkt G^ g liegen 
(vgl. Fig. 37), so erhält man auf der Längsachse des Unterarms drei 
Strecken GgiQ(2io, PioG^8,io ^^^ ^lofto? welche ebenfalls in dem Ver- 
hältnis der Abstände zwischen den drei Vertikalen stehen. Es gilt daher 
auch 

(258) D^ : D„^^ : D„^ ^^ = G,;,,Q,, : JBioÖs.io = KoQio- 

Bezeichnet man den Punkt Q^q auf der Unterarmlängsachse bzw. 
deren Verlängerung, welcher in irgendeiner Stellung des Arms jeweils 
vertikal unter oder auch vertikal über dem Mittelpunkt des Schulter- 
gelenks liegt, als den „Gleichgewichtspunkt des Unterarms", so 
hat man demnach folgenden unter den gemachten Voraussetzungen über 
die Beweglichkeit in den beiden Gelenken ganz allgemein gültigen 

17* 
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Satz: Ein jeder Muskel kann nur in denjenigen Stellungen 
des Arms der Schwere Gleichgewicht halten, bei denen auf 
der Längsachse des Unterarms der Abstand des Gleich- 
gewichtspunktes vom Mittelpunkte des Ellbogengelenks, der 
Abstand des Ellbogengelenkmittelpunktes vom Richtpunkte 
und der Abstand des Gleichgewichtpunktes vom Richtpunkte 
im Verhältnis der drei Drehungsmomente D« , D^ und B^ 
stehen, mit denen er auf den Oberarm, den Unterarm und 
den ganzen Arm einwirkt. 

Das früher aufgestellte Kriterium für die zu einem eingelenkigen 
Muskel des Ellbogengelenks gehörenden Gleichgewichtsstellungen des 
Armes ist nur ein spezieller Fall dieses Satzes. Denn bei einem der- 
artigen Muskel sind die beiden Drehungsmomente D^^ und D^^^ ent- 
gegengesetzt gleich, und das Drehungsmoment 2),^^ ^^ besitzt den Wert 
Null. Infolgedessen muß in diesem speziellen Falle der Gleich- 
gewichtspunkt mit dem Richtpunkte des Unterarms zusammenfallen. 

Einen andern speziellen Fall würde ein Muskel darstellen, welcher 
nur über das Schultergelenk hinwegzieht. Für einen solchen Muskel 
ist das Drehungsmoment D^^^^ gleich Null. Man kann dann auch 
sagen, die Drehungsmomente D^^ und D^ ^ sind im Vergleich zu 
D,^^^ unendlich groß. Es müssen daher in den zugehörigen Gleich- 
gewichtsstellungen auch die Abstände des Gleichgewichtspunktes von 
dem Ellbogengelenkmittelpunkte und dem Richtpunkte unendlich groß 
gegenüber dem Abstände des Ellbogengelenkmittelpunktes vom Richt- 
punkte sein. Diese Bedingung ist nur erfüllt, wenn der Gleichgewichts- 
punkt mit dem unendlich fernen Punkte auf der Unterarmlängsachse 
zusammenfällt, oder mit anderen Worten, wenn die Längsachse des 
Unterarms vertikal steht. Ein eingelenkiger Muskel des Schulter- 
gelenks kann daher nur in solchen Stellungen des Armes der Schwere 
das Gleichgewicht halten, bei denen die Längsachse des Unterarms 
entweder vertikal nach oben oder vertikal nach unten gerichtet ist. 
Das erstere ist erforderlich für einen auf der Vorderseite (Beugeseite), 
das letztere für einen auf der Hinterseite (Streckseite) über das 
Schultergelenk hinwegziehenden Muskel. Natürlich hat diese Be- 
dingung nur so lange Geltung, als nicht das EUbogengelenk in der 
äußersten Streckstellung oder in der extremen Beugestellimg fest- 
gestellt ist. Wäre das eine oder andere der Fall, so würde man es 
überhaupt nicht mehr mit einem zweigliedrigen Gelenksystem, sondern 
nur noch mit einem einzigen um die feste Schulterachse drehbaren 
Körperteil zu tun haben, und der Muskel würde sich daher ganz 
anderen mechanischen Verhältnissen gegenübergestellt finden. 

Während für einen eingelenkigen Muskel des Ellbogengelenks 
die Gleichgewichtshaltungen des Armes durch eine feste Lage des 
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Gleichgewichtspunktes auf der Unterannlängsachse charakterisiert sind, 
wechselt für einen mehrgelenkigen Muskel bei den verschiedenen 
Gleichgewichtshaltungen im allgemeinen der Ort des Gleichgewichts- 
punktes anf der Unterarmlängsachse. Es läßt sich daher in dem 
letzteren Falle nicht mehr ein so einfaches Kriterium angeben, nach 
welchem man die Haltungen des Arms bestimmen kann, in denen der 
mehrgelenkige Muskel allein der Schwere Gleichgewicht zu halten 
imstande ist. Es gehört überhaupt diese Aufgabe dann mit zu den 
verwickeisten Problemen der Muskelstatik. Andererseits stellt sie 
aber auch eins der wichtigsten Probleme derselben dar, denn es 
hätte natürlich gar keinen Sinn die Spannung zu bestimmen, mit der 
ein solcher Muskel bei einer bestimmten Haltung des Arms sich kon- 
trahieren muß, um allein der Schwere das Gleichgewicht zu halten, 
wenn man noch nicht einmal weiß, ob der Muskel auch wirklich im- 
stande ist, bei dieser Haltung das Gleichgewicht herzustellen. 

Man kann nun zur Bestimmung der Gleichgewichtshaltungen im 
allgemeinen Falle auf folgende Weise gelangen. 

Der Ort des Gleichgewichtspunktes Q^q auf der Unterarmlängs- 
achse hängt von den Werten der beiden Winkel (jPg und g?iQ ab. An 
Stelle dieser Winkel kann man nach (231) auch die beiden Gelenk- 
winkel ^18 und ^8,10 d^s Schulter- und Ellbogengelenkes einführen, 
indem man beachtet, daß ^^ g mit ^^g identisch ist. Es ist daher 
auch der Wert eines jeden aus zwei der drei Strecken 6^8,10^10 > 
jR^oGgio uiid -^10^10 gebildeten Verhältnisses eine Funktion der bei- 
den Gelenkwinkel ^j 8 iind ^sio- Diese Funktion läßt sich aber nach 
den obigen Auseinandersetzungen an der Hand von Figur 37 leicht 
angeben. Nimmt man z. B. das Verhältnis der Abstände des Gleich- 
gewichtspunktes und des Ellbogengelenkmittelpunktes vom Richtpunkte, 
so hat man 

B,^Q ,o _ < Bin V^i, 8 + g(o Bi^ (^1,8 + '^s, 10) 

Es empfiehlt sich für die weitere Untersuchung, eine Tabelle 
aufzustellen, in der die Werte dieses Verhältnisses für alle um je 
5^ voneinander verschiedenen Werte der Winkel ^^ g und ^g ^q ein- 
getragen sind.-^) 

Jedes Verhältnis von zwei der drei Drehungsmomente 7)^^, ü^^ 

und Z)„ ist nach dem früheren ebenfalls eine Funktion der beiden 
»»8,10 

Gelenkwinkel ti s "^^ ^sio- Diese Abhängigkeit läßt sich aber im 
allgemeinen nicht durch eine Formel darstellen, sondern muß durch 

1) Eine solche Tabelle findet sich für den nur im Ellbogengelenk geglie- 
derten Arm auf den Seiten 350 und 351 meiner Arbeit über „Beiträge zur Mus- 
kelstatik I" mitgeteilt. 
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direkte Messungen der Drehungsmomente an geeigneten Präparaten 
in der unter 16 b) beschriebenen Weise festgestellt werden. Würde 
es sich z. B. um das im Kniegelenk gegliederte Bein handeln, so 
könnte man für den früher eingehender untersuchten M. semimem- 
branosus die Tabellen auf Seite 236 zur Bestimmung der Abhängigkeit 
der Verhältnisse der Drehungsmomente von den öelenkwinkeln des 
Hüftgelenks und Kniegelenks verwenden. Man hätte zu diesem 
Zwecke nur zu beachten, daß das Drehungsmoment D^ ^, mit welchem 
dieser Muskel in irgendeiner Stellung auf das ganze Bein einwirkt, 
nach (226) dem auf das Becken ausgeübten Drehungsmoment D^^ 
entgegengesetzt gleich ist. 

Man denke sich nun für den zu untersuchenden zweigelenkigen 
Muskel des Armes insbesondere die Werte des Verhältnisses der bei- 
den Drehungsmomente D^^ und D^^ für alle Stellungen des Armes 
abgeleitet, welche um je 5® voneinander verschiedenen Werten der Winkel 
^1 8 und ^8 10 entsprechen, und dieselben in einer Tabelle angeordnet. 

Durch Vergleich dieser Tabelle mit der im Anschluß an (259) 
hergestellten Tabelle kann man dann zu denjenigen Stellungen des 
Armes gelangen, in denen der betreflfende Muskel allein imstande 
ist, der Schwere das Gleichgewicht zu halten. Vorausgesetzt, daß 
beide Tabellen in gleicher Weise angeordnet sind, hat man zu diesem 
Zwecke nur diejenigen einander entsprechenden Stellen der beiden 
Tabellen aufzusuchen, an denen sich entweder genau gleiche oder 
doch wenigstens mit genügender Annäherung übereinstimmende Werte 

der beiden Verhältnisse J^ioöio • ^io^i,8 ^^^ ^»»aio'^mio verzeichnet 
finden. Zu jeder derartigen Stelle in beiden Tabellen gehört je ein 
bestimmter Wert der beiden Gelenkwinkel, welche zusammen eine 
Gleichgewichtshaltung des Armes angeben. 

Ganz abgesehen davon, daß die Herstellung der beiden Tabellen 
einen großen Aufwand von Arbeit und Zeit erfordert, ist das Auf- 
suchen der entsprechenden Stellen mit gleichem Zahlenwert im all- 
gemeinen Falle eines zweigelenkigen Muskels sehr mühsam. Für 
einen eingelenkigen Muskel kommt man auf diesem Wege verhältnis- 
mäßig schneller zum Ziele, weil das Verhältnis der beiden Drehungs- 
momente D^ : D^ einen konstanten Wert besitzt. Dieser Wert 

W»8, 10 W»io 

ist für einen nur über das Ellbogengelenk hinwegziehenden Muskel, 
wie man leicht bestätigt, gleich Null, für einen nur über das Schulter- 
gelenk hinwegziehenden Muskel dagegen unendlich groß. Man hat 
daher in der ersten der beiden Tabellen in dem einen Falle nur alle 
die Stellen aufzusuchen, in welchen die Zahl Null oder eine ihr sehr 
nahe kommende Zahl steht, im anderen Falle dagegen die Stellen mit 
unendlich großem Zahlen wert. Man gelangt auf diesem Wege für 
die eingelenkigen Beuger oder Strecker des Ellbogengelenks in der 
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Tat zu den schon früher in den Tabellen auf Seite 245 angegebenen 
zusammengehörenden Werten der beiden Gelenkwinkel ^^ g und tsia- 
Allerdings ist die Genauigkeit dieser Bestimmung nur dann einiger- 
maßen ausreichend und der früher erzielten Genauigkeit entsprechend^ 
wenn in der Tabelle die Werte eines jeden der beiden Gelenkmuskel 
höchstens um je 5® voneinander abweichen, so wie es in der Tabelle 
auf den Seiten 350 und 351 der erwähnten Arbeit der Fall ist. Es 
lassen sich dann durch Interpolation die Gelenkwinkel bis auf etwa ^^ 
genau aus der Tabelle ableiten. Die gleiche Genauigkeit erreicht man 
im allgemeinen auch, wenn man auf dem oben angegebenen Wege 
des Vergleichens der beiden Tabellen die Gleichgewichtshaltungen für 
einen mehrgelenkigen Muskel bestimmt. 

Die Untersuchung läßt sich auch auf rein konstruktivem Wege 
durchführen und gewinnt dadurch viel an Anschaulichkeit. Man 
braucht sich nämlich nur in ähnlicher Weise, wie das früher zur Dar- 
stellung der Drehungsmomente geschehen ist [vgl. 16 b a und ß)\ zwei 
Flächen zu konstruieren, von denen die eine die Abhängigkeit des 

Verhältnisses -Bioöio • ^io^8,io ^^^ ^^^ Gelenkwinkeln ^^g und ^g.io? 
und die andern die Abhängigkeit des Verhältnisses D^ ^ : D^^^ von 

denselben beiden Winkeln darstellt. Eine jede der beiden Flächen 
würde in derselben Weise zu konstruieren sein, wie die früher ein- 
geführten Momentflächen (vgl. Seite 223, sowie auch die Seiten 237 
bis 239), von denen Tafel IV ein Beispiel liefert. 

In einer horizontalen Ebene denke man ein rechtwinkliges Koor- 
dinatensystem festgelegt, dessen Abszissen den Werten des Schulter- 
gelenkwinkels ^18 und dessen Ordinaten den Werten des Ellbogen- 
gelenkwinkels ^8 IQ zugeordnet sind. Auf diese Weise entspricht jeder 
Haltung des Armes ein ganz bestimmter Punkt in diesem Koordi- 
natensystem. Nun denke man sich weiter in jedem Punkte, welcher 
zu einer bestimmten Stellung des Armes gehört, je nach dem Vor- 
zeichen des Verhältnisses vertikal nach oben oder unten eine Strecke 
abgetragen, welche durch ihre Länge den dieser Armhaltung ent- 
sprechenden Wert des Verhältnisses i^iofto • -^lo^^s,!© angibt. Dann 
liegen die Endpunkte aller dieser Strecken auf einer Fläche, die 
durch ihre Gestalt und ihre Lage zum horizontalen Koordinatensystem 
in anschaulicher Weise die Abhängigkeit dieses Verhältnisses von der 
Haltung des Armes erkennen läßt. 

Von demselben horizontalen Koordinatensystem aus denke mau 
weiterhin in, jedem einer Armhaltung entsprechenden Punkte eine 
zweite Strecke vertikal nach oben oder unten abgetragen, welche 
durch ihre Länge den entsprechenden Wert des Verhältnisses D^^ ^^ : D,,^^^ 
veranschaulicht. Auf diese Weise erhält man durch die Endpunkte 
aller dieser Strecken eine zweite Fläche, welche die Abhängigkeit 
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des Verhältnisses dieser beiden Drehungsmomente von der Haltung 
des Armes erkennen läßt. 

Die beiden Flächen werden sich nun im allgemeinen in einer 
Kurve durchdringen. Alle Punkte dieser Kurve gehören zu Arm- 
haltungen, für welche die beiden durch die Flächen dargestellten 
Verhältnisse denselben Wert besitzen; sie geben also die Haltungen 
des Armes an, in denen der betrefifende Muskel allein der Schwere das 
Gleichgewicht halten kann. Man bekommt die diesen Haltungen ent- 
sprechenden Werte der beiden Gelenkwinkel am einfachsten dadurch, 
daß man die Durchdringungskurve auf das horizontale ebene Koor- 
dinatensystem projiziert denkt, und die Koordinaten aller Punkte 
dieser Projektion bestimmt. 

An Stelle des Verhältnisses der Abstände des Gleich gewichts- 
punktes und Ellbogengelenkmittelpunktes vom Richtpunkte könnte man 
zur Ableitung der Gleichgewichtshaltungen des Armes auch ein anderes 
der zwischen den drei Strecken auf der Unterarm längsachse (vgl. 
Fig. 37) möglichen Verhältnisse verwenden; natürlich käme dann nach 
(258) auch ein anderes Verhältnis zweier Drehungsmomente des 
Muskels in Frage. Die oben herausgegriffenen Verhältnisse verdienen 
aber deshalb den Vorzug, weü man nach den früheren Ausführungen 
die beiden Drehungsmomente D^ ^^ und D^^^ leichter direkt an einem 
Präparat messen kann, während das Drehungsmoment D^^ besser sich 
auf dem Wege der Rechnung aus den beiden anderen ableiten läßt. 

Behält man die beiden bevorzugten Strecken bzw. Drehungs- 
momente für die Bestimmung der Gleichgewichtshaltungen bei, so ist 
man nun nicht gerade an die Verhältnisse ^^q Q^^ : R^^ Gg ^q und 
^r«8 o • -^m^o gebunden. Man könnte ebensogut auch die reziproken 

Verhältnisse ^lo ^8,io • -^lo ^lo ^^^ ^»»lo * -^»»sio ^®^ Untersuchung zu- 
grunde legen. Die Anwendung der letzteren empfiehlt sich sogar in 
allen den Fällen, in welchen die ersteren Verhältnisse Werte besitzen, 
die größer als 1 sind. Man erreicht hierdurch, daß die Flächen, 
deren Durchdringungskurve die Gleichgewichtshaltungen des Armes 
liefert, nicht ins Unbegrenzte wachsen, sondern in einem Räume ver- 
laufen, welcher durch zwei oberhalb und unterhalb der horizontalen 
Koordinatenebene im Abstände 1 verlaufenden Ebenen begrenzt wird. 
Wenn die Gleichgewichtsstellungen für einen Muskel abgeleitet 
sind, so läßt sich dann für jede dieser durch bestimmte Werte von 
t;^i8 und ipg^Q charakterisierten Stellungen des Armes mit Hilfe der 
allgemein gültigen Formeln (235), (236) und (232) bzw. (234) die 
Gesamtspannung des Muskels im Falle des Gleichgewichts berechnen; 
denn die hierzu nötigen Arme k der Kräftepaare mußten ja schon 
für die Feststellung der Gleichgewichtsstellungen gemessen werden, 
so daß sie nunmehr als gegeben betrachtet werden können. 
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ß) Spezielles Beispiel. 

Die unter a) ausführlich auseinandergesetzte Methode der Be- 
stimmung der Gleichgewichtsstellungen des Armes und der zum 
Gleichgewicht in einer solchen SteUurfe erforderlichen Muskelspan- 
nung soll schließlich noch auf einen\bestimmten zweigelenkigen 
Muskel des Armes angewendet werden, nämlich auf den langen 
Kopf des M. biceps brachii. Es wird gerade dieses Beispiel ge- 
wählt, weil an demselben zu erkennen ist, daß unter bestimmten 
Verhältnissen sich unter Umständen die Durchführung der Unter- 
suchung etwas vereinfachen läßt. 

Bei dem langen Kopf des M. biceps brachii legt sich bekannt- 
lich die lange Ursprungssehne zunächst über den Kopf des Humerus 
hinweg, und dann spannt sich der Muskel zwischen dem sulcus inter- 
tubeycularis des Humerus und seinem Ansatz an der tuberositas radii 
wie ein eingelenkiger Muskel aus (wobei entsprechend der Voraus- 
setzung über die Beweglichkeit des Armes das Radioulnargelenk als 
festgestellt zu betrachten ist). Der Muskel wird hierdurch gewisser- 
maßen in zwei eingelenkige Teile zerlegt, von denen der erste nur 
über das Schultergelenk und der zweite nur über das Ellbogengelenk 
hin wegzieht. Beide Teile besitzen dabei stets die gleiche Spannung^ 
trotzdem der erste Teil überhaupt keine Muskelfasern enthält. Man 
bestätigt nun nach den früheren Auseinandersetzungen über die Be- 
stimmung der Drehungsmomente leicht, daß für das Drehungsmoment 
^^8,10 nur der erste Teil, für das Drehungsmoment D^^^ dagegen nur 
der zweite Teil des Muskels in Frage kommt. 

Der Arm des auf die ganze obere Extremität ausgeübten Kräffce- 
paares, dessen Moment durch D„,^ ^^ angegeben wird, ist infolge des 
eigentümlichen Verlaufes des Muskels konstant, und zwar gleich dem 
Radius g des Humeruskopfes. 

Der Arm k des auf den Unterarm ausgeübten Kräftepaares, dessen 
Moment D„,^^ ist, ändert dagegen im allgemeinen seine Größe mit 
der Haltung des ganzen Armes. Er hängt dabei aber nicht von 
beiden Gelenk wink ein, sondern nur von dem Winkel ^g^^ des Ell- 
bogengelenks ab, da er mit dem Abstände des resultierenden Muskel- 
zugs des zweiten Teils des Muskels von der Achse des Ellbogen- 
gelenks übereinstimmt. 

Bezeichnet man die Gesamtspannung des Muskels wieder mit K^ 
so ist also in diesem speziellen Falle 

und infolgedessen 

(261) 'i"""°=T b^^- F^"°- = |- 

"'10 ^^'8,10 ^ 
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Für den Arm Tc hat nun die Messung folgende Werte ergeben: 



A* in cm 



! 1 1 



1,16 1,24 1,37 1,62 1,68.1,90 2,14 



85® I 40®, 45® I 50® 



56® 60® 66® 



rc 



2,40;2,69 2,97 3,24!3,54i3,74;3,93 



^8.10 II 



,70® 

- -4 

A- in cm 1,4,08 



75® 80® 85® 190® 



95® i 100® 105® 

I J 



110®! 116®, 120® 



125®, 130® 



\ 4,23;4,35|4,44|4,54|4,68| 4,55 1 4,45 1 4,27 1 4,08 1 3,92 1 8,76 1 3,58 
Für den langen Kopf des M. biceps brachii hat sich weiter- 
hin durch Messung an yerschiedenen Präparaten das bemerkenswerte 
Resultat ergeben, daß die Entfernung seines Ansatzes am Radius von 
der Ellbogenachse mit großer Annäherung gleich dem Durchmesser 
des Humeruskopfes ist. Diese Entfernung ist zugleich der Maximal- 
wert, den fc überhaupt annehmen kann, sie betinig daher für das der 
Messung zugrunde gelegten Präparat nach der obigen Tabelle 4,58 cm. 
Folglich ist für dasselbe Präparat der Radius q des Humeruskopfes 
gleich 2,29 cm anzunehmen, wobei natürlich diese Angabe nicht bis 
auf zwei Dezimalstellen genau sein kann, sondern nur bis auf zwei Dezi- 
malstellen gemacht ist, um die gefundene Gleichheit von Ansatz- 
strecke des Muskels und Durchmesser des Humeruskopfes zu wahren. 

Berechnet man auf Grund dieser Werte von fc und q nach 
B D 

(261) die Verhältnisse -~^ oder ^-" , je nachdem D^^ ^^ < D^^^ oder 

rf'io "»8,10 '*^° 

Dm^o ^ -^fn.o ^®*? ^^ erhält man für den langen Kopf des M. biceps 
brachii folgende Tabelle, in welcher die Verhältniszahlen eingeklam- 

mert sind, wenn es sich um das Verhältnis -jy^ handelt: 



EUbogengelenkwinkel 



Verhältnis 






^'-^° bzw. 






00 



5« 



[+0,50] [+0,54] 



IQO 



16« 



20« 



25« 



80« 



i I 

[+ 0,60J,[+ 0,66]'[+ 0,74] [+ 0,83]T+ 0,93] 



EUbogengelenkwinkel jj 



Verhältnis 

D TD 1' 

'"^»Lo bzw. _^'''-- I 




40« ! 45« I 50« 



66« : 60« I 65« I 70« . 75« 80« 



I ' I I 1 

' , I 

+ 0,77'+ 0,71 + 0,65,.+ 0,61 + 0,68!+ 0,56+ 0,54 + 0,53 



EUbogengelenkwinkel 



85« 90« 95« I 100« I 106« 



110« 115« i 120« 125« 130« 



Verhältnis 
^^^ bzw. I ^"'" 



+ 0,52 + 0,50 + 0,50 + 0,50 + 0,511+ 0,54 + 0,56|+ 0,58 + 0,61 + 0,64 
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(262) 






Im Falle des Gleichgewichts gelten nun nach (258) und (259) 
zwischen den Gelenk winkeln ^^g, ^g^Q und den Verhältnissen der 
beiden Drehungsmomente D^^^^, Dm^^ die Beziehungen 

_ V«^^l,g + ^/o ^^1,8 + ^8.10) 

^o'^'^Ks + Vo) 

Da für den langen Kopf des M. biceps brachii die Verhältnisse 
der beiden Drehungsmomeßte Dm^^^^ und Dm^^, wie die letzte Tabelle 
zeigt, schon gegeben sind, sobald man nur dem Winkel ^g^^ einen 
bestimmten Wert beilegt, so yereinfacht sich für diesen Muskel die 
Ableitung der Gleichgewichtshaltungen ganz wesentlich. Man braucht 
nur, je nachdem das eiste oder zweite Verhältnis der beiden Drehungs- 
momente in Frage kommt, in die erste oder zweite der Formeln (262) 
die aus der obigen Tabelle sich ergebenden zusammengehörenden 
Werte dieses Verhältnisses imd des Gelenkwinkels i^g^Q einzusetzen. 
Da auch die Werte der beiden Hauptstrecken Cg' und c/^ nach (233) 
bekannt sind, so bleibt dann als einzige Unbekannte in der Gleichung 
der Gelenk Winkel ^^g des Schultergelenks übrig, so daß man den- 
selben berechnen kann. 

Führt man die Rechnung für alle in der obigen Tabelle nieder- 
gelegten Wertepaare durch, so erhält man folgende zusammen- 
gehörende Werte der beiden Gelenk winkel, welche bis auf halbe 
Grade abgerundet sind: 



Beugungswinkel des 
Ellbogengelenks >/' 

8,10 


0«, 5<> 


10« 16^ 


20« 25» 80» , 36» ' 40« 

i 1 


45» 


Schultergelenk- 
winkel ip. ^ 

1,0 1 


QO 


-f2<' 


1 


+3V,»|+2y,» + i»-y/;-2'' 


- 3%"" 



Beugungs Winkel des kao' kkO ^ caO 
Ellbogengelenks ip^ ^^ '^^ ^^ ^^ 



Schultergelenk- 
winkel if)^ ^ 

1,8 



650 



70° Ib^ 1 80« 



.50j_60,_7y^o!_8y^o|_9y^O|_iQO 



85« I 90» 



— lioj— 111/20—120 



Betigungswinkel des 
Ellbogengelenks rp^ ^^ 


95« 100» 1 

1 1 


105« 


110« 


- 1 1 
115« 120« 126« 130« 

1 ; 


Schultergelenk- 
winkel 1/). ^ 
1,8 


1 
— 12«]— 120- 


-11V/ 


_llo. 


-10V2'— 9V2« — 7y3«-5« 



In Figur 38 findet sich die gegenseitige Abhängigkeit der beiden 
Gelenkwinkel durch eine Kurve veranschaulicht, bei welcher die 
Abszisse und Ordinate eines jeden Kurvenpunktes zwei zusammen- 
gehörenden Werten des Ellbogengelenk- und Schultergeleiikwinkels 
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proportional sind. Hätte man in der unter a) ausführlich auseinander- 
gesetzten Weise sich die beiden Flächen verschaflFt, deren Durch- 
dringungskurve zu den Gleichgewichtshaltungen des Armes führt, so 




Beu^un^swinkei des EUbo^en^elaiks 



Fig. 38. 

würde sich die Kurve in Figur 38 als die Projektion dieser Durch- 
dringungskurve auf das ebene horizontale Koordinatensystem ergeben 
haben. 

Die Winkelwerte in der letzten Tabelle bzw. die Koordinaten 
der Kurvenpunkte in Figur 38 geben nun Stellungen des Armes an, 
in denen es dem langen Kopf des M. biceps brachii bei fixiertem 
Radioulnargelenk überhaupt nur möglich ist, der Schwere das Gleich- 
gewicht zu halten. Man erkennt aus denselben, daß bei geringer 
Beugung im Ellbogengelenk der Oberarm im Schultergelenk etwas 

nach vom erhoben sein muß. Bei etwa 33^ 
Beugungswinkel des Ellbogengelenks hängt 
dagegen der Oberarm vertikal nach unten, 
und bei darüber hinausgehender Beugung des 
Ellbogengelenks muß dann der Oberarm durch- 
weg nach hinten im Schultergelenk gedreht 
sein, und zwar am meisten in der Nähe der 
rechtwinkligen Beugestellung des Unterarms, 
etwa t;^8 ^q = 95® entsprechend. In Figur 39 
finden sich einige der für den langen Kopf 
des M. biceps brachii charakteristischen Gleich- 
gewichtshaltungen des Armes in derselben 
Weise aufgezeichnet, wie es in den Figuren 31 
und 32 für die eingelenkigen Beuger und 
Strecker des Ellbogengelenks geschehen ist. 
Bei genügend langsamer Änderung der Span- 
nung würde der Muskel bei seiner Kontrak- 
tion den Arm aus der äußersten Streckstel- 
^ig. 39. lung nacheinander in diese Stellungen über- 

führen. 
Nachdem die Gleichgewichtshaltungen für den langen Kopf des 
M. biceps brachii abgeleitet worden sind, erledigt sich die Bestim- 
mung seiner Spannung für die verschiedenen Stellungen in der früheren 
Weise mit Hilfe der Formeln (235), (236), (232) und (234). 
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18. Die zu Beginn der Eontraktion eines Muskels eintretenden 
Gelenkbewegungen. 

Wenn man sich bei der Untersuchung der Wirkung von Muskeln 
nicht mehr auf Gleichgewichtsprobleme beschränkt, sondern nach den 
Bewegungen fragt, welche infolge der Kontraktion eines oder mehrerer 
Muskeln eintreten, so hat man stets die Bewegungsgleichungen zu 
liate zu ziehen. Denn die letzteren sind ja der exakte Ausdruck für 
die Beziehungen, welche zwischen den auf ein Gelenksystem einwir- 
kenden Kräften einerseits und den an demselben hervorgebrachten 
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen andererseits infolge der 
mechanischen Beschaffenheit der einzelnen Glieder und des Gelenk- 
zusammenhanges unter den Gliedern bestehen müssen. Handelt es 
sich um ein n-gliedriges ebenes Gelenksystem, das vollkommen freie 
Beweglichkeit besitzt, so hat man die w + 2 Gleichungen (163) auf 
Seite 128 des allgemeinen Teils der Untersuchung zugrunde zu legen. 
Bleibt dagegen während der Bewegung ein Punkt auf der Längsachse 
eines Gliedes fest, so daß sich dieses Glied nur um eine in diesem 
Punkte auf der Bewegungsebene senkrecht stehende Achse drehen 
kann, so hat man bei der Untersuchung der Muskel Wirkung von den 
n Gleichungen (170) auf Seite 132 auszugehen. In dem besonderen, 
z. B. bei der Bewegung der Extremitäten gegen den feststehenden 
Rumpf eintretenden Falle, daß der feste Punkt auf der Längsachse 
des ersten (d. h. hier dem Rumpfe am nächsten liegenden) Gliedes 
liegt, nehmen diese Bewegungsgleichungen die bestimmte Form (171) 
auf Seite 133 an. 

Setzt man nun zunächst voraus, daß das Gelenksystem sich in 
Ruhe befindet, und fragt nach der Anfangsbewegung, welche ein 
an demselben befindlicher Muskel infolge seiner Kontraktion aus der 
Ruhe bei Ausschluß aller übrigen Kräfte hervorbringen würde, so 
erfahren die Bewegungsgleichungen noch eine wesentliche Verein- 
fachung. Zunächst erkennt man, daß in den beiden ersten Glei- 
chungen von (163) die Größen Q^^ und Q^^ den Wert Null annehmen, 
da ein sich kontrahierender Muskel nur mit inneren Kräften auf das 
Gelenksystem einwirkt. Es bleiben also auch im Falle freier Beweg- 
lichkeit des Systems nur noch n Bewegungsgleichungen übrig. Unter 
der Anfangsbewegung eines ruhenden Gelenksystems versteht man die 
Bewegung, welche in einer so kleinen Zeit stattfindet, daß es dabei 
zu keinen merklichen Geschwindigkeiten kommt. Die in den Be- 
wegungsgleichungen vorkommenden Winkelgeschwindigkeiten (pj be- 
halten daher ihren Anfangswert Null bei, und die von einzelnen 
Gliedern in dieser kleinen Zeit ausgeführten Drehungen sind den 
Winkelbeschleunigungen (pj' proportional. Wäre die Anfangsspan- 
nung des allein sich kontrahierenden Muskels bekannt, so wären damit 
auch die n Größen Q in den Bewegungsgleichungen gegeben oder 
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ließen sich doch wenigstens durch direkte Messung an geeigneten 
Präparaten bestimmen; denn dieselben bedeuten ja nach den früheren 
Auseinandersetzungen nichts anderes als die Drehungsmomente ^ mit 
welchen der Muskel auf die n Glieder des Systems einwirkt. Es 
blieben daher in den Bewegungsgleichungen nur die n Winkel- 
beschleununigen q)" als Unbekannte übrig. Die letzteren ließen sich 
also aus den Gleichungen berechnen. 

Nun sind aber in der Regel die Spannungen der Muskeln von 
vornherein nicht bekannt. Wenn man die bewegende Wirkung ab- 
leiten will, welche ein allein sich kontrahierender Muskel aus der 
Ruhe hervorbringt, so ist es daher auch von untergeordnetem Inter- 
esse, das Ausmaß der Bewegung in jedem einzelnen Gelenk festzu- 
stellen, da dasselbe sich doch mit der Spannung des Muskels ändert. 
Man will vielmehr einen genauen Einblick in die Art der gleich- 
zeitigen Bewegung der einzelnen Glieder gewinnen. Man will z. B. 
wissen, ob der Muskel in dem einen Gelenk eine Beugung und gleich- 
zeitig in einem andern Gelenk eine Streckung hervorbringt, wie viel 
mal so groß die erstere Beugung als die letztere Streckung ist, usw. 
Derartige Fragen beziehen sich nur auf das Verhältnis der Anfangs- 
drehungen der einzelnen Glieder. Da die Anfangsdrehungen alle 
den Winkelbeschleunigungen 9?/' in gleicher Weise proportional, d. h. 
mit dem gleichen Proportionalitätsfaktor behaftet sind, so wird da» 
Verhältnis der Anfangsdrehungen zweier Glieder direkt gleich dem 
Verhältnis der diesen Gliedern zukommenden Winkelbeschleunigungen 
sein. Das Verhältnis zweier Winkelbeschleunigungen hängt aber nicht 
mehr von dem Werte der Anfangsspannung des Muskels ab. Wie 
man aus den Bewegungsgleichungen leicht erkennt, läßt sich dasselbe 
bestimmen, sobald man nur die Verhältnisse der n Drehungsmomente 
Q des Muskels kennt. Da aber in jedem dieser Drehungsmomente 
die Spannung des Muskels als Paktor auftritt, so hebt sich dieselbe 
bei den Verhältnissen fort, und es bleibt in jedem Falle nur noch 
das Verhältnis der Arme der beiden entsprechenden Kräftepaare übrig. 

Um die Bestimmung der Verhältnisse der Winkelbeschleunigungen 
auszuführen, verfährt man am besten so, daß man nach dem Null- 
setzen der sämtlichen Winkelgeschwindigkeiten (pj zunächst die n Be- 
wegungsgleichungen nach den Winkelbeschleunigungen 9?^' als Unbe- 
kannte auflöst. Dann erhält man alle diese Unbekannten durch 
Quotienten dargestellt, welche in den Nennern übereinstimmen, wäh- 
rend in jedem Gliede des Zählers eins der Drelmngsmomente Q als 
Faktor auftritt. VerschaflFfc man sich nun durch Division zweier sol- 
cher Quotienten den Wert des Verhältnisses zweier Winkelbeschleu- 
nigungen, so fallen die gleichen Nenner der ursprünglichen Quotienten 
fort, und man hat jetzt im Zähler und im Nenner nur noch Glieder,. 
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welche als Paktor je ein Drehungsmoment Q besitzen. Dadurch, daß 
man Zähler und Nenner in diesem Ausdruck mit einem bestimmten 
dieser Drehungsmomente dividiert, erhält man schließlich das Ver- 
hältnis der beiden Winkelbeschleunigungen nur noch durch Verhält- 
nisse von je zwei Drehungsmomenten dargestellt. 

So kompliziert diese hiermit in groben Zügen geschilderte Me- 
thode der Ableitung der Verhältnisse der Anfangsdrehungen auch 
erscheinen mag, so einfach gestaltet sich dieselbe im speziellen Falle. 
Es soll daher im folgenden die Untersuchung am zweigliedrigen 
ebenen Gelenksystem fortgeführt werden. Die dabei erhaltenen Re- 
sultate lassen sich dann ohne weiteres auf die speziellen Verhältnisse 
des nur im Ellbogengelenk gegliederten Armes, des nur im Knie- 
gelenk gegliederten Beins oder anderer am menschlichen Körper vor- 
kommender zweigliedriger ebener Systeme übertragen. 

a) Allgemeine Untersuchung der Anfangsbewegungen 
am zweigliedrigen ebenen Gelenksystem. Kinetisches Maß 
eines Muskels. 

Unter der Voraussetzung, daß das erste der beiden zunächst 
wieder mit 1 und 2 numerierten Glieder sich nur um eine durch 
einen festen Punkt 0^ der 
Längsachse des ersten Gliedes 
gehende Achse drehen kann, 
die der Achse des Zwischen- 
gelenks parallel läuft (vgl. 
Fig. 40), erhält man die beiden 
Bewegungsgleichungen (72) auf 
Seite 55. Setzt man in den- 
selben die Winkelgeschwindig- 
keiten q)^' und q)2 gleich Null 
und für die Größen Q und 
Q die Buchstaben D^ und 
Dg, um damit anzudeuten, daß 
dieselben die auf die beiden 
Glieder ausgeübten Drehungs- 
momente darstellen, und er- 
setzt in der ersten Gleichung 
cos ((p^ — 9?2) durch cos (g^g — 9i)? 
so nehmen sie die spezielle 
Form an 




Fig. 40. 



(263) 



m^k^^ • W + ^oh^2 cos ((jPg — (fi) • (fi' = A 
^0^2^ • W + ^o'i^2 cos (9?2 — fPi) • 9?/' = A- 



Dabei bedeuten nach dem früheren ?i den Abstand des Mittel- 
punktes G^2 ^®ö Zwischengelenks vom festen Punkte 0^, c^ die Ent- 
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fernung des Hauptpunktes H^ des zweiten Gliedes von G^^y X^ den 
Trägheitsradius des ersten reduzierten Systems in bezug auf die Achse 
durch Ol, Ag den Trägheitsradius des zweiten reduzierten Systems in 
bezug auf die Gelenkachse G^^, D^ das von sämtlichen Kräften auf 
das erste Glied, und D^ das von demselben auf das zweite Glied aus- 
geübte resultierende Drehungsmoment, und m^ die Gesamtmasse des 
Systems. 

In der Form (263) der Gleichungen sind zunächst die Winkel 
<p^ und 9?2 verwendet, welche die Längsachsen der beiden Glieder mit 
einer Geraden O^A in der Bewegungsebene bilden (vgl. Fig. 40), und 
dementsprechend bedeuten tp^' und tf^' die Winkelbeschleunigungen, 
mit welchen die Längsachsen der beiden Glieder ihre Richtung inner- 
halb der Bewegungsebene ändern. Der Winkel (p^ kann nun direkt 
auch als Gelenkwinkel in dem Gelenk 0^ aufgefaßt werden, wenn 
man annimmt, daß das erste Glied mit einem im Räume festgestellten 
Körperteil durch das Gelenk 0^ verbunden ist, und die Gerade O^A 
diesem Körperteil angehört. Der Winkel i/; des Zwischengelenks, 
welchen die Längsachse des zweiten Gliedes mit der Verlängerung 
der Längsachse des ersten Gliedes bildet, ist zwar nicht mit q)^ 
identisch; er hängt aber in sehr einfacher Weise mit den beiden 
Winkeln (p^ und q)^ zusammen, indem er gleich der DiflFerenz beider 
ist. Desgleichen stellt sich auch die Winkelbeschleunigung ^'' im 
Zwischengeleuk als Differenz der beiden Winkelbeschleunigungen g?^" 
und qp/' dar. 

Man kann daher in die Gleichungen (263) auch den Gelenkwinkel 
^ an Stelle von g?2; ^^^ ^i® Winkelbeschleunigung ^" der Drehung 
im Zwischengelenk an Stelle von tp^' einführen und erhält dann 

^2641 ^^ ^^^^ "^ ^^^^ ^^^ *^ ' ^^" "^ ^°'^^^ ^^^ ^ • ^" = A 

^0 ('^2^ + 'i ^2 cos 1/;) • 9)/' + mo^2 . ^" ^ j)^ ^ 

Betrachtet man diese beiden Relationen als Gleichungen für die 
Unbekannten q)^' und ^", so kann man durch Auflösen derselben 
zunächst beide durch die übrigen Größen ausdrücken. Man erhält dann 
,, ^g* Dl — Zj Cg cos 1/; • Z>2 

_ iX,'+kc, ^)'D,- {X,' + hc, cos ip) . A . 

Dividiert man beide Werte durcheinander und kürzt den erhaltenen 
Quotienten mit D^y so erhält man schließlich für das Verhältnis der 
beiden Winkelbeschleunigungen den Wert 

(266) ?V ' 



(^1* + ^1^2 COS ^) — (A2* + l^C^ COS 'tp) j^ 
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Man sieht also, daß auch das Verhältnis der Winkelbeschleunigungen 
in den beiden Gelenken Oj und G^^^ und infolgedessen das Verhältnis 
der Anfangsdrehungen in diesen Gelenken nur yon dem Verhältnis 
der Drehungsmoraente abhängt. 

Werden die beiden Drehungsmomente D^ und D^ von einem 
einzigen Muskel hervorgebracht, so ist ihr Verhältnis von der Span- 
nung desselben unabhängig und gleich dem Verhältnis der Arme der 
beiden Kräftepaare, mit welchen der Muskel auf die beiden Glieder 
einwirkt. 

Während die Drehungsmomente eines Muskels als ein statisches 
Maß desselben aufgefaßt werden konnten (vgl. hierzu 16 a)), stellt der 
Ausdruck auf der rechten Seite von (266) ein Maß für das Verhält- 
nis der Anfangsdrehungen dar, welche der Muskel bei seiner Kon- 
traktion aus der Ruhe in den beiden Gelenken hervorbringt. Dieses 
Verhältnis ist ganz unabhängig von der Spannung des Muskels und 
hängt außer von dem Gelenkwinkel des Zwischengelenks nur noch 
von dem Verhältnis der Arme seiner Kräftepaare ab. Man kann 
dasselbe als ein kinetisches Maß für die Wirkungsweise des Mus- 
kels auffassen. 

Das kinetische Maß eines Muskels hängt in dem angenommenen 
Falle einer festen Drehungsachse nur insofern von dem Winkel (p^ des 
Gelenks 0^ ab, als der letztere das Verhältnis seiner Drehunga- 
momente, d. h. also sein statisches Maß beeinflußt. Da die Strecken l^ 
und ^2 ^^^ ^ ^^^ VerbinduDg Z^Cg auftreten, so wird weiterhin der 
Einfluß der Dimensionen und Massen der beiden Glieder, sowie der 
Massenverteilung innerhalb eines jeden scheinbar durch drei Größen 
dargestellt, nämlich durch die Quadrate A^^ und A^^ der zu den beiden 
reduzierten Systemen gehörenden Trägheitsmomente und das Produkt 
ZjC^. Es läßt sich aber leicht zeigen, daß diese drei Größen schon 
durch zwei andere Konstanten vollständig ersetzt werden können, 
welche im vorliegenden Falle ausreichen, um die Abhängigkeit der 
Wirkung eines Muskels von den rein mechanischen Eigenschaften der 
beiden Glieder zu charakterisieren. Dividiert man nämlich den Zähler 
und Nenner des Ausdrucks auf der rechten Seite von (266) durch 
ZjCg, so nimmt das kinetische Maß die Form an 

7^- • TP — COS ^ 

(267) %- "^ ^' ' 



Die beiden Konstanten ^-^ und ^^- , die jetzt allein noch in der 

Formel vorhanden sind, besitzen nun eine verhältnismäßig einfache 
Bedeutung, welche es ermöglicht, dieselben in jedem speziellen Falle 
leicht zu bestimmen. 

Fischer, S^echanik der lebenden Körper. 18 
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Da Ag der Traglieitsradius des zweiten reduzierten Systems in- 
bezng auf die Achse des Zwischengelenks, und c^ der Abstand des 
Schwerpunktes dieses Systems (Hauptpunkt des zweiten Oliedes) von 

derselben Achse ist, so bedeutet -^- die Länge 6^ ^^^ mathematischen 

Pendels, welches die gleiche Schwingungsdauer besitzt wie dieses 
System um die Achse des Zwischengelenks. Das zweite reduzierte 
System unterscheidet sich von dem zweiten Gliede nur dadurch, daß 
in einem Punkte der Achse des Zwischengelenks die Masse des ersten 
Gliedes konzentriert gedacht ist. Durch diese an der Achse selbst 
konzentrierte Masse kann aber die Schwingungsdauer nicht geändert 
werden; daher bedeutet 6^ auch zugleich die Länge des mathematischen 
Pendels, welches die gleiche Schwingungsdauer aufweist, als das zweite 
Glied selbst bei seinen Schwingungen um die Zwischengelenksachse, 

nachdem man die letztere horizontal gestellt hat. Führt man die 

X * 

Größe öTg ein, so nimmt die zweite Konstante ,-^- die einfachere Form 

ff, ^1 ^« 

-'- an. 

Ferner wird die Länge 6^ des mathematischen Pendels, welches 

die gleiche Schwingungsdauer besitzt als das erste reduzierte System 

X * 

um die horizontal gestellte feste Achse, durch — ^ gemessen, wenn 

man unter c^ den Abstand des Schwerpunktes des ersten reduzierten 
Systems (Hauptpunkt des ersten Gliedes) Ton dieser festen Achse 

versteht. Man kann daher zunächst die erste Konstante P^ in der 

Form — ^ schreiben. Nun bedeutet nach dem früheren (vgl. S. 247) 

der Nenner l^ -^ dieses Quotienten den Abstand eines festen Punktes 

der Unterarmlängsachse vom Mittelpunkte des Zwischengelenks, welcher 
mit dem festen Mittelpunkte des ersten Gelenks und dem Gesamt- 
schwerpunkte Sq des ganzen zweigliedrigen Systems bei allen Gelenk- 
stellungen in eiaer geraden Linie liegt. Für diesen Punkt auf der 
Längsachse des zweiten Gliedes ist der Name „Richtpunkt" desselben 
eingeführt worden. Bezeichnet man seine Entfernung vom Mittelpunkte 

des Zwischengelenks mit Q^f ^^ g®^^ ^i® ®^s^® Konstante über in -^. 

Ersetzt man also in der angedeuteten Weise die beiden Kon- 
stanten durch die beiden Quotienten je zweier Strecken von anschau- 
licher Bedeutung, so nimmt das kinetische Maß für die Wirkung aller 
am zweigliedrigen System angreifenden Muskeln endlich die Form an 

«^8 A 
-r- 'IT -^ ^^^ t 



(268) 



*" (-:;-+'»'*)-(t +•""♦)■& 
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Damit ist das kinetische Maß f&r die Wirkung der Muskeln im 
vorliegenden Falle auf den einfachsten Ausdruck gebracht. Es ist 
aber wohl zu beachten, daß dies nur für diejenigen Muskeln gilt, 
welche den oben gemachten Voraussetzungen entsprechen, und daß 
für die Wirkung der Muskeln unter anderen Verhältnissen auch der 
Aiisdruck fär das kinetische Maß sich ändert. 

Die obigen Formeln lassen deutlich die schon früher angeführte 
Tatsache erkennen, daß die Drehungsmomente, mit welchen ein Mus- 
kel auf die beiden Körperteile einwirkt, oder gar nur ihr Verhältnis 
kein ausreichendes Maß für die bewegende Wirkung des Muskels ab- 
geben können; denn sonst müßte das Verhältnis der Winkelbeschleu- 
nigungen, d. h. also das Verhältnis der Anfangsdrehungen in den Ge- 
lenken, dem Verhältnis der Drehungsmomente proportional sein. Man 
findet nun in den Formeln deutlich zum Ausdruck gebracht, in wel- 
cher Weise die bei der Kontraktion eines Muskels eintretende Be- 
wegung des zweigliedrigen Systems von den verschiedenen Faktoren 
beeinflußt wird. Während das Verhältnis der beiden Drehungs- 
momente Dl und Dg von der Insertionsweise und dem Verlauf der re- 
sultierenden Zugrichtung des Muskels, sowie von der Ausgangsstellung 
in den Gelenken abhängt, wird der Einfluß der Dimensionen und 
Massen der beiden Körperteile, sowie der Massenverteilung innerhalb 

eines jeden allein durch die beiden Längenverhältnisse -^ und -^ 

dargestellt; endlich gibt der Winkel i^ des Zwischengelenks die Stel- 
lung der beiden Körperteile zueinander an. 

Sind die Bedingungen, unter denen ein Muskel am zweigliedrigen 
Gelenksystem zur Wirkung gelangt, komplizierter, als sie für das spe- 
zielle zweigliedrige System vorausgesetzt wurden, so reicht ein einziges 
Verhältnis zweier Winkelbeschleunigungen von verschiedenen Gelenken 
im allgemeinen noch nicht aus, um die kinetische Wirkungsweise des 
Muskels in erschöpfender Weise darzustellen und zu messen. Wenn 
z. B. das Gelenk, in welchem das ganze System sich gegen einen fest- 
stehenden Körperteil drehen kann, nicht mehr wie bei einem Schamier- 
gelenk zwangläufig ist, sondern wie bei einem Kugelgelenk drei Grade 
von Bewegungsfreiheit besitzt, so wird die Anfangsbewegung in dem- 
selben nicht durch eine Winkelbeschleunigung charakterisiert. Es 
gehören hierzu drei Winkelbeschleunigungen, etwa die im allgemeinen 
Teil unter 11) eingeführten Winkelbeschleunigungen (p^\ 0"/' und (>/'. 
Ist dabei das Zwischengelenk aber immer noch ein Scharniergelenk, 
dessen Winkelbeschleunigung die Größe ^" besitzt, so stellen dann 

die Werte der drei Verhältnisse ^hr , -A> und —rr zusammen das voU- 

ständige kinetische Maß für die Wirkung eines am zweigliedrigen 
System angreifenden Muskels dar. 

18* 
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Ist ferner die Voraussetzung, daß der Körperteil, an welchem das 
System eingelenkt ist, fest bleibt, nicht mehr mit genügender An- 
näherung erfüllt, sondern führt dieser wiederum Drehungen um eine 
feste Achse gegen einen anderen bei der Kontraktion nahezu fest- 
bleibenden Körperabschnitt aus, wobei %' die Winkelbeschleunigung 
dieser Gelenkbewegung ist, so wird das kinetische Maß für die Mus- 

kelwirkung durch die Verhältnisse - ., und ~.r dargestellt, falls alle 

Gelenke zwangläufig sind. Im Grunde hat man es aber im letzten Falle 
nicht mehr mit einem zweigliedrigen, sondern mit einem dreigliedrigen 
Gelenksystem zu tun. 

Im allgemeinen kann man sagen, daß sowohl jede Vergrößerung 
der Bewegungsfreiheit in einem oder mehreren der Gelenke, als siuch 
jede Vermehrung der Glieder des Systems auch eine Vergrößerung 
der Anzahl der Verhältnisse je zweier Winkelbeschleunigungen nach 
sich zieht, welche zur vollständigen Charakterisierung der Wirkungs- 
weise eines Muskels notwendig sind. 

h) Kinetisches Maß für die MusJceln des Armes. 

a) Allgemeiner Ausdruck für das kinetische Maß der 
Armmuskeln. 

Zur Ableitung des kinetischen Maßes einiger Armmuskeln sollen 
wieder die am Ende yon 17 a) angegebenen Maße für einen bestimm- 
ten Arm verwendet werden. Dabei mögen wie früher alle Größen 
entweder den Index 8 oder 10 oder beide Indizes tragen, je nachdem 
sie sich auf den Oberarm, das System Unterarm -j- Hand oder den 
ganzen Arni beziehen; femer sollen zwar wieder die Hauptstrecken 
durch Cg' und c[q bezeichnet werden, um damit anzudeuten, daß sie 
zu den Hauptpunkten H^ und H[q des vom übrigen Körper losgelöst 
gedachten Armes gehören. Im übrigen soll aber bei den ebenfalls 
auf den isolierten Arm bezüglichen Trägheitsradien Ag, A^q und den 
Größen tJg, 0^^ und q^^ der Strich fortgelassen werden, da ja ein Irr- 
tum über die Bedeutung derselben wohl ausgeschlossen ist. 

Aus den auf Seite 243 angegebenen Gewichten des Oberarms und 
des Systems Unterarm + Hand von 1,908 kg und 1,775 kg folgen 
zunächst durch Division mit 981,11 für die Massenzahlen m^, m^Q und 
mg IQ die Werte 

mg =0,001945 

(269) mio =0,001809 

^8,10 ==0,003 754. 

Femer hatte sich an dem betreffenden Präparat für den Träg- 
heitsradius Xg des Oberarms in bezug auf die zu den Gelenkachsen 
parallele Achse durch seinen Schwerpunkt Sq die Länge von 9,1 cm 
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und für den Trägheitsradius tc^q des Systems Unterarm + Hand in be- 
züg auf die zu den Gelenksachsen parallele Achse seines Schwerpunktes 
S^Q die Länge von 12,4 cm herausgestellt. Berücksichtigt man noch, 
daß nach den früheren Angaben auf Seite 243 und 244 die Länge Zg 
des Oberarms 30,3 cm beträgt und den Entfernungen r^ und /"jo der 
beiden Schwerpunkte von den proximalen Gelenken die Werte 13,6 cm 
und 19,0 cm zukommen, so hat man alle Mittel, um die Trägheits- 
radien Ag und AjQ der beiden reduzierten Systeme zu berechnen. 
Denn nach der Bedeutung und Zusammensetzung der reduzierten 
Systeme ergeben sich dieselben aus den Formeln (vgl. hierzu auch 

Setzt man in diesen Formeln die angeführten Werte ein, so er- 
hält man 

Ag = 24,11 cm 

^^^^^ Aio = 15,75 cm. 

Hieraus ergibt sich weiterhin unter Berücksichtigung von (233) 
und (239) . 



ög =^ =26,80 cm 



e, 



(272) <*io = -^ =27,08 cm 

(»10 = ^-^8 = 12,82 cm. 

Man erhält daher zur Berechnung des kinetischen Maßes der 
Armmuskeln nach (268) die bestimmte Formel 



(273) -^ -^ 



^ 10 (2,095 + cos ^,3,,,) - (0,894 + cos 7p,^^,) - 



^rng 



Hierbei wird das Verhältnis der auf Oberarm und Unterarm 
ausgeübten Drehungsmomente D^^ und D^^^ zur Berechnung verwendet. 
Man kann aber auch nach (256) an Stelle des ersteren Drehungs- 
raomentes das leichter direkt zu bestimmende Drehungsmoment D^^ ^ 
einführen, mit welchem der Muskel auf den ganzen Arm einwirken 
würde, sobald das Ellbogengelenk festgestellt wäre. Dann erhält man 
aus (273) die folgende Formel zur Berechnung des kinetischen Maßes 
der Armmuskeln 

, 0,894 ^^ - (0,894 + cosi^e,,^) 

(274) -Ji^ = ^^ ^ . 

'''' (2,989 + 2cost/,3,,o) - (0,894 + cosi/;«,,^) "7?^ 
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ß. Eingelenkige Muskeln des Ellbogengelenks. 

Die eingelenkigen Muskeln des Ellbogengelenks sind nach dem 
früheren dadurch vor den übrigen Muskeln ausgezeichnet^ daß das 
Verhältnis der beiden Drehungsmomente D^ und 7)^^^ den Wert — 1 
besitzt oder^ was sich damit in Übereinstimmung befindet^ daß das 
Verhältnis der Drehungsmomente D^ ^^ und D^^ konstant gleich Null 
ist. Verwendet man das eine oder andere Verhältnis und setzt den 
entsprechenden konstanten Wert in (273) oder (274) ein, so erhält 
man für das kinetische Maß der eingelenkigen Ellbogenmuskeln den 
speziellen Ausdruck 

,07.x <J_ _ _ 0,894+_coMVlo 

^ ^ <10 2,989 + 2coBi/;8^io' 

Diese Formel gilt für alle Muskeln, welche allein über das Ellbogen- 
gelenk hinwegziehen, gleichgültig ob sie Beuger oder Strecker desselben 
sind. Wie man sieht, treten die besonderen Werte der Drehungs- 
momente in der Formel gar nicht mehr auf, trotzdem sie natürlich für 
verschiedene eingelenkige Muskeln im allgemeinen verschieden sind. 
Die einzige veränderliche Größe, von welcher das Verhältnis der Winkel- 
beschleunigungen abhängt, ist der Ellbogengelenkwinkel ^g^io- ^^^ 
hat daher das Besultat, daß alle eingelenkigen Muskeln des Ellbogen- 
gelenks, ganz unabhängig von ihrer Ansatzweise und der Lage ihrer 
Insertionsstellen, bei alleiniger Kontraktion aus der Ruhe Anfangs- 
drehungen im Schulter- und Ellbogengelenk hervorbringen, welche bei 
gleicher Beugestellung des Ellbogengelenks stets das gleiche Verhält- 
nis besitzen. Da der Wert dieses Verhältnisses im allgemeinen von 
Null verschieden ist, so erkennt man hieraus gleichzeitig, daß ein 
eingelenkiger Muskel des Ellbogengelenks bei alleiniger Kontraktion 
nicht nur Bewegung im Ellbogengelenk, sondern auch Bewegung 
im Schultergelenk hervorruft, über das er gar nicht hinweg- 
zieht. Diese Tatsache, daß ein Muskel auch auf ein Gelenk ein- 
wirken kann, welches scheinbar gar nicht in seinem Wirkungsbereich 
liegt, ist von fundamentaler Bedeutung für die Beurteilung der Wir- 
kungsweise eines Muskels; sie ist eine ganz allgemeine Erscheinung, 
wie sich bei der Behandlung anderer Muskeln hei»,us&tellen wird. 

Durch den Wert des Verhältnisses der Anfangsdrehungen in den 
beiden Gelenken ist nun noch nicht der Sinn dieser Drehungen selbst 
gegeben. Nach den früheren Festsetzungen ist die Beugung im Ell- 
bogengelenk als positive, die Streckung als negative Gelenkdrehung 
aufzufassen. Beim Schultergelenk bedeutet das positive Vorzeichen, 
daß die Drehung nach vorn, d. h. im Sinne einer Erhebung (Beugimg) 
des Oberarms stattfindet; die Rückwärtsdrehung (Streckung) des Ober- 
arms ist daher mit dem negativen Vorzeichen in Rechnung zu ziehen. 
Stellt sich nun heraus, daß bei einer bestimmten Ausgangsstellung 
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des Armes das Drehungsverhältnis einen positiven Wert besitzt^ so 
kann es sich dabei entweder um Beugung oder um Streckung in 
beiden Gelenkai handeln. Ist dagegen das Drehungsverhältnis nega- 
tiV; so ist entweder die Beugung im Ellbogengelenk von einer 
Streckung im Schultergelenk begleitet, oder es findet Streckung im 
Ellbogengelenk und gleichzeitig Beugung im Scbultergelenk statt. 
Demnach scheint es beinahe, als ob man durch den Wert des Ver- 
hältnisses der beiden Anfangsdrehnngen noch nicht in eindeutiger 
Weise auf den Sinn dieser Drehungen schließen könnte. Eine solche 
Zweideutigkeit in der Bestimmung der Anfangsbewegungen in den 
Gelenken besteht aber durchaus nicht; denn aus der Lage des Mus- 
kels zum Ellbogengelenk kann man stets die im Ellbogengelenk her- 
vorgebrachte Drehung erkennen. Ein auf der Beugeseite der Ellbogen- 
achse vorüberziehender Muskel, der nicht auch gleichzeitig noch über 
das Schultergelenk hinwegzieht, kann das Ellbogengelenk nur beugen, 
und ein auf der Streckseiie das Gelenk überspannender eingelenkiger 
Muskel kann es nur strecken. Nicht ganz so einfach ist die Ent- 
ficheidung bei mehrgelenkigen Muskeln zu treffen. Es wird sich je- 
doch zeigen, daß auch bei diesen immer in eindeutiger Weise über 
den Drehungssinn in den beiden Gelenken entschieden werden kann. 
Um einen Überblick über die mit dem Beugungswinkel i^^^Q 
wechselnde Größe des Drehungsverhältnisses zu geben, ist der Wert 
dieses Verhältnisses, wie er sich aus (275) berechnet, für alle Beugungs- 
winkel von 10® zu 10® in der folgenden Tabelle eingetragen worden: 



des Ellbogengelenica 


0« 


10» 


20<> 


30<> 


40« 


60« 


60^ 


Verhältnis -^ 
der Anfangsdiehungen 


— 0,38 


— 0,38 


— 0,38 


— 0,87 


— 0,37 


— 0,36 


-0,35 



Beugungswinkei i// 
des Ellbogengelenks 


70<> ! 80® 


90® 


100® 


110® 


120® 


130® 


Verhältnis -^f-^ 

'^810 

der Anfangsdrehungen 


— 0,34 


— 0,32 


- 0,30 


— 0,27 


— 0,24 


— 0,20 


— 0,16 



Aus dieser Tabelle erkennt man zunächst, daß die beiden Dre- 
hungen stets in entgegengesetztem Sinne vor sich gehen. Bewirkt der 
Muskel oder eine ganze Gruppe eingelenkiger Ellbogenmuskeln Beu- 
gung des Ellbogengelenks, so stellt sich gleichzeitig Drehung nach 
hinten, d. h. Streckung, im Schultergelenk ein. Dreht dagegen die Mus- 
kelgruppe den Unterarm gegen den Oberarm im Sinne einer Streckung 
im Ellbogengelenk, so wird gleichzeitig der Oberarm im Schulter- 
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gelenk nach vom gedreht, d. h. gebeugt. Ein eingelenkiger Beuger 
des Ellbogengelenks ist also gleichzeitig Strecker des 
Schultergelenks, und ein eingelenkiger Strecker des Ell- 
bogengelenks ist gleichzeitig Beuger des Schultergelenks. 

Man erkennt weiterhin aus der Tabelle, daß der absolute Wert 
des Drehungsverhältnisses mit zunehmendem Beugungswinkel ^g^^ 
abnimmt, und umgekehrt, daß derselbe bei abnehmender Beugung, 
d. h. bei zunehmender Streckung des Ellbogengelenks, wächst. In 
der äußersten im Leben etwa noch vorkommenden Beugestellung, 
welche ungefähr dem Werte 130® für den Winkel ^g^^ entspricht, ist 
der absolute Wert des Drehungsverhältnisses schon beträchtlich unter 
den Anfangswert herabgesunken. Aus der Formel (275) kann man 
den Winkel berechnen, für welchen es schließlich den Wert NuU an- 
nehmen würde. Wie man sieht, muß der Kosinus desselben den 
Wert — 0,894 haben; dann wird der Zähler in dem Ausdruck für das 
kinetische Maß gleich Null. Hieraus ergibt sich ein Beugungswinkel 
von 153^20', d. h. also ein Winkel, der zu einer im Ellbogengelenk 
nicht mehr erreichbaren Stellung gehört. Es kann also theoretisch 
genommen der Fall gar nicht eintreten, daß ein eingelenkiger Muskel 
des Ellbogengelenks bei alleiniger Kontraktion aus der Buhe nicht 
auch gleichzeitig das Schultergelenk etwas in Drehung versetzte. 

Da der absolute Wert des Drehungsverhältnisses für alle Aus- 
gangsstellungen des Armes kleiner als 1 ist, so findet im Schulter- 




Fig. 41. 

gelenk immer eine geringere Drehung als im Ellbogengelenk statt. 
Die erstere ist aber keineswegs so gering, daß sie gegenüber der 
Beugung oder Streckung des Ellbogengelenks zu vernachlässigen 
wäre; denn sie beträgt in der Nähe der äußersten Streckstellung bei- 
nahe 7io der letzteren. 
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Um sich eine klare Anschauung von der hieraus sich ergebenden 
Anfaugsbewegung verschaffen zu können, ist in Figur 41 in leicht verständ- 
licher Weise die Anfangsbewegung des Armes bei alleiniger Kontraktion 
eines eingelenkigen Beugers des Ell bogengelenks, etwa des M.brachialis, 
für verschiedene Ausgangsstellungen dargestellt worden. Die dunkler 
gezeichnete Stellung bedeutet immer die Anfangsstellung und die 
hellere die Endstellung, und zwar unter der Voraussetzung, daß im 
Ellbogengelenk eine Beugung von 30® infolge der Kontraktion des 
Muskels stattgefunden hat, und dabei das Drehungsverhältnis unge- 
ändert geblieben ist. Trotzdem diese Annahme nicht genau zutrifft, 
kann man sich doch mit ihrer Hilfe eine genaue Vorstellung von der 
Änderung des Drehungsverhältnisses mit der Ausgangsstellung ver- 
schaffen. 

In Figur 42 finden sich in ganz entsprechender Weise für eine 
Reihe von Ausgangsstellungen die Anfangsbewegungen des Armes 




Fig. 42. 



veranschaulicht, welche durch einen eingelenkigen Strecker des Ell- 
bogengelenks, d. h. also einen der beiden eingelenkigen Köpfe 
des M. triceps brachii oder auch durch beide zusammen bei 
isolierter Kontraktion aus der Ruhe hervorgebracht werden. 

y) Eingelenkige Muskeln des Schultergelenks. 

Da die eingelenkigen Muskeln des Schultergelenks kein Drehungs- 
moment auf den Unterarm ausüben, so ist D^^^ gleich Null und in- 
folgedessen der Wert des Verhältnisses der beiden Drehungsmomente 
sowohl in dem Ausdruck auf der rechten Seite von (273) als in dem 
auf der rechten Seite von (274) unendlich groß. Die reziproken 
Werte dieser Verhältnisse zweier Drehungsmomente haben dagegen 
den Wert Null. Es empfiehlt sich daher, vorher Zähler und Nenner 
in (273) oder (274) mit dem entsprechenden reziproken Verhältnis 
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der beiden Drehungsmomente zu multiplizieren und dann für dasselbe 
seinen Wert einzusetzen. Man erhält auf diese Weise für das kine- 
tische Maß der nur über das Schultergelenk hinwegziehenden Muskeln 
den speziellen Ausdruck 



(276) 



OßU 



^M 



0,894 + cos -V^g^i^j 



Aus dieser Formel erkennt man zunächst, daß jeder eingelenkige 
Schultergelenkmuskel auch auf das Ellbogengelenk drehend 
einwirkt, über welches er gar nicht hinwegzieht. Beachtet man, 
daß im Nenner der Kosinus des Ellbogenwinkels nach dem früheren (vgl. 
S. 280) nicht bis zu dem negativen Wert — 0,894 heruntersinken kann, 
so sieht man weiter, daß das Drehungsverhältnis für alle Stellungen des 
Armes einen negativen Wert besitzt. Es werden also auch bei der 
Kontraktion eines derartigen Muskels die Anfangsdrehungen in den 
beiden Gelenken verschiedenen Drehungssinn besitzen. Zieht ein 
Muskel auf der Vorderseite (Beugeseite) über das Schultergelenk hin- 
weg, wie etwa die vorderen Fasern des M. deltoideus, so wird er das 
Schultergelenk beugen und gleichzeitig das Ellbogengelenk strecken. 
Überspannt ein Muskel dagegen das Schultergelenk hinten, wie z. B. 
der M. coracobrachialis, so wird er das Schultergelenk strecken und 
gleichzeitig das Ellbogengelenk beugen. Bemerkenswert ist, daß, wie 
man aus Formel (276) erkennt, das Verhältnis der Anfangsdrehungen 
auch bei einem eingelenkigen Muskel des Schultergelenks nur von 
des Ellbogen gelenks abhängig ist, trotzdem der 



dem Winkel 



^^8,10 



Muskel gar nicht über dasselbe hinwegzieht. Die genauen Werte des 
Verhältnisses dieser Gelenkbewegungen sind für alle um je 10® Beu- 
gungswinkel im Ellbogen gelenk voneinander verschiedene Haltungen 
des Armes in der folgenden Tabelle niedergelegt. Dabei finden sich 

nur die Werte des Verhältnisses — ^— angegeben, welche kleiner als 1 

'^8,10 

sind. In den Fällen, wo dieses Verhältnis größer als 1 ausfällt, 

sind die Werte des reziproken Verhältnisses -77— in die Tabelle ein- 

getragen und zum Unterschied von den anderen mit einer eckigen 
Klammer umgeben worden: 



Beugungswinkel i// 
des EllbogengelenlcB 


0« 


100 


20« 


300 


40« 


50« 


60« 


Verhältnis — '— oder 

"''^MolderAnfangs- 
t^j'g drehungen 


-0,47 


— 0,48 


— 0,49 


— 0,51 


— 0,54 


— 0,58 


— 0,64 
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Beugungswinkel xp 


70*> m^ 


90« 


100« 


110« 


120« 


180« 


Verhältnis -i^- oder 

~'^Mo" derAnfangs- 
-V^i'g drehungen 


— 0,72 


— 0,84 


— 1 


[-0,80] 


[-0,62] 


[-0,44] 


[-0,28J 



Wie schon oben vorausgesagt wurde, besitzen auch alle diese 
Yerhältniszahlen das negative Vorzeichen. Die absoluten Werte der- 
selben nehmen aber hier nicht ab, sondern vergrößern sich mit 
wachsendem Beugungswinkel. Von der rechtwinkligen Beugestellung 
des Ellbogengelenks an nehmen zwar die absoluten Werte wieder ab; 
da es sich aber hier um das reziproke Drehuugs Verhältnis handelt, 
wie man aus der lüammer erkennt, so nimmt auch über die recht- 
winklige Stellung hinaus bis zur äußersten Beugestellung des Ell- 
bogengelenks das Verhältnis der Anfangsdrehungen im Schulter- und 
Ellbogengelenk zu. Besonders bemerkenswert ist, daß die Drehung 
im Schultergelenk bis zur rechtwinkligen Beugestellung des Armes 
kleiner ausfällt als die gleichzeitige Drehung im Ellbogengelenk, so 
daß also der Muskel eine stärkere Wirkung an dem Gelenk hervor- 
bringt, über welches er nicht hinwegzieht. Ist der Arm bei der 
Kontraktion des Muskels im Ellbogengelenk rechtwinklig gebeugt, so 
sind die Drehungen in beiden Gelenken, abgesehen von dem verschie- 
denen Drehungssinn, gleich groß. Erst bei noch größeren Beuge- 
stellungen des Armes überwiegt die Drehung im Schultergelenk, und 
zwar mit wachsender Beugung immer mehr, so daß zuletzt in der 
extremen Beugestellung die Drehung im Ellbogengelenk verhältnis- 
mäßig klein geworden ist. Man kann sich auch hier leicht davon 
überzeugen, daß der Fall, in welchem das Ellbogengelenk überhaupt 
nicht mit in Drehung versetzt wird, bei den im Leben erreichbaren 
Stellungen des Ellbogengelenks nicht vorkommen kann. Denn wie 
man aus Formel (276) ableitet, nimmt das Verhältnis der Drehungen 
im Ellbogengelenk und Schultergelenk erst wieder für ^g ^q == 153^20' 
den Wert Null an. 

In Figur 43 fiuden sich die Anfangsbewegungen des Armes info^e 
der Kontraktion eines eingelenkigen Beugers des Schultergelenks, 
z.B. des vorderen Teils des M. deltoideus, in derselben Weise wie 
in den Figuren 41 und 42 für die eingelenkigen Ellbogenmuskeln für 
eine Reihe verschiedener Ausgangsstellungen dargestellt. Auch hier 
ist angenommen worden, daß von jeder Ausgangsstellung aus das 
Drehungsverhältnis während einer ausgedehnten Bewegung des Armes 
konstant bleibt. Um den Vergleich mit der Wirkung der eingelenkigen 
Ellbogenmuskeln zu erleichtem, ist auch hier die Anfangsbewegung 
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so weit fortgesetzt gedacht, bis eine Streckung von 30® im Ellbogen-^ 
gelenk eingetreten ist. 

In ganz entsprechender Weise ist in Figur 44 eine Reihe von 
Anfangsbewegungen zur Darstellung gebracht, welche ein eingelenkiger 




Fig. 43, 




Fig. 44. 



Strecker des Schultergelenks, z. B. der M. coracobrachialis, bei 
isolierter Kontraktion aus der Ruhe hervorrufen würde. 

d) Zweigelenkige Muskeln des Armes. 

Bei den zweigelenkigen Muskeln ist das Verhältnis von zweien der 
Drehungsmomente nicht konstant, sondern im allgemeinen von den 
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beiden Gelenkwinkeln abhängig. Es maß daher zunächst in der 
früher beschriebenen Weise die Bestimmung des Verhältnisses der 
Drehungsmomente für eine genügend große Anzahl von Stellungen 
des Armes ausgeführt worden sein, bevor man an die Berechnung des 
kinetischen Maßes herangehen kann. Diese Berechnung ist dann mit 
Hilfe der allgemeinen Formeln (273) oder (274) auszuführen. 

Als Beispiel für die Ableitung des kinetischen Maßes eines zwei- 
gelenkigen Armmuskels soll wieder der lange Kopf des M. biceps 
brachii verwendet werden, da für denselben schon die Verhältnisse 
der beiden Drehungsmomente D^^ und 7)^ ^ früher bestimmt worden 
sind (vgl. die Tabelle auf Seite 266). Man hat daher die zu den an- 
gegebenen Größen des Winkels tp^^Q gehörenden Werte des Verhält- 



D 



nisses 



y^<8,10 



B, 



nur in (274) einzusetzen. Soweit in der Tabelle auf 



wio 



D« 



Seite 266 die Werte des Verhältnisses -jy^^^- angegeben sind (die in 

•W'8,10 

Klammer eingeschlossenen Zahlen), hat man natürlich den reziproken 
Wert dieser Zahlen zu berücksichtigen. Die Rechnung ergibt folgende 
Werte für das Verhältnis der Anfangsdrehungen, welche der lange Kopf 
des M. biceps brachii bei isolierter Kontraktion von der Ruhe aus 
im Schulter- und Ellbogengelenk hervorbringt: 



Beugungswinkel \p 
des Ellbogengelenks 


0^ 


lO^» 


20^ 


30<> 


40« 1 50« 

1 


60« 


Verhältnis -4f- 

'»''8,10 

der Anfangsdrehungen 


;— 0,09 


— 0,21 


— 0,26 


— 0,28 


— 0,29 


— 0,28 


— 0,27 



Beugungswinkel tp^ ^^ 
des Ellbogengelenks 


70« 


80« 


90« 


100« 110« 120« 130« 


Verhältnis T 

^8,10 

der Anfangsdrehungen 


— 0,25 - 


-0,21 


— 0,18 


-0,12 — 0,04 + 0,07 + 0,21 



Diese Drehungsverhältnisse gelten für jeden beliebigen Wert des 
Schultergelenkwinkels ip^ g, da das Verhältnis der Drehungsmomente 
des langen Bicepskopfes von der Stellung im Schultergelenk unab- 
hängig ist. Man hat es also hier mit einem besonders einfachen 
Falle eines zweigelenkigen Muskels zu tun. Im allgemeinen sind aber, 
wie sich früher herausgestellt hat, die Drehungsmomente eines zwei- 
gelenkigen Muskels, und infolgedessen auch die Verhältnisse derselben, 
Funktionen beider Grelenkwinkel. Es wird daher bei denselben auch 
das Verhältnis der Anfangsdrehungen nicht mehr allein von der 
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Stellung im Elibogengelenk^ sondern aucli gleichzeitig von der Stel- 
lung im Schultergelenk abhängig sein. Dies tritt ganz besonders bei 
den zweigelenkigen Muskeln des Beins zutage. Daher soll erst im 
nächsten Abschnitt an dem Beispiel eines zweigelenkigen Muskels 
des Beins gezeigt werden, wie sich in diesem allgemeinen Falle die 
Verhältnisse gestalten. 

Für den langen Kopf des M. biceps brachii ergibt sich aus der 
obigen Tabelle, daß das Drehungsverhältnis bis weit über die recht- 
winklige Beugestellung hinaus einen negativen Wert besitzt. Erst 
ganz zuletzt, in der Nähe der äußersten Beugestellung, wird dasselbe 
positiv. Es zeigt sich also, daß der Muskel in den meisten Ausgangs- 
stellungen bei isolierter Kontraktion von der Ruhe aus in den beiden 
Gelenken entgegengesetzte Drehungen hervorbringt. Erst in der Nähe 
der extremen Beugestellung des Ellbogengelenks finden die Gelenk- 
drehungen in gleichem Sinne statt. Ob nun in geringeren Beuge- 
graden das Ellbogengelenk gebeugt und gleichzeitig das Schulter- 
gelenk gestreckt wird, oder ob das Umgekehrte der Fall ist, läßt sich 
leicht' auf folgende Weise entscheiden. Solange in der extremen 
Beugestellung das Drehungsverhältnis positiv ist, kann es sich bei der 
Lage des langen Kopfes des M. biceps zu den beiden Gelenken nur 
um gleichzeitige Beugungen im Ellbogen- und Schultergelenk handeln. 
Geht man nun von der äußersten BeugesteUung des Ellbogengelenks 
aus sukzessive zu geringeren Beugegraden über, so deutet die zunächst 
erfolgende Abnahme des Wertes des Drehungsverhältnisses (vgl. die 
Tabelle) darauf hin, daß die Beugung im Schultergelenk allmählich 
gegen die gleichzeitige Beugung im Ellbogengelenk zurücktritt. In 
einer BeugesteUung von etwa nur noch 114® Ellbogenwinkel hat das 
Drehungsverhältnis den Wert Null angenommen, d. h. es findet jetzt allein 
Beugung im Ellbogengelenk statt. Bei weiterer Verminderung des 
Beugungswinkels wird das Drehungsverhältnis negativ. Das kann 
nur so gedeutet werden, daß von nun an im Schultergelenk Streckung, 
d. h. Rückwärtsdrehung, eintritt, während nach wie vor das Ellbogen- 
gelenk gebeugt wird. Denn wollte man annehmen, daß das Schulter- 
gelenk gebeugt, dagegen das Ellbogengelenk gestreckt wird, so müßte 
in der Übergangsstellung von 114® Beugungswinkel gleichzeitig mit 
dem Verschwinden der Drehung im Schultergelenk die Drehung im 
EUbogengelenk zu Null geworden sein. Der Muskel würde also in 
dieser Übergangsstellung bei seiner Kontraktion überhaupt keine Be- 
wegung des Armes hervorbringen. Dies widerspricht aber der Tat- 
sache, daß in dieser Stellung die Drehungsmomente nicht auch selbst 
verschwinden oder das Verhältnis Null besitzen. 

Es geht also aus dieser Überlegung die Tatsache hervor, daß 
der lange Kopf des M. biceps brachii unter der Voraussetzung, daß 
das Radioulnargelenk festgestellt ist, von der äußersten Streckstellung 
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des Ellbogengelenkes an bis über die rechtwinklige Beugestellung 
desselben hinaus bei seiner Kontraktion aus der Buhe Beugung im 
Ellbogengelenk und gleichzeitig Streckung^ d. h. Bückwärtsdrehung, 
im Schultergelenk hervorbringt. Erst in der Nähe der extremen 
Beugehaltung des Armes wirkt er auch auf das Schultergelenk beugend 
ein. Der lange Kopf des M. biceps brachii ist also Beuger 
des Ellbogengelenks und vorwiegend Strecker des Schulter- 
gelenks. Diese letztere Tatsache ist um so bemerkenswerter, als 
der Muskel vom, d. h. auf der Beugeseite, über das Schultergelenk 
hinwegzieht; sie zeigt recht deutlich, daß man aus der Lage eines 
Muskels zu den Gelenken, welche er überspannt, noch gar 
keinen Schluß auf die bewegende Wirkung desselben ziehen 
kann. Dieselbe zeigt aber auch, daß der Drehungssinn des Drehungs- 
momentes, mit welchem der Muskel auf den Oberarm drehend ein- 
wirkt, nicht maßgebend für die tatsächlich im Schultergelenk ein- 
tretende Bewegung ist. Faßt man z. B. die Stellung des Armes ins 
Auge, in welcher das Ellbogengelenk um 20® aus der Streckstellung 
gebeugt ist, so besitzen die beiden Drehimgsmomente D^^ ^^ und D^^^ 
nach der oberen Tabelle auf Seite 266 die Werte + 2,29 Z^ und + 1,68 z' 
unter K die Gesamtspannung des Muskels verstanden. Nach der all- 
gemein gültigen Beziehung (256) ist daher das Drehungsmoment D^^, 
mit welchem der Muskel auf den Oberarm einwirkt, gleich -|- 0,61 £", 
also positiv, während die Anfangsdrehung im Schultergelenk Streckung 
ist, also das negative Vorzeichen besitzt. 

Um eine deutliche Vorstellung von der Wirkungsweise des langen 
Kopfes des M. biceps brachii zu vermitteln, sind in Figur 45 in 




Fig. 45 



entsprechender Weise wie in den letzten vier Figuren für die eingelenkigen 
Muskeln die Anfangsbewegungen des Armes dargestellt worden, welche 
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der Muskel bei alleiniger Bewegung aus der Buhe hervorbringt. Da- 
bei ist wiederum angenommen worden^ daß das Drehungsverhältnis 
von einer bestimmten Ausgangsstellung an konstant bleibt^ während 
im Ellbogengelenk eine Beugung von 30® ausgeführt wird. 

c) Kinetisches Maß für die MusTceln des Beins, 

a) Vergleichung der Verhältnisse am Bein mit denen 
des Arms. 

Unter der schon früher gemachten Voraussetzung, daß der Fuß 
zum Unterschenkel festgestellt ist, und der Oberschenkel sich gegen 
das fixiert gedachte Becken nur um eine zu der Enieachse parallele 
Achse im Hüftgelenk drehen kann, wird das kinetische Maß für die 
Muskeln des Beins ebenfalls durch die Formel (268) dargestellt. In 
der speziellen Form des auf der rechten Seite von (268) stehenden 
Ausdrucks kann nur insofern eine Änderung gegenüber der für den 

Arm geltenden Form eintreten, als für das Bein die Konstanten-^ 

und * andere Werte besitzen. Zur Berechnung derselben können un- 

mittelbar die bei der Untersuchung der Armmuskeln angegebenen 
Formeln (270) und (272) Verwendung finden; man hat in denselben 
nur überall den Index 8 durch den für den rechten Oberschenkel ein- 
geführten Index 2, und ferner den Index 10 durch den für das System 
Unterschenkel + Fuß schon früher verwendeten Doppelindex 4,6 zu 
ersetzen, and insbesondere unter m^^ die Masse dieses Systems zu 
verstehen. 

Die direkte Messung an den unteren Extremitäten zweier ver- 
schiedener Indi^^iduen und die auf die Resultate derselben gegründete 
Rechnung hatte die in folgender Tabelle niedergelegten Werte für die 
einzelnen in betracht kommenden Größen ergeben: 



Körperteile 


G m 

inkgj 


l 
in cm 


r 

in cm 


in cm 


c 

in cm 


in cm 


(5 

in cm 


Q 

in cm 


^2 


h 


S ( Oberschenkel 

'S Unterschenkel 
S l +Fuß 


6,45 
3,68 


0,006574 
0,003751 


40,0 


17,7 
25,0 


10,3 
15,1 


25,79 
9,08 


29,12 
17,60 


32,88 
34,10 


14,08 


1 2,335 


0,853 


M ( Oberschenkel 

'S { Unterschenkel 
^ l +Fuß 


6,99 
3,67 


0,007125 
0,003741 


40,0 


16,7 
26,0 


10,8 
14,9 


24,72 
8,60 


28,46 
17,07 


32,76 
33,88 


13,92 


2,853 


0,847 


^ i Oberschenkel 

'S \ Unterschenkel 
S l +Fuß 


4,86 
2,98 


0,004954 
0,003037 


36,9 


16,72 

24,77 


11,01 
14,41 


23,39 
9,41 


26,80 
17,67 


80,70 — 
38,16 i 14,44 


2,126 


0,924 


g / Oberschenkel 

'Unterschenkel 
+ Fuß 


4,81 
2,80 


0,004903 
0,002854 


36,65 


16,90 
21,94 


11,43 
15,10 


23,54 
8,07 


27,14 
16,16 


31,29 
32,36 


12,56 


2,491 


0,883 
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Aus dieser Tabelle ist zunächst ersichtlich, daß trotz großer Ver- 
schiedenheiten in den Gewichten und den Dimensionen sowohl die 

Ca Gm « 

Konstante — als auch die Konstante / nahezu in allen Fällen 

denselben Wert besitzt. Es zeigen sich sogar größere Unterschiede 
bei den beiden unteren Extremitäten ein und desselben Individuums 
als zwischen den zu verschiedenen Individuen gehörenden Werten. 
Der Grund hierfür ist hauptsächlich darin zu suchen, daß die beiden 
für die Muskelwirkung in Frage kommenden Verhältniszahlen nur 
von dem Verhältnis der Gewichte beider Abschnitte des Beins ab- 
hängen; das letztere ist aber, wie schon früher angegeben wurde, bei 
allen normal gebauten Individuen annähernd das gleiche, mögen die 
Gewichte selbst noch so große Unterschiede aufweisen. 

Vergleicht man nun die für das Bein geltenden Werte der beiden 
Konstanten mit den früher für den Arm gefundenen Werten 2,095 
und 0,894 (vgl. S. 277), so erkennt man eine Übereinstimmung zwischen 
denselben, welche zum Teil noch größer ist als die Übereinstimmung 
der in der obigen Tabelle angeführten Werte untereinander. Hieraus 
ergibt sich die wichtige Tatsache, daß die allein im Kniegelenk ge- 
gliederte untere Extremität und die allein im Ellbogengelenk gegliederte 
obere Extremität sich unter den getroffenen Voraussetzungen nahezu 
ganz gleich gegenüber den angreifenden Muskelkräften verhalten. Zwei 
Muskeln, von denen der eine auf die beiden Abschnitte des Beins mit 
Drehungsmomenten von dem gleichen Verhältnis einwirkt als der 
andere auf die beiden Abschnitte des Armes, rufen daher die gleichen 
Bewegungen an den beiden Extremitäten hervor. Würde man also 
einen Muskel des Beins nach dem Arm ijj der Weise verlegen können, 
daß das statische Maß seiner Wirkung für die obere Extremität das 
gleiche ist wie für die untere, so würde auch die kinetische Wirkung 
die gleiche geblieben sein. 

Daß dies nicht etwa von vornherein selbstverständlich ist, geht 
deutlich aus einem Vergleich mit den Verhältnissen bei anderen am 
menschlichen Körper vorkommenden zweigliedrigen Systemen hervor. 
Nimmt man beispielsweise den Oberschenkel als fixiert an, läßt aber 
dafür das obere Sprunggelenk beweglich und betrachtet nun die 
Wirkung der über das Kniegelenk oder das Fußgelenk, oder über 
beide hinwegziehenden Muskeln auf das allein im oberen Sprung- 
gelenk gegliederte, aus Unterschenkel und Fuß bestehende zwei- 
gliedrige System, so stellen sich ganz andere Verhältnisse heraus. 
An den vier unteren Extremitäten, welche den Zahlen der letzten 
Tabelle (auf Seite 288) zugrunde liegen, hatten sich z. B. die in 
der folgenden Tabelle angegebenen Werte für die Gewichte, die ver- 
schiedenen Längen und die Verhältnisse -- und -,— herausgestellt, 
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wobei wie früher der Index 4 dem Unterschenkel allein und der In- 
dex 6 dem Fuß zugeschrieben ist: 



Körperteile 



G 

inkgl 



l 
in cm 



r 

in cm 



in cm in cm in cm in cm 



in cm Pq I l^ 



ä 



Unter- 
schenkel 

Fuß 

Unter- 
^ I Schenkel 

Fuß 

Unter- 
schenkel 

Fuß 

u { Unter- 
M \ Schenkel 

^ l Fuß 



2,69 
0,99 
2,67 
1,00 
2,07 
0,91 
1,89 
0,91 



39,0 



0,002742 39,0 
0,001009 
0,002721 
0,001011 
0,002110 37,9 
0,000928; — 



16,5 
6,0 

16,0 
6,0 

16,13 
6,38 



0,001927 37,1 16,30 

I 
0,0009281 — 1 6,95 



9,8 
6,0 
10,1 
6,2 
9,16 
5,91 
9,66 
5,97 



22,58 

1,62 
22,28 

1,64 
22,77 

1,95 
23,06 

2,26 



26,07 

4,41 
25,99 

4,51 
26,02 

4,80 
26,26 

5,22 



30,09 
12,00 
30,32 
12,39 
29,74 
11,83 
29,91 
12,07 



2,80 1 



2,87 



3,251 



3,64, 



10,746 



10,564 



0,308 



0,318 



9,1820,312 



8,21710,325 



Vergleicht man die hier gefundenen Zahlen in den letzten beiden 
Spalten mit den entsprechenden Zahlen, welche sich für das ganze 
nur im Kniegelenk gegliederte Bein oder den ganzen nur im 
Ellbogengelenk gegliederten Arm ergeben haben, so erkennt man, 
daß von einer auch nur annähernd stattfindenden Übereinstimmung 
keine Bede mehr sein kann. Ein Muskel, welcher auf den Unter- 
schenkel und den Fuß Drehungsmomente ausüben würde von dem 
gleichen Verhältnis wie ein anderer Muskel an einer der ganzen 
Extremitäten, müßte daher bei seiner Kontraktion trotz der Gleichheit 
des statischen Maßes doch eine ganz andere Anfangsbewegung her- 
vorbringen wie der letztere. Somit ist die Gleichheit des mechanischen 
Verhaltens der ganzen oberen und unteren Extremitäten gegenüber 
den einwirkenden Muskelkräften eine sehr bemerkenswerte Eigenschaft 
des menschlichen Körpers. Ob sich bei anderen Säugetieren ähnliche 
Verhältnisse für die Extremitäten herausstellen, ist von vornherein 
nicht zu sagen und bedarf noch der eingehenden Untersuchung. 

Infolge der Übereinstimmung zwischen dem mechanischen Ver- 
halten der unteren und oberen Extremitäten kann man nun mit ge- 
nügender Genauigkeit die Formeln (273) und (274) auch direkt dazu 
verwenden, das kinetische Maß der nur über das Kniegelenk oder nur 
über das Hüftgelenk oder über beide Gelenke hinwegziehenden Muskeln 
zu berechnen. Bezeichnet man wie früher mit D^ das Drehungs- 
moment, mit welchem ein solcher Muskel auf den Oberschenkel ein- 
wirkt, und mit D^^ das Drehungsmoment, mit welchem er gleich- 
zeitig auf den Unterschenkel, oder hier richtiger gesagt auf das System 
Unterschenkel -f- Fuß einwirkt, femer mit ^^ g ^^^ Hüftgelenkwinkel 
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und mit ^2 4 ^®^ Kniegelenk winkel, so erhält man demnacli z. ß, aus 
(273) für das Verhältnis der Winkelbeschleunigungen ^^'2 und ^2^4 
im Hüft- und Kniegelenk die Formel 



D 



(277) 






0,894-g^-co8i^2^^ 



D, 



(2,095 + COS'V;^^^) - (0,894 + cosip^^) -^ 






ß) Spezielle Beispiele für die Bestimmung des kine- 
tischen Maßes von Beinmuskeln. 

Das kinetische Maß der nur über das Kniegelenk hinwegziehen- 
den Muskeln, wie der Mm. vastus lateralis, vastus intermedius, 
vastus medialis und biceps femoris caput breve, ist genau 
das gleiche wie für die eingelenkigen Ellbogenmuskeln. Denn da für 
dieselben das Verhältnis der Drehungsmomente D^ und D^^ über- 
einstimmend den konstanten Wert — 1 besitzt, so wird das kinetische 
Maß auch für diese Muskeln durch die rechte Seite der Formel (275) 
bestimmt. Es gelten daher für das Verhältnis der Anfangsdrehungen 
wieder die in der Tabelle auf Seite 279 angegebenen Zahlen, welche 
hier in etwas erweiterter Form noch einmal mitgeteilt werden sollen, 
weil die Beugung im Kniegelenk am lebenden Menschen den Umfang 
von 150^ erreichen kann: 



Beugungswinkel xj> 
des Kniegelenks 


0^ 1 10« 


20« 


30° 


40» 


50° 600 : 700 


Verhältnis-^. 

^2,4 

der Anfangsdrehungen 


— 0,38 — 0,38 


— 0,38 


— 0,37 


— 0,37 


1 
— 0,36 — 0,35 — 0,34 

! 



Beugungswinkel tp 

2,4 
des Kniegelenks 



Verhältnis 



^1,2 



^2,4 

der Anfangsdrehungen 



80° 



90° , 100<> 110° 



120« 130<» 



140<> 



- 0,32 — 0,30i— 0,27 — 0,24 — 0,20 — 0,15 — 0,09 

I ' I i i i I 



150° 



■0,02 



Es wirken also die eingelenkigen Muskeln des Kniegelenks auch 
auf das Hüftgelenk, über das sie gar nicht hinwegziehen, und zwar 
findet die Drehung in diesem immer in entgegengesetztem Drehungs- 
sinn statt wie in jenem. Bezeichnet man bei aufrechter Stellung des 
Körpers die Vorwärtsbewegung des Oberschenkels gegen das Becken 
als Beugung und die Rückwärtsbewegung als Streckung des Hüft- 
gelenks und beachtet, daß bei der Beugung des Kniegelenks der 
Unterschenkel gegen den Oberschenkel nach rückwärts, also gerade 
im entgegengesetzten Sinne bewegt wird wie der Unterarm gegen 

19* 
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den Qberarm bei der Beugung des Ellbogengelenks , so hat man 
folgendes Resultat: 

Die Mm. vastus lateralis^ vastus intermedius und yastus 
medialis sind sowohl Strecker des Kniegelenks als auch 
Strecker des Hüftgelenks. Der M. biceps femoris caput 
breve ist dagegen Beuger des Kniegelenks und gleichzeitig 
Beuger des Hüftgelenks. 

Da bei den nur über das Hüftgelenk hinwegziehenden Muskeln 
das Drehungsmoment D^ den Wert Null besitzt, so wird das kine- 
tische Maß derselben durch die rechte Seite der Formel (276) dar- 
gestellt. Insbesondere erhält man hieraus für verschiedene Ausgangs- 
stellungen im Kjiiegelenk als Wert des Verhältnisses der Anfangs- 
drehungen (vgl. hiermit die Tabelle auf den Seiten 282 und 283): 



Beugungswinkel tfi 
des Kniegelenks ' 



10« 



20<^ I 30« 



40» I 500 



Verhältnis 



*M 



oder ! 






der AnfangB- 
drehungen 



!'— 0,47'— 0,481- 



0,49 — 0,51 

I 



I 
I 
0,54:— 0,58 



60« 



70<> 



•0,64 — 0,72 



Beugungswinkel il> 
des Kniegelenks' 



80« I 90« 



100« 



110« I 120« I 130« , 140« 



150« 



I 



T 



- 0,84 — 1 [—0,80] [—0,62] [—0,44] [—0,28] [—0,15] [—0,03] 

i 1 i I ■ 



Verhältnis —,\— oder 

r^2,4 der Anfangs- 
'^[\ drehungen 

In dieser T^ibelle sind wiederum die Zahlen in Klammern einge- 
schlossen, welche dem Verhältnis der Anfangsdrehung im Kniegelenk 
zu der Anfangsdrehung im Hüftgelenk angehören. Diese Werte gelten 
beispielsweise für den M. iliacus. Da auch hier wieder alle Werte 
negativ sind, so V -nn man sagen, daß der M. iliacus sowohl Beuger 
des Hüftgelenks als auch Beuger des Kniegelenks ist. 

Während der Ausdruck zur Bestimmung des kinetischen Maßes 
eingelenkiger Muskeln eine einfachere Form annahm, ist der Berech- 
nung bei mehrgelenkigen Muskeln die allgemeine Form (277) zu- 
grunde zu legen. Wie schon bei der Untersuchung der Armmuskeln 
hervorgehoben wurde, ist das kinetische Maß eines mehrgelenkigen 
Muskels im allgemeinen von beiden Gelenkwinkeln abhängig, trotz- 
dem in (277) nur der Winkel des Kniegelenks in expliziter Form 
auftritt. Der Grund hierfür liegt darin, daß das Verhältnis der beiden 
Drehungsmomente eine Funktion beider Gelenkwinkel ist. 

Unter den hier in Betracht kommenden mehrgelenkigen Muskeln 
des Beins soll wieder der M. semimembranosus zur Berechnung des 
kinetischen Maßes herausgegriffen werden, da für denselben die Werte der 
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beiden Drehungsmomente D^ und 2),,^^ schon früher abgeleitet worden 
sind. Dieselben finden sich in den Tabellen auf Seite 236 nieder- 
gelegt. Durch Division aller aufgezeichneten Werte dieser Drehungs- 
momente, welche zu gleichen Werten der beiden Gelenk winkel i^^^ 
und ^2 4 gehören, erhält man die folgende Tabelle für das 

Verhältnis '"* für den M. semimembranosus: 



Knie- 
gelenk- 
Winkel 
xp 



10« 
20« 

40« 

50« 

60<> 

70<> 

80» 

90<> 

100« 

1100 

120^ 

1300 

140« 

150<> 



Hüftgelenkwinkel ip 

- 10« I 0<> !-f 10« ! + 200 I + 30» I + 4Q0 _j. 500 ^ ^ qqo | 



-f 7)« 



I + 80« I + 90« 



+ 100« 



+ 0,24 
+ 0,24 
+ 0,03 
0,06 



+ 0,Ö6|+ 0,84i+ l,04j+ 1,20|+ 1,24 + 1,201+ l,lt> + 1,00;+ 0,84 + 0,64 + 0,36 
+ 0,66'+ 0,84 + 1,04'+ 1,20|+ 1,24,+ 1,20|4- 1,12 + 1,00 + n,H4 + 0,64 + 0,36 



+ 0,831+0,77 -f- (V«T 
+ 0,67|+0,rn ^ u,5ie 
+ 0,53 + 0,17 -^0 39 



+ 0,5» + 0,37 + 0,13 

+ li,a9 + 0,24 + 0,03 

0.iSft -1^0^14 — 0,06 

+ 0,18 + 0,31 + 0,41 + 0,44 + 0,41 + 0,:^+; — 0,2ti|+ UM + 0,05 — 0,13 

— 0,24 — 0,05 -f 0,12 + 0,24|-|- 0,34 + 0,37 + 0,34!+ 0,J':* i- J2'+ 0,12 !— 0,17 



+ 0,30,+ 0,53 + 0,70 + 0,83'+ 0,87 - 

+ 0,18 + 0,39 + 0,55-1- 0,67|-|- 0,70 ■ 

0,14!-f 0,08 + 0,28 + 0,42 + 0,53 + 0,56 - 

— 0,21| 

o.rj'+o.ri 

0,24 — 0,05 + 0,12 + 0,24;+ 0,34 + 0,37 + 0,34j+ 0,:.^:* + n;i«i+ \\Vi — 0,17 

— 0,23 — 0,03 + 0,15 + 0,28 + 0,38 + 0,40 + 0,38 + 0,::^ + 0,töi+ 0,15' + 0,03J— 0,15 
0,18 + 0,03!+ 0,2ll+ 0,34'+ 0,45 + 0,47 + 0,45 + 0,.f9 + 0,3tj+ 0/21 + 0,08 — 0,11 
0,14 + 0,08 + 0,28 + 0,42 +.0,53|+ 0.56 + 0,53|+ 0^7+ f),:Jt!+ 0,5K -j- 0,14 — 0,06 

— 0,06 + 0,18,+ 0,39 + 0,56,+ 0,67 + 0,70 -j- 0,67!+ 0^1 -{ OM + i}M\) + 0,24 + 0,03 
+ 0,07 + 0,34'+ 0,59 + 0,76 + 0,90;-|- 0,93 + 0,90J+ 0,h:5 4- OJS + Ü,5l> + 0,41 + 0,17 
+ 0,24 + 0,56 + 0,84 + 1,04 + 1,20 + 1,24 + 1,20 + 1,p2 + l,OiV+ 0,Ö4 + 0,64 + 0,36 
+ 0,55 -f 0,95 + 1,30 + 1,55 + 1,751+ 1,80.+ l,75|-f l,f'^^ 4- 1,50 + 1,30+ 1,05 -f 0,70 
+ 0,94 + 1,44 + 1,88|+ 2,19|+ 2,441+ 2,50|+ 2,44'+ 2,:-^ + 2,13 + l,^^ \- l,r>iV'+ 1,13 

,ein 



Setzt man diese Werte in die Formel (277) .ein und berück- 
sichtigt dabei den zu jeder dieser Verhältniszahlep' ^gehörenden Wert 
des Kniegelenkwinkels 1^2,4? s^ erhält man schließüj^^^die in der folgen- 
den Tabelle niedergelegten Werte für das 



Verhältnis —ij- bzw. 



LK2J 



der 



jch si. 



M. semimem- 



branosus hervorgebrachten Anfangsdrehtt-^, 



^Ä. 






WS 



2,M 



0^ 

10« 

20» 

30« 

40« 

50« 

60« 

70« 

80« 

90« 

100« 

110« 

120« 

130« 

140« 

150« 



Hüftgelenkwinkel tp 



-10« 0« 



-0,30 
-0,29 
-0,31 
-0,30 
-0,29 
-0,27 
-0,25 
-0,21 
-0,15 
-0,07 



-flO« 



M 



-0,25 
-0,24 
-0,27 
-0,27 
-0,25 
-0,23 
-0,20 
-0,16 
-0,09 
+0,01 



+0,02 i +0,13 
-fO,16 I +0,30 
+0,36 +0,55 
+0,62 +0,87 
+1,00 lr+0,75 
[+0,71Ji[+0,55] 



-0,16 
-0.15 
-0,21 
-0,23 
-0,22 
-0,20 
-0,16 
-0,10 
-0,02 
+0,10 
+0,25 
+0,45 



+ 20« +30« +40« i +50« , -f60«^^*.-h70« 1 +80« | +90« 1+100 



irt 



-0,07 
-0,05 
-0,18 
-0,19 
-0,18 
-0,16 
-0,12 
-0,06 
+0,04 
+0,17 
+0,34 
+0,57 



+0,75 ! +0,91 



+0,89 
+0,60^ 
+0,46^ 



+0,76 

+0,53] 
+0,41J 



+0,09 
+0,11 
-0,13 
-0,15 
-0,15 
-0,13 
-0,09 
-0,02 
+0,09 
+0,24 
+0,42 
+0,68 
+0,95 
+0,67^ 
+0,47" 
+0,38 



+0,14 

+0,17 
-0,11 
-0,14 
-0,13 
-0,12 
-0,08 
-0,01 
+0,10 
+0,25 
+0,44 
+0,71 
+0,93 
+0,66 
+0,46 
+0,36' 



+0,09 ! ^%m 

+0,11 ! 44),08 



-0,13 
-0,15 
-0,15 
-0,13 
-0,09 
-0,02 
+0,09 
+0,24 
+0,42 
+0,68 
+0,95' 
+0,67^ 
+0,47' 
+0,38' 



-0,1« 
-0,17 
-^,17 
-0,15 

-0,11 
-0,04 
+0,0ß 
40,20 

+o,;'J7 
+I^^J3 

+ i^7r. 

+ iMi W 



-.-0,0» 

--o,oe 

'-^0,19 
-0,20 
-0,1» 
-0,17 

-0,11 
-0,07 
4 U.08 



-0,16 ' -0,23 

-0,15 ' -0,22 

■0,21 I -0,26 



-0,23 
-0,22 
-0,20 
-0,16 
-0,10 
-0,02 
+0,10 



H-n,33 I +0,25 
4-t»,55 , +0,45 



4'K7l>" 

-f-o,r>4 

^ 0,42 



+0,75 
+0,89 
+0,60 
+0.46^ 



-0,26 
-U,24 
-0,23 
-0,19 
-0,14 
-0,07 
+0,04 
+0,16 
+0,34 
+0,61 
+0,94 



[+0,70] [+0,89 
[+0,52]' [+0,64 



-0,28 
-0,28 
-0,29 
-0,29 
-0,28 
-0,26 
-0,23 
-0,19 
-0,13 
-0,05 
+0,06 
+0,21 
+0,43 
-0,71 
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In dieser Tabelle beziehen sich die in Klammem gesetzten Zahlen 
wieder auf das Verhältnis der Anfangsdrehung im Kniegelenk zu der 
Anfangsdrehung im Hüftgelenk. Da diese eingeklammerten Zahlen 
erst in der Nähe der extremen Beugestellung des Kniegelenks auf- 
treten, so erkennt man daraus, daß die Wirkung des M. semimem- 
branosus auf das Kjiiegelenk in den meisten Stellungen des Beins 
größer ist als die Wirkung auf das Hüftgelenk. Ein Vergleich der 
letzten Tabelle mit der vorhergehenden zeigt wieder deutlich, daß das 
Vorzeichen des Verhältnisses der Drehungsmomente nicht bestimmend 
ist für das Vorzeichen des Verhältnisses der Anfangsdrehungen. 

Da, wie man aus der letzten Tabelle sieht, der Fall nicht vor- 
kommt, daß d»8 Verhältnis --^- den Wert Null annimmt, so setzt der 

Musilr^l das Kniegelenk stets in Bewegung. Dagegen gibt es eine 
Reihe von Ausgangsstellungen, in denen er auf das Hüftgelenk im 
ersten Momofit gar nicht einwirkt, so daß also das Verhältnis der 
AnfangsdrehuBgen den Wert Null besitzt. In der Tabelle tritt zwar 
die Zahl Null nicht auf. Man kann aber leicht erkennen, zwischen 
welchen in der Tabelle verzeichneten Stellungen des Beins das 
Drehungsverhältni3 direkt zu Null wird. Die genauere Untersuchung 
zeigt, daß dies u.ater anderem in Haltungen des Beins stattfindet, 
Welche durch folgt3nde zusammengehörende Werte der beiden Gelenk- 
winkel charakterisiert sind: 



3^!-^: '^ ; __J1 ._!=__. und femer 



Vii ^^1 '"1 ''' [ ^^' 



ip ,1 — 100 00 '^WeLu 200' + 300 +400 + 500 +600 4- 700 +800 +900 +1000 

=1'^ ' -^^/cgv^ '— - |--- -;— -—- - -I—T 

'^2 4 1 9^° 89V2 iV^^^'' l'^ßVa^i 720 j 710 I 720 ^ 740 JTTYgO, 820 , 870 . 950 



Da in diese , Stellungen der M. semimembranosus infolge seiner 
Lage zum Enieg^'ölenk (lasselbe nur beugen kann und es keine Stellung 
des Beins gibt,, in welcher er überhaupt nicht auf das Kniegelenk 
einwirkte, so wiird der Muskel überhaupt Beugung im Kniegelenk 
hervorbringam. ylaohdem dies klargestellt ist, kann man aus dem 
Vorzeichen äer \,'erhältnis werte stets in eindeutiger Weise erkennen, 
in welchem Sinne die. gleichzeitige Drehung im Hüftgelenk stattfindet. 
Abgesehen vim eil ligen Stellungen in der Nähe der extremen Streck- 
stellung des Knie^'jeltoks ruft der Muskel bis in die Nähe der recht- 
winkligen Beugest 'ollung durchweg Beugung im Hüftgelenk hervor. 
Von größeren Beuk'^cUuiigen des Kniegelenks aus wirkt er dagegen 
streckend auf das iilüftgelenk ein. In der Nähe der rechtwinkligen 
Beugestellung tritt, jedoch die Streckung des Hüftgelenks noch sehr 
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gegen die Beugung des Kniegelenks zurück. Dagegen überwiegt die 
erstere gegen die letztere in der Nähe der extremen BeugestelJung 
des Kniegelenks. Dazwischen liegen Stellungen, in denen die Anfangs- 
drehungen in beiden Gelenken gleich groß ausfallen. Dieselben sind 
durch folgende Werte der beiden Gelenk winkel charakterisert: 

i/>jgj— lO^i QO |+10o| -f20«+30<>+40<» + 500+600 +70<» +80«+90"^-fl000 



i})^J\ U00|1330| 127M22yg<> llö^ ^ 118<> | 119° 12l0 12373^ 127<> ^ 13lV 137» 

Faßt man alle diese Befunde noch einmal kurz zusammen, so 
kann man das Resultat über die bewegende Wirkung des Muskels 
so aussprechen: 

Bei freier Beweglichkeit des Hüft- und Kniegelenks ist 
in mittleren, nicht zu starken Beugestellungen des Kpgs- 
der M. semimembranosus Beuger des Kniegelenk» ttn^[ auch 
Beuger des Hüftgelenks. In der Nähe der extreaien «^'gjy^^jj.^ 
Stellung und der rechtwinkligen Beugestellung •^es Knie- 
gelenks wirkt er auf das Hüftgelenk gar nicht, bJ^j |,ßj noch 
größeren Streckstellungen einerseits und BengcVstellunizen 
andererseits auf dasselbe streckend ein, nnd ii^Twar um so 
mehr, je näher das Bein sich der extremerj Streck- oder 
Beugestellung des Knies befindet. I)a8 Sffniegelenk wird 
dagegen in allen Ausgangsstellungen def^ Beins von dem 
Muskel gebeugt. -^ 

d) Anfangsbewegung hei gleichzeitiger P^inwirkung von Muslcehi 
und Schwere, ^ 

Wenn auf das zweigliedrige System gleichzeitig mehrere ver- 
schiedene Kräfte bewegend einwirken, «o gilt doch stets wieder die 
Formel (268) für die Bestimmung des XTmrhlltnisses der in beiden 
Gelenken hervorgebrachten Anfangsdrehungen. Dabei ist ganz all- 
gemein unter D^ das resultierend« ßrehungsmoment zu verstehen 
mit welchem alle Kräfte vereinigt auf das der festen Achse zunächst 
liegende Glied einwirken, und nntex" /), das resultierende Drehungs- 
moment derselben Kräfte für das zweite Glied. Um diese beiden 
resnltierenden Drehungsmomente im gegebenen Falle zu gewinnen 
hat man nur von jeder am System angreifenden äußeren Kraft und von 
jedem Paar innerer Kräfte die Drehungsmomente für sich zu be- 
stimmen, mit welchen sie Auf die beiden Glieder des Systems ein- 
wirken, und dann alle demselben Gliede angehörenden Drehungs- 
momente zu dem resnltk^öden Drehungsmoment zusammenzufassen 
Bezeichnet man wieder »^e früher die von der Schwere ausgeübten 
Drehungsmomente durc^- 2), mit angehängtem Index, welcher die 
Nummer des K»rper<öilÄ angibt, auf welchen das Drehungsmoment 
ausgeübt wird, so h*t man also bei gleichzeitiger Einwirkung von 
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Muskeln und Schwere am Arm zu setzen: 

und am Bein, unter der Voraussetzimg, daß das obere Sprunggelenk 
festgestellt ist: 

um eine klare Vorstellung davon gewinnen zu können, in wel- 
cher Weise Schwere und Muskeln bei gleichzeitiger Tätigkeit in ihrer 
Sidtui^endeu Eiiiwirkuiif^ sit;]i entweder gegenseitig unterstützen oder 
J^^^*^'Ier entgegenwirken^ soll nun zunächst an einigen Beispielen 
gßg^jg^kiHtdenj wek'he Anfungsdrehungen in den beiden Gelenken 
die 8chwl^"^® «Hein hervorbringt Da infolge der Gleichheit der maß- 
geliöndea E^astanten für Ann und Bein die Verhältnisse an der 
uDti'reji ExfcnN**^* genau dieselben sein werden als bei gleicher Aus- 
eaü£^sstiJI(»Ä **** ^^"^^ oberen Extremität, so soll nur die Anfangs- 
be^\'eßimff ij^^fctcterer etwas genauer untersucht werden. 

c^} EiawirlfW^ir ^^^ Schwere allein. 

Bei alteiDiger lL,''**^i**kimg der Schwere nimmt der Ausdruck für 
Ans Verhältnis der A»*i^'^g^*lj*'bungen im Schulter- und Ellbogen- 
gelenk nt;cb (1^73) die i^'^orm an 

0,894 ^ » - cos i/,,io 

(280) y = -:- ^-- ^" W 

'''' (2,0M + 6t'»8 1^«^,^) - (0,894 + cos %,^) ^ ^ 



/ 



An Stelle desselbea kann natürlich auch ein Ausdruck gesetzt 
werden, welcher das Verhältnis der Drehungsmomente D^^^^ und D,^^ 
enthält-, derselbe würde mit (274) übereinstimmen. 

Ist im besonderen Falle die Langsachse des Oberarms vertikal 
gerichtet, so besitzt D^^ und damit auch das in (280) auftretende 
Verhältnis der beiden Drehungsmomente den Wert Null. Die Formel 

(280) nimmt dann die spezielle Form an 

V^i'^g cos v>8 10 

(281) ^g'^'^^ "' 2,096 + cos i/)^,j^ 

In den verschiedenen Stellungen des EUlogeugelenks erhält man 
hieraus folgende Werte für das Verhältnis Hkx Anfangsdrehungen 
Schulter- und Ellbogengelenk: 
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Beagangswinkel xp 
des Ellbogengelenks 


O« 


10« 


20« 30« 


40« 50« 


60« 


Verhältnis —^jy der 
Anfangadrehungen 


- 0,32 


— 0,32 


- 0,31 — 0,29 


_ 0,27 — 0,24 


— 0,19 



Beugangs-winkel ih 
des Ellbogengelenks 



1^ " 

Verhältnis —V <ler 
Anfangsdrehungen 



70« 



80« ,90«: 100« 



— 0,14 — 0,08' 1+0,09 



110« 120« 130« 

! I 



+ 0,20 + 0,31 + 0,44 



Aus den Zahlen der Tabelle ist zunächst wieder zu ersehen, daß 
die Schwere bei vertikaler Haltung des Oberarms auch eine Anfangs- 
drehung im Schultergelenk hervorbringt, trotzdem sie gar kein 
Drehungsmoment auf den Oberarm ausübt. Die eintretende Bewegung 
des Oberarms ist nur dem Einfluß zuzuschreiben, welchen eine Drehung 
des Unterarms infolge des Gelenkzusammenhanges auf den Oberarm 
ausübt, wie früher unter 8) bei der elementaren Ableitung der Be- 
wegungsgleichungen ausführlich auseinandergesetzt worden ist. 

Wenn die Oberarmlängsachse vertikal nach unten gerichtet ist, 
so wird in irgend einer Beugestellung des EUbogerigelenks die Schwere 
den erhobenen Unterarm senken und eine Streckung im Ellbogen- 
gelenk hervorrufen. Die Zahlen der Tabelle zeigen nun, daß, so- 
lange die rechtwinklige Beugestellung im Ellbogengelenk noch nicht 
erreicht ist, das Schultergelenk dabei gleichzeitig gebeugt und der 
Oberarm infolgedessen nach vorn gedreht wird. In der Nähe der 
extiemen Streckstellung des Ellbogengelenks beträgt die Anfangs- 
beugung im Schultergelenk etwa den dritten Teil der gleichzeitigen 
Anfangstreckung im Ellbogengelenk. Je mehr sich aber die Haltung 
des Armes der rechtwinkligen Beugestellung des Ellbogengelenks 
nähert, um so geringer wird relativ die Beugung im Schultergelenk, 
bis sich endlich aus der rechtwinkligen Beugestellung selbst der Ober- 
arm im Anfang nicht mit bewegt. In größeren Beugestellungen des 
Ellbogengelenks wird nun das Schultergelenk durch die Schwere ge- 
streckt, der Oberarm also nach rückwärts gedreht, und zwar um so 
mehr, je näher die Ausgangshaltung des Armes der extremen Beuge- 
stellung kommt. 

In Figur 46 findet sich die von der Schwere bei vertikal nach 
unten hängendem Oberarm hervorgerufene Anfangsbewegung des Armes 
in der schon in den letzten Figuren angewendeten Weise für einige 
Ausgangsstellungen dargestellt. Dabei ist wiederum angenommen 
worden, daß das Drehungsverhältnis sich nicht ändert, während im 
Ellbogengelenk eine Streckung von 30^ vor sich geht. 
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Ist die Längsachse des Oberarms vertikal nach oben in der Aus- 
gangsstellung gerichtet und das Ellbogengelenk irgendwie gebeugt, 
so kann die Schwere nur die Beugung im Ellbogengelenk vermehren. 
Bei Ausgangshaltungen des Armes zwischen der extremen Streck- 
stellung und der rechtwinkligen Beugestellung des Ellbogengelenks 




Fig. 46. 

muß dabei im Schultergelenk eine Rückwärtsdrehung, d. h. eine 
Streckung eintreten. Dies folgt aus dem negativen Vorzeichen der 
entsprechenden Verhältniszahlen in der obigen Tabelle. Sobald da 




Fig. 47. 

♦ 

gegen in der Ausgangsstellung das Ellbogengelenk über die recht- 
winklige Beugestellung hinaus gebeugt ist, wird die weitere von der 
Schwere erzeugte Beugung im Ellbogengelenk von einer Beugung im 
Schultergelenk begleitet. In der rechtwinkligen Beugestellung selbst 
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wirkt dagegen die Schwere im ersten Moment gar nicht auf das 
Schultergelenk ein. 

Die hiermit in groben Zügen geschilderte Anfangsbewegung des 
Armes unter der alleinigen Einwirkung der Schwere wird durch 
Figur 47 in der bisherigen Weise für einige Ausgangstellungen ver- 
anschaulicht. 

Wenn in der Ausgangshaltung des Armes nicht die Längsachse 
des Oberarms, sondern die Längsachse des Unterarms vertikal ge- 
richtet ist, so besitzt das von der Schwere ausgeübte Drehungs- 
moment Dg^^ den Wert Null. Man hat daher in diesem Falle genau 
dieselben Verhältnisse wie bei der isolierten Kontraktion eines nur 
über das Schultergelenk hinwegziehenden Muskels. Es gelten infolge- 
dessen dann die in der Tabelle auf den Seiten 282 und 283 bzw. 292 
niedergelegten Werte für das Verhältnis der Anfangsdrehungen. Man 
gewinnt daher auch eine richtige Vorstellung für die Änderung der 
Armhaltung durch die Figuren 43 und 44. Nur muß man dieselben 
so betrachten, daß in der Ausgangshaltung die Längsachse des Unter- 
arms vertikal gerichtet ist, und zwar in Figur 43 vertikal nach unten, 
in Figur 44 dagegen vertikal nach oben. Denn man erkennt leicht, 
daß bei vertikal nach unten gesenktem Unterarm die Schwere wie 
^in ein gelenkiger Beugemuskel, dagegen bei verkikal erhobenem Unter- 
arm wie ein eingelenkiger Streckmuskel des Schultergelenks wirkt. 

Einen weiteren speziellen Fall, der im Grunde auch schon früher 
erledigt ist, hat mau, wenn in der Ausgangshaltung des Armes der Ge- 
samtschwerpunkt desselben mit dem Mittelpunkte des Schultergelenks in 
einer Vertikalen liegt, und nun der Arm der Einwirkung der Schwere 
allein überlassen bleibt. Man hat dann genau dieselben Verhältnisse 
wie bei der isolierten Kontraktion eines nur über das Ellbogengelenk 
hinwegziehenden Muskels-, die Drehungsmomente 2),^ und D,^^, mit 
welchen die Schwere in diesem Falle auf die beiden Abschnitte des 
Armes einwirkt, sind wie bei den eingelenkigen Ellbogenmuskeln 
entgegengesetzt gleich. Es gelten infolgedessen auch die in der 
Tabelle auf Seite 279 bzw. in der auf Seite 291 niedergelegten 
Zahlen für das Verhältnis der Anfangsdrehungen. Man kann weiterhin 
die Figuren 41 und 42 direkt als Veranschaulichung der von der 
Schwere in diesem Falle hervorgerufenen Anfangsbewegungen auffassen. 
Zu dem letzteren Zwecke hat man nur die Figuren so zu betrachten, 
daß der Schwerpunkt des Armes in der Ausgangshaltung bei Figur 41 
vertikal über und bei Figur 42 vertikal unter dem Mittelpunkte des 
Schultergelenks erscheint. Dies kann man nach dem früheren (vgl. 
Seite 248) leicht mit Hilfe des in den Figuren mit angegebenen 
Richtpunktes B des Unterarmes erreichen. 

Man hat also das Resultat, daß die Schwere genau die gleiche 
Anfangsbewegung des Armes hervorbringt wie ein eingelenkiger Ell- 
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bogenbeuger oder ein eingelenkiger Ellbogenstrecker, je nachdem in 
der Ausgangshaltung der Schwerpunkt des Armes vertikal über oder 
vertikal unter dem Mittelpunkte des Schultergelenks liegt. 

Bei einer beliebigen Stellung des Armes muß man erst das Ver- 
hältnis der beiden Drehungsmomente der Schwere aus den Werten 
der beiden Gelenkwinkel berechnen, bevor man die Formel (280) zur 
Bestimmung des Verhältnisses der Anfangsdrehungeu verwenden kann. 
Die hierzu dienende Formel ergibt sich aus (232) in Rücksicht auf 
die für den Arm geltenden Werte (233) der beiden Hauptstrecken; 
sie lautet 

^ ^ A,o 9,16 sin (i/,,^3 + ./,3^,,)- 

Aus derselben erhält man z. B. für eine Haltung des Armes, bei 
welcher der Schulter- und Ellbogengelenkwinkel bzw. + 10*^ und 30® 
betragen, als Wert des Verhältnisses der Drehungsmomente + 0,64. 
Die Schwere sucht im vorliegenden Falle, wie man ohne weiteres 
erkennt, sowohl den Oberarm als aucb den Unterarm in die Stellung 
überzufuhren, bei welcher die Längsachsen beider vertikal nach unten 
gerichtet sind. Man könnte also vielleicht vermuten, daß die Schwere 
bei der angegebenen Stellung des Armes sowohl im Schultergelenk 
als auch im Ellbogengelenk Streckung hervorbingen wird. Setzt man 

den gefundenen Wert für -^ in (280) ein und beachtet, daß 



«10 



^8,10 '^ 30^ ^s^; s^ erhält man für das Verhältnis der Anfangsdrehungen 
den Wert — 0,16. Die Drehung im Schultergelenk findet also in 
entgegengesetztem Sinne statt wie die Drehung im Ellbogengelenk. 
Da letztere ungefähr sechsmal so groß ist als die 
erstere, und die Bewegung des Armes unter der Ein- 
wirkung der Schwere natürlich nur so vor sich gehen 
kann, daß sich dabei der Schwerpunkt des Armes senkt, 
so überzeugt man sich leicht, daß es sich hier nur 
um Streckung im EUbogengelenk und Beugung im 
Schultergelenk handehi kann. Die Bewegung findet also 
so statt, wie sie durch die Figur 48 veranschaulicht 
wird. Bewerkenswert ist dabei wieder, daß im Schulter- 
gelenk Beugung eintritt, trotzdem die Schwere be- 
strebt ist, eine Streckung hervorzubringen. Der Grund 
für diese Tatsache ist ebenfalls in der gegenseitigen 
Beeinflussung der beiden Abschnitte des Armes bei der 
Bewegung zu suchen. 

Während man bei dem eben behandelten Bei- 
spiel nicht im Zweifel sein konnte, wie der Dreh- 
Fig. 48. ungssinn in beiden Gelenken ist, gibt es Fälle, in 
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denen man sieh nicht ohne weiteres darüber Rechenschaft geben 
kann. Man mnß dann zu der Formel (265) zurückgreifen, welche 
die Winkelbeschleunigungen in den beiden Gelenken eines zwei- 
gliedrigen Systems aus den Drehungsmomenten zu berechnen ge- 
stattet. Setzt man in diese Formeln die für den Arm gefundenen 
Werte der Konstanten- Aj, k^, l^ und c^ ein, so erkennt man zunächst, 
daß der gemeinsame Nenner für den Arm einen positiven Wert be- 
sitzt; denn es ist schon das Produkt A^Ag größer als das Produkt l^c^. 
Es richtet sich daher das Vorzeichen der beiden Winkelbeschleuni- 
gungen, und damit das Vorzeichen der Anfangsdrehungen, nach dem 
Vorzeichen der Zähler in (265). Dividiei-t man die Zähler durch das 
an und für sich positive Produkt l^c^ und beachtet, daß damit (266) 
in (268) übergeführt wird, so kann man in Rücksicht auf die für den 
Arm eingeführten Indizes und die zugehörigen Werte der Konstanten 
(vgl. (280)) sagen: 

r n -| 

A,o und 



r A 

^/'s hat das gleiche Vorzeichen wie 0,894 j—- — cos ^g ^^ 
at das gleiche Vorzeichen wie 

(2,095 + cos ^g,,o) - (0,894 + cos i^,^,,) ^*- 1 D,,,. 



Es ist demnach die Drehung im Hüftgelenk positiv oder negativ, 
je nachdem sich für den Zähler von (280) bei der Berechnung des 
Drehungs Verhältnisses ein Vorzeichen ergeben hat, welches mit dem 
Vorzeichen des Drehungsmomentes 2),^„ übereinstimmt oder demselben 
entgegengesetzt ist. Die Drehung im Ellbogengelenk ist dagegen 
positiv oder negativ, je nachdem der Nenner von (280) das gleiche 
oder entgegengesetzte Vorzeichen wie Dg^^ hat. 

Hat man z. B. eine Ausgangsstellung, bei welcher der Oberarm 
bis zur horizontalen Stellung seiner Längsachse erhoben, und der 
Unterarm wieder im Ellbogen gelenk um 30® aus der äußersten Streck- 
stellung gebeugt ist, so besitzen die beiden Gelenkwinkel ^^g ^^^ 
^840 ^^® Werte 90® und 30®. Es folgt demnach für das Verhältnis 
der Drehungsmomente D^^ und 2)«^„ nach (282) der Wert + 2,73 und 
hieraus nach (280) für das Verhältnis der Anfangsdrehungen der 
Wert — 0,85. Bei der Berechuug dieses Verhältnisses mit Hilfe der 
Formel (280) hat sich für den Zähler das positive und für den 
Nenner das negative Vorzeichen herausgestellt. Da nun, wie man 
leicht bestätigt, bei der angenommenen Stellung des Arms Dg^^ negativ 
ist, so ergibt sich, daß im vorliegenden Falle das Schultergelenk ge- 
streckt und das Ellbogengelenk gebeugt wird, so wie es Figur 49 an- 
deutet. Das ist wiederum ein bemerkenswertes Resultat; denn wenn 
man z. B. das Schultergelenk festgestellt denkt, so müßte natürlich 
Streckung im Ellbogengelenk stattfinden. 
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In den beiden zuletzt angeführten Beispielen handelte es sich um 
die gleiche Stellung im Ellbogengelenk; es war beidemal der Unter- 
arm um 30® aus der äußersten Streckstellung gegen den Oberarm 
gebeugt angenommen. Dagegen sollte der Oberarm im Schultergelenk 
im ersten Falle um 10®, • im zweiten um 90® aus der vertikalen 
Stellung nach vom herausgedreht sein. Trotzdem sich die beiden 
Stellungen des Armes nur dadurch unterscheiden, daß im zweiten 
Falle der Oberarm um 80® mehr erhoben ist als im ersten, so finden 
doch in dem einen Falle die Anfangsdrehungen in den Gelenken im 
entgegengesetzten Sinne statt als im anderen. Denkt man sich den 
Arm unter Beibehaltung der Beugestellung des Ellbogengelenks durch 

allmähliches Erheben des Oberarms 
aus der ersten Stellung in die 
zweite übergeführt, so ist von vorn- 
herein zu erwarten, daß man dabei 
auf eine Stellung treffen wird, in 
welcher keine Anfangsdrehung mehr 
im Schultergelenk stattfindet, und 
auf eine andere Stellung, in wel- 
cher im EUbogengelenk keine An- 
fangsdrehung vorhanden ist. Die 
eine Stellung wird dadurch cha- 
rakterisiert sein, daß das Verhält- 
nis der Anfangsdrehungen im 
Schulter- und Ellbogengelenk den 
Wert Null angenommen hat, für 
die andere Stellung muß dagegen 
dieses Verhältnis unendlich groß, 
das reziproke Verhältnis also gleich Null sein. Zwischen diesen 
beiden ausgezeichneten Stellungen ist dann weiter eine Anfangs- 
bewegung des Armes zu erwarten, in welcher die beiden Gelenk- 
drehungen von gleichem Drehungssinn sind, so daß ihr Verhältnis einen 
positiven Wert besitzt. 

Um diese singulären Stellungen des Armes festzustellen, hat man 
nur zunächst zu untersuchen, für welche Werte des Verhältnisses 

der beiden Drehungsmomente i),^ und Dg^^ das Verhältnis -j— ent- 

"^8,10 

weder gleich Null oder unendlich groß wird. Die Entscheidung läßt 
sich leicht mit Hilfe der Formel (280) treffen. In dem einen Falle 
muß nämlich der Zähler, in dem anderen der Nenner auf der rechten 
Seite von (280) den Wert Null annehmen. 

Es findet daher ausschließlich Drehung im Ellbogengelenk 
statt, wenn 



Fig. 49. 



Nr. 18.J n. Spez. TeiL A. Anwend. auf die Mechanik d. mensclil. Körpers. 305 



(283) 



2>; 



0,894] ^ 



dagegen ausschließlich Drehung im Schultergelenk, wenn 



D^ 



2,095 + cos i\) 



8,10 



(284) ^^_^ 0,894 + cos 0/,^^^ 

ist. Beachtet man nun, in welcher Beziehung nach (282) dieses Ver- 
hältnis der Drehungsmomente zu den beiden Gelenkwinkeln ^^ § und 
^8,10 stött, so kann man leicht in beiden Fällen die zusammengehören- 
den Werte der Gelenkwinkel berechnen. 

Setzt man die rechten Seiten der Formeln (283) und (282) gleich, 
so erhält man nach einer einfachen Umformung hieraus schließlich 
die Formel 
(285) 



sin i/>3, ,o cos ^ 3^,, 



ff* W, ^_ ' 8 , 10 ' 1 

^g^l,8 2,113 — COS^g^^ 

Diese Formel dient dazu, für jede durch einen bestimmten Wert 
von ^8 10 charakterisierte Beugestellung im Ellbogengelenk die Stellung 
des Schultergelenks zu berechnen, von welcher aus die Schwere aus- 
schließlich eine Anfangsdrehung im Ellbogengelenk hervorbringt. 
Besitzt nun ^g^^ den Wert 30®, wie oben angenommen wurde, so 
ergibt sich aus (285) für ^^g bis auf halbe Grade abgerundet der 
Wert ITVs^ 

Setzt man dagegen die rechten Seiten der Formeln (284) und 
(282) einander gleich, so erhält man wiederum nach einer einfachen 
Umformung zur Berechnung von ^^g die Formel 



(286) 



tg *1,8 



(2,095 + cos ^g,,,) sin ^^^^^ 
2,113 + 0,269 COS '^ — cos* 



^8,10 



Mit Hilfe dieser Formel kann 
man andererseits für jede durch 
einen bestimmten Wert von ^g^^ 
charakterisierte Beugestellung im 
Ellbogengelenk die Stellung des 
Schultergelenks berechnen, von 
welcher aus die Schwere ausschließ- 
lich eine Anfangsdrehung im 
Schultergelenk hervorbringt. Für 
den speziellen Wert 30® des Winkels 
^8,10 ergibt sich aus (286) für ^^g 
der Wert von abgerundet 43®. 

Diese beiden singulären Hal- 
tungen des Armes, in denen bei 
alleiniger Einwirkung der Schwere 
entweder nur Bewegung im EU- 




Fig. 50. 
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bogengelenk oder nur Bewegung im Sehultergelenk eintritt, finden 
sich in Figur 50 zusammen mit der Haltung dargestellt, in welcher 
der Oberarm bei gleicher Beugestellung im Ellbogengelenk vertikal 
nach unten gerichtet ist. Geht man von dieser letzteren Stellung 
aus und dreht ohne Änderung der Beugestellung des Ellbogengelenks 
den Oberarm im Schultergelenk nach vom und oben bis zur äußersten 
Grenze, so ergibt sich aus der eben angestellten Untersuchung das 
folgende Verhalten des Armes gegenüber der Einwirkung der Schwere. 

Im An£ajig streckt die Schwere das Ellbogengelenk und beugt 
gleichzeitig das Schultergelenk in der Weise, daß das Verhältnis der 
Anfangsdrehungen im Schulter- und Ellbogengelenk den Wert — 0,29 
(vgl. die Tabelle auf Seite 297) besitzt. Erhebt man nun den Ober- 
arm, so tritt die Beugung im Schultergelenk gegen die Streckung im 
Ellbogengelenk noch mehr zurück. Ist der Oberarm um 10^ auf der 
vertikalen Stellung herausgedreht, so ist das Drehungsverhältnis schon 
auf etwa die Hälfte, genauer auf — 0,16 herabgesunken (vgL Fig. 48) 
und wenn die Drehung um ITy^® aus der vertikalen Stellung erfolgt 
ist, so hat die Anfangsbeugung im Schultergelenk ganz aufgehört; es 
wird also jetzt aUein im Ellbogengelenk Streckung hervorgebracht. Geht 
die Erhebung des Oberarms weiter, so bekommt das Verhältnis der 
Anfangsdrehungen einen positiven Wert, d. h. aber es tritt jetizt neben 
der Streckung des Ellbogengelenks auch Streckung im Schultergelenk 
ein. Diese Streckung des Schultergelenks überwiegt bald die gleich- 
zeitige Streckung des Ellbogengelenks, und zwar um so mehr, als die 
letztere sich so wie so allmählich verringert. Wenn der Oberarm 
um 43® aus der vertikalen Stellung erhoben ist, so ist die Bewegung 
im Ellbogengelenk ganz verschwunden, und es ist momentan nur noch 
Streckung im Schultergelenk als Wirkung der Schwere vorhanden. 
Wird nun der Oberarm noch mehr erhoben, so tritt von neuem Be- 
wegung im Ellbogengelenk ein; dieselbe besteht aber jetzt in einer 
Beugung desselben, die mit weiterer Erhebung des Oberarms immer 
mehr zunimmt. Ist beispielsweise der Oberarm in die horizontale 
Lage gekommen, so ist das Verhältnis der Streckung des Schulter- 
gelenks zu der Beugung im Ellbogengelenk auf den Wert — 0,85 
heruntergesunken, so daß also jetzt schon wieder die Anfangsdrehung 
im Ellbogengelenk die stärkere geworden ist. In der Stellung des 
Armes, in welcher bei 30® Beugungswinkel im Ellbogengelenk die 
Längsachse des Unterarms vertikal nach oben gerichtet ist, besitzt 
endlich das Verhältnis der Anfangsdrehungen den noch kleineren Wert 
— 0,51 (vgl. die Tabelle auf Seite 282). Die Beugung im EUbogen- 
gelenk ist daher jetzt verhältnismäßig noch größer geworden. 

Wie man sieht, ist die Kenntnis der singulären Stellungen des 
Armes, in denen unter dem Einfluß der Schwere entweder nur 
Drehung im Ellbogengelenk oder nur Drehung im Schultergelenk 
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eintritt, von Bedeutung für die Entscheidung, von welcher Art in 
einer anderen Ausgangshaltung des Annes mit gleichem Ellbogen- 
winkel die Bewegungen in den beiden Gelenken sind. Liegt diese 
Ausgangs^ellung zwischen den beiden singulären Stellungen^ so sind 
die Drehungen in den Gelenken von gleicher Art, liegt sie außerhalb, 
so haben die Gelenkbewegungen entgegengesetzten Drehungssinn. 

Unter Verwendung der Formeln (285) und (286) kann man in 
jedem Falle einer bestimmten Beugehaltimg des Ellbogen gelenks die 
singulären Stellungen leicht berechnen. Man kann nun aber auch 
ohne Berechnung des Schultergelenkwinkels ^^ g auf mehr anschau- 
lichem Wege zu der Kenntnis der genannten singulären Stellungen 
gelangen, wenn man sich nur mit Hilfe der einfacheren Formeln (283) 
und (284) vorher die Verhältnisse der beiden Drehungsmomente D^^ 
und D^^^ verschafft, welche diesen Stellungen entsprechen. Kennt man 
nämlich das Verhältnis der Drehungsmomente, mit welchen die Schwere 
auf die beiden Abschnitte des Armes in einer Stellung einwirkt, so 
kann man nach dem früheren (vgl. Seite 259) auch sofort den Punkt 
auf der Längsachse des Unterarms angeben, welcher in der betreffen- 
den Stellung mit dem Mittelpunkte des Schultergelenks in einer Ver- 
tikalen liegt. Dieser Punkt ist früher als Gleichgewichtspunkt be- 
zeichnet worden; er liegt so, daß das Verhältnis seines Abstandes von 
der Ellbogenachse zu dem Abstand der Ellbogenachse vom Richtpunkte 
des Unterarms gleich dem Verhältnis der Drehungsmomente D^^ und 
D^^^ ist. Im Falle, daß der Ellbogenwinkel %^^^ den Wert 30® be- 
sitzt, berechnet man für das Verhältnis dieser Drehungsmomente aus 
(283) den Wert -|- 0,969 und aus (284) den Wert + 1,682. Es liegt 
daher im ersten Falle der Gleichgewichtspunkt {Q^ in Fig. 50) auf 
der Rückwärtsverlängerung der Unterarmlängsachse nahezu ebenso weit 
vom Mittelpunkte des Ellbogen gelenks ab, als dieser vom Richtpunkte 
entfernt ist. Im zweiten Falle liegt der Gleichgewichtspunkt {Q^ in 
Fig. 50) ebenfalls auf der Rückwärtsverlängerung der Unterarmlängs- 
achse, aber noch weiter von der Ellbogenachse entfernt. 

Wenn man sich mit Hilfe der angegebenen Werte für das Ver- 
hältnis der Drehungsmomente die zu den beiden singulären Stellungen 
gehörenden genauen Lagen Q^ und Q^ des Gleichgewichtspunktes ver- 
schafft hat, wie es in Fig. 50 angedeutet ist, so hat man dann ein 
sehr einfaches und zugleich anschauliches Mittel, bei jeder anderen 
Stellung des Armes mit gleichem Ellbogenwinkel zu entscheiden, in 
welchem Sinne die Drehungen in den beiden Gelenken stattfinden. 
Es ist auch nach den obigen Auseinandersetzungen ohne weiteres 
klar, daß die durch die Schwere hervorgerufenen Anfangsdrehungen 
im Schulter- und Ellbogengelenk gleichen oder entgegengesetzten 
Drehungssinn haben, je nachdem der Gleichgewichtspunkt auf der 
Längsachse des Unterarms innerhalb oder außerhalb der Strecke 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 20 
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QeQ» liög^- Befindet sich der Gleichgewichtspunkt innerhalb dieser 
Strecke, so werden beide Gelenke gestreckt. Befindet er sich außer- 
halb, und zwar auf der Seite, welche an Q^ angrenzt, so wird das 
Schultergelenk gebeugt und das Ellbogengelenk gestreckt; liegt er da- 
gegen auf der Verlängerung der Strecke Q^Q^ über Q^ hinaus, so wird 
umgekehrt das Schultergelenk gestreckt und das Ellbogengelenk ge- 
beugt. 

Die in Figur 50 angegebene Lage der Punkte Q^ und Q^ gilt nur 
für den Fall, daß der Winkel t» lo des Ellbogengelenks den Wert 
30« besitzt. 

Man kann aber auch für alle anderen Beugestellungen im Ell- 
bogengelenk den Ort dieser beiden Punkte sofort angeben, wenn 
man die entsprechenden Werte des Verhältnisses der Drehungsmomente 
D, und D, kennt. 

Aus Formel (283) berechnet man für die verschiedenen Stellungen 
des Armes, in denen nur Bewegung im Ellbogengelenk eintritt, die 
in folgender Tabelle niedergelegten zusammengehörenden Werte von 

^8,10 u^id -n^' 



Beugungswinkel xpg ^q 
des Ellbogengelenks i 



Verhältnis 



D. 



bz.. [^] 



QO 



10« 



+0,894] [+0,908] 



20<> 30« 



[+0,961]'+ 0,969 



40« 



50« 



60« 



+ 0,857 



+ 0,719+ 0,559 



Beugungswinkel i/;^ -^q 
des Ellbogengelenks 



70« 



Verhältnis 



2>, 



bzw. 






80« 



1 90« 100« 



110« 



120« I 130« 



j+ 0,383 + 0,194 



- 0,194 — 0,383 



-0,559,— 0,719 



In dieser Tabelle ist wieder der Wert des reziproken Verhält- 
nisses angegeben und durch eine Klammer kenntlich gemacht, wenn 
sich Dg > Dg^ herausgestellt hat. Itfan erkennt aus der Tabelle, daß 
der Punkt Q^ so lange auf der Rückwärtsverlängerung der Unterarm- 
längsachse liegt, als der Beugungswinkel ipg ^q des Ellbogengelenks 
noch nicht den Wert 90® erreicht hat. In der rechtwinkligen Beuge- 
stellung fällt Q^ mit dem IVEittelpunkte des Ellbogengelenks zusammen 
und bei höheren Beugegraden liegt er auf der Längsachse des Unter- 
arms selbst und nähert sich dabei immer mehr dem Richtpunkte des 
Unterarms. Einige sich ergebende Stellungen des Armes, in denen 
die Schwere nur Streckung im Ellbogengelenk hervorbringt, finden 
sich in Figur 51 dargestellt. 

Weiterhin berechnet man aus Formel (284) für die verschiedenen 
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Stellungen des Armes, in denen nur Bewegung im Schultergelenk ein- 

tritt, die folgenden zusammengehörenden Werte von ^g^Q und -^' 

^ *« 

Es handelt sieh dabei in der Tabelle ausschließlieh um Werte dieses 




Fig. 51. 



reziproken Verhältnisses, da für alle in Betracht kommenden Stellungen 
D, > D, ist: deshalb konnten auch die Klammem um die Zahlen 
fortgelassen werden: 



Seagungswinkel ipg j^q 
des EUbogengelenka 



10<> 



20<> 



30<> 



40<> 



500 



60<> 



Verhältnis 






+ 0,612+0,610 



+ 0,604 



+ 0,594 



+ 0,580 1 + 0,561 



+ 0,537 



Seagungswinkel i//g -j^q 
des Ellbogengelenks 



70<> 80<> 90<> 



100<> 



110<> 



120<> 



130<> 



Verhältnis -j^ 

*8 



+ 0,5071 + 0,471+0,427 



+ 0,375 



+ 0,315 + 0,247 



+ 0,173 



Aus dieser Tabelle ist zu ersehen, daß der Punkt Q^ für alle 
Beugegrade des Ellbogengelenks auf der Rückwärtsverlängerung der 
Unterarmlängsachse liegt, und zwar durchweg in einer Entfernung 
vom Ellbogengelenkmittelpunkte, welche größer ist als die Entfernung 
des letzteren vom Richtpunkte; denn da die Zahlen sich auf das rezi- 
proke Verhältnis der beiden Drehungsmomente beziehen, so geben 
sie zugleich das Verhältnis des Abstandes des Ellbogengelenkmittel- 
punktes vom Richtpunkte zu dem Abstände des Gleichgewichtspunktes 
Q^ vom Ellbogengelenkmittelpunkte an. In Figur 52 findet sich auch 
eine Anzahl der durch die Tabelle gewonnenen Stellungen des Armes 

20* 
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dargestellt, in welchen die Schwere ausschließlich Drehung, und zwar 
Streckung, im Schultergelenk hervorbringt. 

In Figur 51 findet sich die Lage 
von Q^ und in Figur 52 die Lage 
von Q^ gleichzeitig mit auf der Unter- 
armlängsachse angegeben. Man ist 
daher imstande, an der Hand der 
beiden Figuren sich in der oben ge- 
schilderten Weise eine klare Vor- 
stellung zu bilden, in welchem Sinne 
die von der Schwere hervorgebrachten 
Anfangsdrehungen in jeder beliebigen 
Stellung des Armes stattfinden. Man 
braucht zu diesem Zwecke nur zu ent- 
scheiden, ob in einer Stellung des 
Armes der Gleichgewichtspunkt inner- 
halb der zu dem bestimmten Wert 
von ^8jo gehörenden Strecke Q^Q^ 
liegt, oder ob er auf der Verlängerung 
derselben über Q^ bzw. Q^ hinaus zu 
suchen ist. Diese Untersuchung muß 
die Berechnung des Verhältnisses der 
Fig. 52. Anfangsdrehungen' in den beiden Ge- 

lenken nach Formel (280) ergänzen; 
denn aus dieser Rechnung erfährt man eben nur den Wert des Dre- 
hungsverhältnisses, man wird aber dabei nicht zugleich über den Sinn 
der beiden Drehungen orientiert. 

Man kann nun schließlich auch unter Vermeidung der Rechnung 
auf graphischem Wege zu der Kenntnis des Verhältnisses der An- 
fangsdrehungen gelangen, wenn üian sich die Fläche konstruiert und 
in ihren Projektionen darstellt, welche die Abhängigkeit des Verhält- 
nisses der Anfangsdrehungen von dem Verhältnis der Drehungs- 
momente und dem Beugungswinkel im Ellbogengelenk veranschaulicht. 
Da es zu weit führen würde, diese Methode hier ausführlich ausein- 
anderzusetzen, so sei auf meine zweite Abhandlung über „Beiträge zu 
einer Muskeldynamik^', welche den besonderen Titel: „Über die Wirkung 
der Schwere und beliebiger Muskeln auf das zweigliedrige System''^) 
führt, und außerdem auf die Abhandlung: „Das statische und das 
kinetische Maß für die Wirkung eines Muskels"^) verwiesen. In den- 
selben findet sich nicht nur die genannte Fläche in verschiedener 

1) Abhandl. der math. phys. Klasse der Königl. Sachs. Ges. d. Wissensch. 
Band XXEI. Nr. VI. 1897. 

2) Abhandl. der math. phys. Klasse der Königl. Sachs. Ges. d. Wissensch. 
Band XXVII. Nr. V. 1902. 
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Weise dargestellt, sondern auch die Verwendung derselben zur Be- 
stimmung des Verhältnisses der Anfangsdrehungen infolge der Ein- 
wirkung der Schwere oder beliebiger Muskeln an den zweigliedrigen 
Systemen des Arms und Beins an zahlreichen Beispielen erläutert. 

ß) Spezielles Beispiel der Anfangsbewegung infolge der 
Einwirkung von Muskeln und Schwere: Das Ablösen der 
Fersen vom Boden. 

Im 17. Abschnitt sind unter by) die Bedingungen untersucht 
worden, unter denen sich Muskeln und Schwere bei erhobenen Fersen 
das Gleichgewicht halten, so daß der Mensch stehen bleibt, nachdem 
(Br sich auf die Zehen erhoben hat. Im Anschluß an dieses Gleich- 
gewichtsproblem soll nun an dieser Stelle noch untersucht werden, 
unter welchen Bedingimgen überhaupt eine wenn auch nur kurz 
dauernde Ablösung der Fersen vom Boden eintreten kann, und wie 
sich dabei von verschiedenen Aasgangshaltungen aus die Anfangs- 
drehungen in den hier überhaupt in Betracht kommenden Gelenken 
gestalten. Man hat es in diesem Falle mit einer Anfangsbewegung 
des Körpers zu tun, bei welcher nicht die Schwere allein und auch 
nicht allein Muskeln, sondern beide gemeinsam auf denselben ein- 
wirken. 

Es sollen wieder beide Füße parallel stehen und sich beim Ab- 
lösen gleichzeitig nur um die gemeinsame feste Achse M durch die 
I. Metatarsusköpfchen beider Seiten drehen können (vgl. Fig. 53 und 
auch die frühere Fig. 35 auf Seite 255). Der Umstand, daß in Wirk- 
lichkeit die gemeinsame Drehungsachse beim Erheben auf die Zehen 
etwas nach vom wandert, fällt in Anbetracht der sonstigen verein- 
fachenden Voraussetzungen für den Beginn des Ablösens der Fersen 
nicht ins Gewicht. Der übrige Körper mit Ausnahme der Füße, 
welcher das starre zweite Glied des ebenen zweigliedrigen Systems 
darstellt, ist gegen das aus den beiden Füßen gebildete erste Glied 
in der gemeinsamen Achse F der beiden oberen Sprunggelenke dreh- 
bar. Macht man noch die annähernd verwirklichte Annahme, daß 
alle auf die beiden Abschnitte des Körpers einwirkenden Kräfte der 
Medianebene parallel laufen, und beachtet, daß auch die Bewegungen 
des Ablösens der parallel gestellten Füße zu dieser Ebene parallel 
laufen, so genügt es, den ganzen Körper mit allen Kräften auf diese 
Ebene projiziert zu denken, so wie es Figur 53 veranschaulicht, und 
nur die Bewegungen in dieser Projektion zu untersuchen. 

Die Verbindungsstrecke MF soll die Längsachse des ersten Gliedes 
heißen, und ihre Länge mit l^ bezeichnet sein. Ferner soll die von 
F nach dem Schwerpunkte des zweiten Gliedes führende Strecke als 
die Längsachse desselben, und ihre Länge mit r^ bezeichnet sein. 
Hält man an der früher gemachten Voraussetzung fest, daß die Masse 
der Füße gegenüber der Masse des übrigen Körpers vernachlässigt 
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werden kann, so fällt dieser Schwerpunkt mit dem Gesamtschwer- 
punkte Sq des ganzen Körpers zusammen. In denselben Punkt fällt 
auch der Hauptpunkt des zweiten Gliedes, während der Hauptpunkt 
des ersten Gliedes mit F identisch ist. Es steUt daher in diesem 

speziellen Falle l^ zu- 
gleich die Hauptstrecke 
q des ersten Gliedes, 
und r^ die Hauptstrecke 
^2 des zweiten Gliedes 
dar, und die Masse des 
zweiten Gliedes stimmt 
mit der Masse niQ des 
ganzen Körpers überein. 
Die Längsachsen MF 
und FSq sollen mit der 
nach hinten gerichteten 
Horizontalen bezüglich 
die Winkel q)^ und ^2 
bilden (vgl- Fig. 53), 
dann stellt die Differenz 
(P2 — q>i den Winkel ^ 
des Zwischengelenks F 
(Fußgelenks) dar, wäh- 
rend ^1 selbst als Win- 
kel in dem gern einsamen 

Metatarsophalangeal- 
gelenk Jf aufgefaßt wer- 
den kann. 

Für den Anfang 
der Bewegung dieses 
Systems aus der Ruhe, 
d. h. also hier für das 
Ablösen der Fersen vom 
Boden bei irgend einer 
Ausgangshaltung gelten 
nun wieder die allgemeinen Gleichungen (263) bzw. (264). Da im 
vorliegenden FaUe weniger die Bewegung im Fußgelenk als vielmehr 
die Anfangsbewegung der beiden Abschnitte im Räume von Interesse 
ist, so sollen der Untersuchimg die Gleichungen (263) auf Seite 271 
zugrunde gelegt werden, in denen die Winkelbeschleunigungen ^j" 
und ^2" d®^ beiden Längsachsen im Räume verwendet sind. 

Jedes der beiden auf den rechten Seiten dieser Gleichungen 
stehenden Drehungsmomente D^ und Dg setzt sich hier aus dem 
resultierenden Drehungsmoment der Muskeln und dem Drehungsmoment 




Fig. 53. 
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der Schwere für den betreffenden Absckaitt zusammen. Da es sich 
nur um eingelenkige Muskeln handeln kann, so ist das resultierende 
Drehungsmoment, mit welchem die Muskeln auf das erste Glied ein- 
wirken, entgegCDgesetzt gleich dem resultierenden Drehungsmoment, 
mit welchem sie das zweite Glied zu drehen suchen. Die hinter der 
Achse des oberen Sprunggelenks hinwegziehenden Muskeln suchen 
den Winkel q)^ zu vergrößern, die vor der Achse liegenden suchen 
(f^ dagegen zu verkleinem. Das von den ersteren auf das Glied aus- 
geübte Drehungsmoment ist daher positiv, das der letzteren negativ. 
Da, wie sich zeigen wird, hauptsächlich die hinter der Achse vorüber- 
ziehende Wadenmuskulatur für das Ablösen der Fersen in Frage 
kommt, so wird das resultierende Drehungsmoment der Muskeln für 
das erste Glied positiv, für das zweite negativ sein. Bezeichnet man 
das erste mit D^, so besitzt das zweite den Wert — D^. 

Da der Hauptpunkt des ersten Gliedes in die Achse F des Fuß- 
gelenks fällt, so ist das Drehungsmoment, mit welchem die Schwere 
auf das erste Glied einwirkt, nach dem früheren gleich dem Produkt 
aus dem Gewicht G des ganzen Körpers und dem horizontalen Ab- 
stand f der Vertikalen durch F von dem Drehpunkte 3L Der Ab- 
stand f läßt sich leicht mit Hilfe von l^ und qp^ berechnen; er ist 
gleich l^ cos q)^ . Da die Schwere den Winkel g)^ zu verkleinem 
sucht, so ist dieses Drehungsmoment negativ in Rechnung zu ziehen. 
Da der Hauptpunkt des zweiten Gliedes mit Sq zusammenfällt, so 
wirkt nach dem früheren die Schwere auf das zweite Glied mit einem 
Drehungsmoment ein, welches durch das Produkt aus dem Gesamt- 
gewicht G und dem horizontalen Abstand s der Vertikalen durch F 
von dem Gesamtschwerpunkte Sq gemessen wird. Rechnet man diesen 
Abstand positiv, wenn die Vertikale durch F hinter dem Gesamt- 
schwerpunkte vorüberzieht, so wie es in der durch Figur 53 dar- 
gestellten Haltung der Fall ist, so läßt sich s mit Hilfe von ^3 durch 
das Produkt — /-g cos cp^ für jede Ausgangshaltung leicht berechnen. 
Das Drehungsmoment, mit welchem die Schwere unter dieser Voraus- 
setzung bei positivem s auf das zweite Glied einwirkt, besitzt positiven 
Wert; denn es sucht cp2 zu vergrößern. Beachtet man noch, daß Cg 
mit rg identisch ist, und daß die Differenz 92 ~" ^1 ^i® Größe des 
Winkels ^ zwischen der Längsachse des zweiten Gliedes und der 
Verlängerung der Längsachse des ersten Gliedes (vgl. Fig. 53) angibt, 
so gehen in dem vorliegenden speziellen Falle die Gleichungen (263) 
über in 

(287) ^^""^^^ * ^'" "^ ^^^^'^^ ^^^ ^ ' ^^" ^^rn-G-f 

m^k^^' 9)2"+ mo^irg cos t^ • g?/' = -D^ + Gs, 

• Das erste reduzierte System ist unter den gemachten Voraus- 
setzungen auf den Massenpunkt F mit der Gesamtmasse m^ zusammen- 
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geschrumpft; das Trägheitsmoment Wq^i^ für welches im folgenden 
die kurze Bezeichnung M^ verwendet werden Tsoll, ist daher mit niQl^^ 
identisch. Das zweite reduzierte System wird dagegen durch den 
ganzen Körper mit Ausnahme der beiden Füße dargestellt. Das Träg- 
heitsmoment w^Ag* desselben ist daher nicht verschieden von dem 
Trägheitsmoment dieses Körperabschnittes In bezug auf die gemein- 
same Achse F beider oberen Sprunggelenke; es soU für dasselbe die 
kurze Bezeichnung Mg gebraucht werden. Schließlich soU auch noch 
für das in den Gleichungen auftretende Produkt mo^irg die kürzere 
Bezeichnung M^g eingeführt sein. Unter Verwendung dieser Bezeich- 
nungen ergibt die Auflösung der Gleichungen (287) nach den beiden 
Winkelbeschleunigungen qpi" und g^g" ^^ Resultat: 



(288) 



" _ - Pm(^2 + ^1,2 COS ip)'-G(f -1^,^ + 8 • M^ g COS 1 

^1 " MjMg — Mfgcos^ 



^2 



- ^m{^l + '^1,2 COS 1/;) + G^(5 • Ml + /• . Ml 2 COS 1^) 

M^Mg — M^ägcos*!/; 



aus 



Zur Berechnung des Trägheitsmomentes Mg dienen die 
direkten Messungen an einem geeigneten Präparate gewonnenen Unter- 
lagen, welche in den ersten vier Spalten der folgenden Tabelle nieder- 
gelegt sind: 



Körperteile 




X in bez. auf die „^*^^«^, 

zur Medianebene; vZ^IL^^^ 

senkrechte Achsel ^^'P^'*«;^«^^ 
A„^^r. A^^ von der Achse 

durch den ^ ^ 

Schwerpunkt des c," " °„ 

Körperteil. I ^^^; 



Trägheitgmo- 
ment des Körper» 
teils in bez. auf 
die Achse des 
oberen Sprung- 
gelenks. 



Rumpf + Kopf . . . 
Ganze obere Extremität 
Oberschenkel .... 
Unterschenkel .... 



27,71J 
3,615 
6,450 
2,935 



0,02824 
0,00368 
0,00657 
0,00299 



23,4 
21,2 
12,4 
10,4 



113,6 
98,5 
65,3 
24,3 



379,258 

37,258 

29,025 

2,089 



Die in der letzten Spalte angegebenen Zahlen für die Trägheits- 
momente in bezug auf die Achse des oberen Sprunggelenks sind aus 
den übrigen berechnet worden. Hierzu dient der schon früher an- 
geführte Satz, nach welchem man das Trägheitsmoment eines Körpers 
für eine beliebige Achse dadurch erhalten kann, daß man das Träg- 
heitsmoment für die parallele Schwerpunktsachse um das Produkt 
aus der Masse des Körpers und dem Quadrat des Abstandes der 
Achse vom Schwerpunkte vermehrt. Aus den Trägheitsmomenten der 
einzelnen Körperteile gewinnt man nun durch Addition das Trägheits- 
moment Mg des ganzen Körpers ohne die Füße, wobei natürlich die 
Trägheitsmomente der oberen Extremität und des Ober- und Unter- 
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schenkeis zweimal in Rechnung zu ziehen sind. Auf diese Weise 
erhält man in dem eingeführten Maßsystem für Mg den Wert 516,202. 

Zur Berechnung des Trägheitsmomentes M^, welches gleich dem 
Produkt mQl^^ ist, hat man zu beachten, daß der Abstand l^ zwischen 
der Sprunggelenk- und der Metatarsalachse bei dem zugrunde gelegten 
Individuum 15 cm betrug. Als Massenzahl des Gesämtkörpers erhält 
man aus der obigen Tabelle, unter Vernachlässigung der Masse der 
Füße, 0,05472. Demnach ergibt sich für Mi der Wert 12,312. 

Der Abstand r^ des Gesamtschwerpunktes des Körpers von der 
Sprunggelenkachse F betrug bei dem betreffenden Individuum 86 cm. 
Demnach besitzt das durch M^^ bezeichnete Produkt niQl^r^ den Wert 
70,589. 

Denkt man diese Werte in (288) eingesetzt und berücksichtigt, 
daß cos t^ höchstens den Wert -|- 1 annehmen kann, so erkennt man, 
daß in diesen beiden Formeln der Nenner auf der rechten Seite stets 
positiv ist. Dies würde sich auch bei jedem anderen normal ge- 
bauten Individuum herausgestellt haben. Das Vorzeichen der Winkel- 
beschleunigungen 9?i" und qpg" richtet sich infolgedessen ausschließlich 
nach dem Vorzeichen des Zählers in den Formeln. Demnach erhält 
man für jede Anfangsbewegung aus einer Ruhestellung des ganzen 
Körpers folgendes allgemein gültige Kriterium über den Sinn der ein- 
tretenden Drehungen: 

Die Winkelbeschleunigung q)^'' der Füße ist positiv, Null oder 
negativ, je nachdem das resultierende Drehungsmoment D^ der Muskeln 
größer, gleich oder kleiner als der Ausdruck 

/" • M« + * • '^i 9 cos 1/; 

(289) G M Ia» . — 

^ -^ M2 + Ml 2 cos ^ 

ist. Dagegen ist die Winkelbeschleunigung 92" des ganzen übrigen 
Körpers positiv, Null oder negativ, je nachdem das resultierende 
Drehungsmoment D^ der Muskeln kleiner, gleich oder größer als der 
Ausdruck 

s • M. + /" • M. o cos 1^ 

(290) G - M Im -7- 

^ ^ Mj + Mj 2 cos tp 

ist. 

Eine Drehung der Füße ist nach den gemachten Voraussetzungen 
positiv, wenn die Fersen erhoben werden, und der übrige um die 
gemeinsame Achse der oberen Sprunggelenke drehbare Abschnitt des 
Körpers führt eine positive oder negative Drehung aus, je nachdem 
dabei der Oberkörper gegen die Füße vorwärts oder, rückwärts ge- 
dreht wird. 

Setzt man die für das der Untersuchung zugrunde gelegte Indi- 
viduum geltenden Zahlen werte für M^, Mg und M^g in (289) ein imd 
kürzt zur Vereinfachung den Quotient mit M^^, so erhält man nach 
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dem obigen Kriterium das bestimmte Resultat, daß die Fersen vom 
Boden abgelöst werden, sobald das resultierende Drehungsmoment D^ 
der Muskeln so beschaffen ist, daß 

/oQ.N j. ^ Z"- 7,312 4-g. cos T /> 

V^^^>^ ^m>^ 7,312 + COS./, 

Ist diese Bedingung erfüllt, so tritt die Ablösung der Fersen als 
unmittelbare Wirkung der Kontraktion von Muskeln ein, welche das 
Sprunggelenk überspannen; sie ist aber nicht etwa gleichzeitig eine 
Folge von Schleuderungen, da ja Winkelgeschwindigkeiten zuerst noch 
gar nicht vorhanden sind. 

Man kann sich nun leicht davon überzeugen, daß der Faktor 
von G in (291) für alle in Frage kommenden Ruhehaltungen des 
Körpers einen positiven Wert besitzt; denn selbst bei negativem s 
oder negativem Wert von cos ^ wird doch immer das erste Glied 
sowohl im Zähler als auch im Nenner an Größe das zweite über- 
treffen. Daraus geht aber hervor, was schon oben angedeutet wurde, 
daß in jedem Falle das resultierende Drehungsmoment D^ der Muskeln 
einen positiven Wert besitzen muß, wenn die Fersen vom Boden ab- 
gelöst werden sollen, d. h. es kann sich dabei nur um die Waden- 
muskeln handeln. Befinden sich außer der Wadenmuskulatur beim 
Ablösen der Fersen auch gleichzeitig vordere Muskeln, wie der M. 
tibialis anterior, in Kontraktion, so muß dann das Drehungsmoment 
der ersteren das der letzteren an Größe um den Wert D^ übertreffen. 

Will man sich gleichzeitig über die Art der Anfangsbewegung 
des von den Füßen getragenen Abschnittes des Körpers Rechenschaft 
geben, so braucht man nur die gefundenen Werte für M^, Mg und 
Mi2 in (290) einzusetzen. Man erhält dann das bestimmte Resultat, 
daß der um die gemeinsame Sprunggelenkachse drehbare Abschnitt, 
d. h. also der Körper ohne die Füße, sich relativ zum Sprung- 
gelenk F nach vom oder nach hinten neigt, je nachdem das resul- 
tierende Drehungsmoment D^^ der Muskeln kleiner oder größer ist 
als der Ausdruck 

,.^Q9N r g- 0,174 + /'. cos t/; 

^^^^>' ^ 0,174 + cos T/; ' 

Ist dagegen D^ diesem Ausdruck an Größe gleich, so führt der 
ganze Körperabschnitt beim Erheben der Füße auf die Zehen eine 
Translationsbewegung nach Maßgabe der Bewegung der Sprunggelenk- 
achse aus, ohne daß dabei die Längsachse desselben ihre Richtung 
im Räume änderte. 

Endlich erhält man für das Größenverhältnis der beiden Winkel- 
beschleunigungen g?i" und ^2", welches das Verhältnis der Anfangs- 
drehungen beider Abschnitte des Körpers im Räume angibt, aus (288) 
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nach Einsetzen der Werte für die Größen M die Formel 

^ ^ 9g" — 1)^ (0,174 + cos i/,) + 6?(s • 0,174 + /" • cos «V^) ' 

Es soUen nun einige spezielle FäUe in Betracht gezogen werden. 

I. Fall: Der Körperschwerpunkt liege vertikal über der 
Metatarsalachse. In diesem Falle sind die Strecken f und s beide 
positiv und gleich lang; man kann also s einfach durch f ersetzen. 
Zum Ablösen der Fersen ist dann nach dem angegebenen Kriterium 
(291) nur nötig, daß D^ > Gf ist. Ist diese Bedingung erfüllt, so 
heben sich nicht nur die Fersen vom Boden ab, sondern es dreht 
sich auch der zweite Körperabschnitt in negativem Sinne, d. h. der 
Oberkörper bewegt sich relativ zur Achse der Sprunggelenke gleich- 
zeitig nach hinten; es richtet sich also der ursprünglich nach vorn 
geneigte Körper auf. Dies bestätigen auch photographische Auf- 
nahmen des Ablösungsvorganges von Grützner. ^) Damit ist natür- 
lich noch nicht gesagt, daß auch der Körperschwerpunkt im Räume 
nach hinten wandert; denn die Sprunggelenkachse erfährt ja beim 
Ablösen der Fersen eine Bewegung, die nicht nur nach oben, sondern 
auch etwas nach vom gerichtet ist. " So viel ist aber a priori klar, daß 
der Schwerpunkt sich hebt; denn sowohl das Erheben der Füße auf 
die Zehen, als auch das Aufrichten des übrigen Körpers, tragen zu 
«iner anfänglichen Hebung des Schwerpunktes bei. Es wäre, nur 
noch zu untersuchen, ob der Schwerpunkt nicht auch' eine horizontale 
Beschleunigungskomponente besitzt, so daß seine Bewegungsrichtung 
von der Vertikalen abweicht. 

Zur Entscheidung dieser Frage muß man in der im 3. Abschnitt 
des allgemeinen Teils auseiaandergesetzten Weise die Beschleunigung Yq 
des Gesamtschwerpunktes Sq durch die beiden Winkelbeschleunigungen 
^/' und CP2' ausdrücken; denn da die Bewegung aus der Ruhe ge- 
schieht, so sind Winkelgeschwindigkeiten q)^ und g)^, welche sonst 
in den Normalbeschleunigungen einen Einfluß auf die Schwerpunkts- 
beschleunigung ausüben würden, noch nicht vorhanden. 

Nach der für das zweigliedrige System vereinfachten Formel (28) 
auf Seite 28 hat man demnach im vorliegenden Falle nur 

(294) ro = ^i9'r+^2W7 

wobei ^i^?/' die Tangentialbeschleunigung des Punktes F relativ zu ilf, 
und ^2^7' ^i® Tangentialbeschleunigung des Punktes S^ relativ zu I 
darstellt. Die erstere ist senkrecht zur Längsachse MF des ersten, 
und die letztere senkrecht zur Längsachse FSq des zweiten Abschnittes 



1) Vgl. Grützner, Über den Mechanismus des Zehenstandes. Archiv f. d. 
gas. Physiologie. Bd. LXXIII. Fig. 10, Seite 630, 
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gerichtet. Gegen die nach vom gerichtete Horizontale (vgl. Fig. 54) 
ist daher die erstere um den Winkel 90® — cp^ , die letztere um den 
Winkel (p2 — 90®, bzw. bei spitzem Winkel g?g um 90® — ip^ geneigt; 

mit der nach oben gerichteten 
Vertikalen bildet dagegen die 
erstere den Winkel q)^ und die 
letztere den Winkel q)^. Denkt 
man sich daher die Schwer- 
punktsbeschleunigung y^ in zwei 
Komponenten Xq' und p^' zer- 
legt, von denen die erstere hori- 
zontal, die letztere dagegen ver- 
tikal gerichtet ist, und rechnet 
jene nach hinten und diese nach 
oben positiv, so erhält man für 
die beiden Beschleunigungs- 
komponenten des Schwerpunktes 
die folgenden Formeln, welche 
wiederum nur einen speziellen 
Fall der früheren Formebi (31) 
auf Seite 29 darstellen 

<'= -'iK'sincTi 
— rg^a^sin (p^ 

yo' "= h ^i" cos (p^ 
+ r^(p2" cosq)^. 

Nach dem Einsetzen der 

in einem bestimmten Falle mit 

Hilfe von (288) gefundenen 

Werte von 9?/' und (p^' kann 

man dann aus dem Vorzeichen 

Fig. 54. des Resultats sofort entscheiden,. 

ob sich der Schwerpunkt hebt 

oder senkt, und ob er dabei gleichzeitig nach vom oder hinten 

wandert. Bei reiner Erhebung des Schwerpunktes ohne horizontale 

Bewegung müßte z. B. i/q" positiv und Xq' gleich Null sein, usw. 

Um die genaue Richtung zu bestimmen, in welcher sich der 
Schwerpunkt aus einer Ruhehaltung im Anfang fortbewegt, braucht 
man nur das Verhältnis y^'^x^' auszurechnen; dasselbe ist dann 
gleich der trigonometrischen Tangente des Winkels, welchen die Be- 
wegungsrichtung des Schwerpunktes mit der nach hinten gerichteten 
Horizontalen bildet. Will man dagegen den Winkel b berechnen, 
welchen die Bewegungsrichtung des Schwerpunktes mit der nack 




(295) 
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vorn gerichteten Horizontalen bildet, [was sich hier mehr empfiehlt, 
so hat man das Verhältnis j/q" : (— x^'") auszurechnen. Dasselbe läßt 
sich nach (295) auf die Form bringen 



(296) 



tg£ = 



?i ^ COS qpi + '*8 ^^^ 9i 
9i" 



Zj ^ sin 9i + rg sin qp, 
9« 



woraus zu erkennen ist, daß der Winkel € nur von dem Verhältnis 
der beiden Winkelbeschleunigungen abhängt. 

Das Verhältnis g?/' : q>^'' nimmt nun im Falle, daß der Körper- 
schwerpunkt vertikal über der Metatarsalachse liegt, infolge der 
Gleichheit von s und f nach (293), wie man leicht bestätigt, folgen- 
den einfachen Wert an 

/c>Q7N (fi" _ _ 7,312 4- cos iff 

'^ ^ g),""" 0,174 + cos T^* 

Es ist insbesondere zu beachten, daß in diesem Falle weder die 
Größe des resultierenden Drehungsmomentes der Muskeln noch das 
Gesamtgewicht des Körpers einen 
Einfluß auf den Wert des Verhält- 
nisses der Anfangsdrehungen be- 
sitzt. Dagegen ändert sich dieses 
Verhältnis mit der Ausgangsstel- 
lung, welche jetzt schon durch den 
Winkel ^ eindeutig charakterisiert 
wird. Der Winkel ^ reicht hierzu 
allein aus, weil bei vertikal über 

der Metatarsalachse stehendem 
Schwerpunkte Sq der Winkel cp^ sich 
in enger Abhängigkeit von dem 
Winkel 9?i befindet und daher durch 
denselben ausgedrückt werden kann. 
Es bilden nämlich in diesem Falle 
die drei Punkte il/, F, S^ ein Drei- 
eck, dessen eine Seite vertikal steht 
(vgl. Fig. 55), so daß zwei Winkel 
desselben direkt gleich den Winkeln 
90® — g?i und q)2 — 90® sind, um 
welche die Längsachse MF und 
FSq der beiden Abschnitte gegen 
die Vertikale geneigt sind. Dem er-, 
steren liegt die Seite /-g, dem letz- 
teren dagegen die Seite l^ gegen- 
über, so daß man zwischen den Winkeln g?i und q)^ die Beziehung hat 
{298) cos 9i : — cos q)^ = r^ : li- 




Fig. 65. 
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Da ?i = 15 cm und r^ = 86 cm, so folgt hieraus zur Berechnung 
von qpj die Formel 
(299) cos €p2 = — 0,174 cos q)^. 

In dem gewöhnlichen Falle, daß die Fersen zunächst auf dem 
Boden aufstehen und bei der Bewegung abgelöst werden, beträgt der 
Winkel q)^, den die Längsachse MF des Fußes mit der Horizontal- 
ebene bildet, nach Messungen am Lebenden angenähert 25®. Mit 
Hilfe der Formel (299) ergibt sich daher für (p^ der Wert 97® und 
hieraus für ^ der Wert 72®. Man erhält infolgedessen nach (297) 
für das Verhältnis der Anfangsdrehungen der beiden Abschnitte im 
Moment des Ablösens der Fersen vom Boden den Wert — 15,8. Da 
dieses Verhältnis, wie oben vorausgesagt wurde, einen negativen Wert 
besitzt, so richtet sich also der Oberkörper nach hinten auf, während 
die Füße sich um die Metatarsalachse drehen. Dabei ist die Drehung 
der Füße rund 16 mal so groß als die gleichzeitige Rückwärtsdrehung 
des übrigen Körpers. 

Setzt man für das Verhältnis der Winkelbeschleunigungen den 
Wert — 15,8 in (296) ein, so erhält man für tg s den abgerundeten 
Wert + 15. Daraus geht hervor, daß die Bewegung, welche der 
Körperschwerpunkt beim Ablösen der Fersen im Anfang ausführt, bei 
der betrachteten Ausgangsstellung des Körpers nicht genau vertikal 
nach oben, sondern zugleich etwas nach vom gerichtet ist. Der 
Winkel, um welchen die Richtung dieser Anfangsbewegung gegen den 
horizontalen Fußboden geneigt ist, beträgt abgerundet 86®; dieselbe 
weicht also nur um 4® von der Vertikalen nach vom ab. 

Mit Hilfe der Formeln (294) bis (299) läßt sich in ganz gleicher 
Weise der Fall behandeln, daß der Körper aus irgend einer Ruhe- 
haltung mit schon erhobenen Fersen, bei welcher nach dem früheren 
(vgl. 17 by)) der Schwerpunkt auch vertikal über der Metatarsalachse 
liegen muß, in Bewegung gesetzt werden soll. Man kann dann so- 
wohl nach den Bedingungen des weiteren Erhebens, als auch nach 
denen des Senkens der Fersen fragen. In den Formeln ist dabei der 
Wert von t^ einzusetzen, durch welchen die betreffende Ausgangs- 
haltung charakterisiert ist. Die Durchführung spezieller Beispiele 
unterliegt nach der ausführlichen Behandlung des Falles t = 72® 
keinen Schwierigkeiten. 

IL Fall: Der Körperschwerpunkt liegt vertikal über der 
gemeinsamen Achse der oberen Sprunggelenke. Dieser Fall 
ist dadurch charakterisiert, daß die Strecke s den Wert Null besitzt. 
Zum Ablösen der Fersen ist dann nach dem oben angegebenen Kri- 
terium (291) erforderlich, daß 

(300) ^^>^f^;s^^ 



K^r. 18.] II. Spez. Teil. A. Anwend. auf die Mechanik d. menschl. Körpers. 319 

ist. Wenn, wie es ja in diesem Falle vorausgesetzt wird, die Längs- 
achse FSq des zweiten Abschnittes vertikal steht, so ist, wie man 
leicht aus Figur 53 ableitet, der Winkel ^ das Komplement zu <p^. 
Da beim Aufstehen mit der ganzen Sohle auf horizontalem Boden q)^ 
den Wert 25® besitzt, so hat man also hier für ^ den Wert 65®, und 
als Bedingung für das Ablösen der Fersen 

(301) D^>0,946Gf. 

Dagegen erfährt nach dem früheren Kriterium (292) der zweite 
Abschnitt eine Anfangsdrehung nach vorn oder hinten, je nachdem 
D^ kleiner oder größer als 

d. h. also im vorliegenden Falle, je nachdem D„^ kleiner oder größer als 
(303) 0,709 Gf 

ist. Wenn nun D^ > 0,945 Gf, so wird notwendigerweise die Ferse 
vom Boden abgelöst. Da aber gleichzeitig dann auch D^ > 0,709 Gf 
ist, so neigt sich also dabei der übrige Körper nach hinten. Man 
sieht also, daß, wenn der Schwerpunkt Sq vertikal über der gemein- 
samen Achse der oberen Sprunggelenke liegt, nicht nur ein Ablösen 
der Fersen möglich ist, sondern daß hierzu sogar ein kleineres resul- 
tierendes Drehungsmoment, und damit eine etwas geringere Spannung 
der beteiligten Muskeln gehört, als wenn der Schwerpuukt Sq vertikal 
über der Metatarsalachse liegt. 

Auch in diesem Falle kann man sich zunächst ohne alle Rech- 
nung davon überzeugen, daß der Schwerpunkt beim Ablösen der 
Fersen gehoben wird. Die Drehung der Füße um die Metatarsalachse 
erteilt nämlich, wie man sofort erkennt, dem Schwerpunkte eine nach 
aufwärts gerichtete vertikale Anfangsbewegung, welche durch keine 
andere Bewegung ausgeglichen . werden kann; denn die gleichzeitige 
Drehung des zweiten Abschnittes ruft infolge der vertikalen Stellung 
von FSq im Anfang nur eine horizontale Bewegung des Schwer- 
punktes hervor. 

Um die genaue Richtung der Anfangsbewegung des Schwer- 
punktes Sq abzuleiten, hat man zunächst wieder den Wert des Ver- 
hältnisses der beiden Winkelbeschleunigungen g?/' und q)^' fest- 
zustellen. Entsprechend dem Wert Null für die Größe s gilt nach 
(293) zur Berechnung dieses Verhältnisses die spezielle Formel 

HOA^ ^'i" _ _ 2)^(7,312 + cos t)-^f- 7,312 ^ 

^^^^^ cp^" D^, (0,174 -f- cos 11,) -^ Gf' cos ip 

Da in derselben das resultierende Drehungsmoment D^ der 
Muskebi noch vorkommt, so kann man den Wert des Verhältnisses 
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der Anfangsdrehungen durch Änderung der Muskelspannungen in be- 
stimmter Weise variieren. 

Für ^ == 65® geht die Formel über in 

, .. ?l" _ _ '^^'^36 D,, -- 7,312^/' 

^^^"^^ cpa" 0,597 D,„ — 0,423 Gf' 

Um einen bestimmten Fall herauszugreifen, der sich leicht rech- 
nerisch verfolgen läßt, sei angenommen, daß D^ = Gf ist. Dann 
werden sicher nach dem oben angeführten Kriterium (301) die Fersen 
vom Boden abgelöst. Das Verhältnis der Anfangsdrehungen nimmt 
dabei nach (305) den Wert -— 2,4 an. Beachtet man, daß cp^ im vor- 
liegenden Falle ein rechter Winkel ist, während q)^ wie früher 25® 
beträgt, so erhält man weiterhin für tg s nach (296) den Wert 
— 0,46 und für s selbst den abgerundeten Wert 155®. Die Anfangs- 
bewegung, welche in diesem Falle der Schwerpunkt ausführt, ist also 
nach hinten und oben gerichtet, wobei sie allerdings den verhältnis- 
mäßig großen Winkel von 65® mit der nach oben gerichteten Verti- 
kalen bildet. Da im ersten Falle, wo der Schwerpunkt vertikal über 
der Metatarsalachse stand, auch keine genau vertikale, sondern eine 
nach oben und vom gerichtete Anfangsbewegung des Schwerpunktes 
eintrat, so besteht also gar kein prinzipieller Unterschied zwischen 
dem Beginn des Ablösens der Fersen in jenem und dem eben be- 
trachteten Falle. Ein wesentlich verschiedenes Verhalten zeigt der 
Körper erst im. weiteren Verlaufe der Bewegung; denn da im letzten 
Falle der Schwerpunkt nicht mehr über der Unterstützungsfläche 
liegt, sobald die Fersen sich etwas vom Boden abgelöst haben, so 
kann natürlich der Körper nicht in einer beliebigen Bewegungsphase 
zum Stillstand gebracht werden. Dies ist aber im ersten Falle des- 
halb möglich, weil ja in Wirklichkeit die Füße bei erhobenen Fersen 
nicht bloß auf der Metatarsalachse ruhen, sondern auch noch mit den 
Unterflächen der Zehen den Boden berühren. 

Bisher war angenommen worden, daß das resultierende Drehungs- 
moment D^ der Muskeln bei vertikal über der Sprunggelenkachse 
befindlichem Schwerpunkte an Größe gleich dem Produkt Gf ist. 
Nimmt man dagegen an, daß D^ doppelt so groß wie dieses Produkt 
ist, so erhält das Verhältnis der Winkelbeschleunigungen ^j" und qpg" 
den Wert — 10,6, femer wird tg f = — 7,69 und infolgedessen 
s = 91^2^. Die Anfangsbewegung des Schwerpunktes wäre also dann 
nahezu vertikal gerichtet, da sie mit der nach oben gehenden Verti- 
kalen nur noch einen Winkel von V/^^ bildet. Würde man weiterhin 
mit den Muskeln ein Drehungsmoment ausüben können, welches so 
groß ist, daß ihm gegenüber das Drehungsmoment Gf der Schwere 
gar nicht in Betracht käme, so würde das Verhältnis der Winkel- 
beschleunigungen den Wert — 13 und tg s den Wert — 50,3 an- 
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nehmen. Der Winkel s wäre dann abgerundet 9V, so daß also dann 
der Schwerpunkt sich im Anfang fast genau vertikal nach oben be- 
wegen würde. 

Nach der eingehenden Untersuchung der beiden extremen Fälle, daß 
der Schwerpunkt entweder vertikal über der Metatarsalachse oder ver- 
tikal über der Sprunggelenkachse steht, wird man es wohl ohne weiteres 
verstehen, daß auch in jedem anderen Falle, in dem die Vertikale 
durch den Schwerpunkt die ünterstützungsfläche zwischen den beiden 
.Gelenkachsen durchschneidet, und sogar noch in dem Falle, wo der 
Schwerpunkt nur vertikal über der Zehenregion steht, durch bloße 
Aktion der über das Sprunggelenk hinwegziehenden Muskeln die 
Fersen vom Boden abgelöst werden können. Natürlich werden dabei 
jedesmal die Fersen sehr bald wieder auf den Boden aufgesetzt. 
Verharren kann man in einer Stellung mit abgelösten Fersen eben 
nur, wenn die Vertikale des Schwerpunktes auch dann noch durch 
die Unterstützungsfläche hindurchgeht. 

19. Über den ganzen Verlauf der Gelenkbewegungen bei fort- 
gesetzter Eontraktion eines Muskels. 

Bei den Untersuchungen des 18. Abschnittes war vorausgesetzt 
worden, daß vor der Kontraktion eines Muskels die Glieder des zwei- 
gliedrigen Gelenksystems sich im Ruhestande befanden. Unter dieser 
Annahme konnte man die von den Muskeln bei ihrer Kontraktion 
hervorgebrachten Anfangsbewegungen ableiten. Es ließen sich aber 
noch keineswegs damit die Gesetze feststellen, welche die Drehungen 
in den beiden Gelenken befolgen, wenn der Muskel sich während 
einer endlichen Zeit kontrahiert und dadurch fortwährend neue Be- 
wegungsimpulse auf die beiden Glieder ausübt. Man könnte auch 
aus der Kenntnis der Anfangsdrehungen allein noch gar keinen Schluß 
auf die Art der Fortsetzung der Bewegung ziehen, wenn der Muskel 
tatsächlich nur einen einzigen Impuls ausüben und dann das System 
sich selbst überlassen würde; denn es würden auch in diesem Falle 
die Drehungsgeschwindigkeiten in den beiden Gelenken infolge der 
gegenseitigen Einwirkung der beiden Glieder aufeinander im all- 
gemeinen nicht konstant bleiben. 

Um einen genauen Einblick in den weiteren Verlauf der Gelenk- 
bewegungen gewinnen zu können, genügt es deninach nicht, unter 
Nullsetzung der Winkelgeschwindigkeiten cp^' und q)^ bzw. ^' die 
Winkelbeschleunigungen tp^'' und (p^' bzw. ^" aus den Drehungs- 
momenten abzuleiten, sondern man muß auch diese Winkelgeschwindig- 
keiten selbst bestimmen, da sie im weiteren Verlaufe der Bewegung 
nicht mehr zu vernachlässigen sind, sondern beträchtliche Werte er- 
langen können. Wie es zur Ermittlung der Art der Anfangsdrehungen 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 21 
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nur nötig war, sich das Verhältnis der Winkelbeschleunigungen zu 
verschaffen, so braucht man auch hierbei zunächst nur sein Augen- 
merk auf das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten zu richten. 
Die Bestimmung des Verhältnisses der Winkelgeschwindigkeiten ge- 
währt jedoch allein noch keinen genügenden Einblick in den Ablauf 
der Bewegungen. Man, muß zu diesem Zwecke schließlich auch noch 
die Kenntnis der einzelnen Stellungen zu erlangen suchen, welche das 
zweigliedrige System während der Bewegung sukzessive durchläuft. 
Hierzu ist aber nötig, daß man die zusammengehörenden Werte der 
beiden Winkel (p^ und (p^ bzw. der Gelenkwinkel feststellt, durch 
welche diese Stellungen charakterisiert werden. 

Der exakten Lösung dieser Aufgaben stellen sich nun im allgemeinen 
Falle der Einwirkung beliebiger Muskeln und der Schwere große, 
zum Teil unüberwindliche Schwierigkeiten entgegen. Denn dieselbe 
läuft im Grunde auf eine Integration der schon verhältnismäßig kom- 
plizierten Bewegungsgleichungen hinaus. Es kann daher hier nur an 
einem speziellen Falle gezeigt werden, wie sich unter günstigen Um- 
ständen die Behandlung und Lösung der angedeuteten Aufgaben ge- 
staltet. 

Im allgemeinen Teile ist gezeigt worden, in welcher Weise die 
Bewegungsgleichungen aus dem Werte der lebendigen Kraft T des 
Gelenksystems abgeleitet werden können. Für den Fall, daß das eine 
der beiden Glieder des ebenen zweigliedrigen Gelenksystems sich nur 
um eine feste Achse drehen kann, die zur Achse des Zwischengelenks 
parallel läuft, wurde für die lebendige Kraft der Ausdruck (67) auf 
Seite 42 erhalten. Da der Kosinus eines negativen Winkels gleich 
dem des zugehörigen positiven Winkels ist, so kann man (67) auch 
in der Form schreiben: 

(306) T = ^ Wo Ai^ • 9?/ 2 _^ ^ Wo Ag^ . 9?/ 2 -{- niQ l^ c^ cos ((p^ — q)^) - 9/ qp/. 
Zur Bildung der Bewegungsgleichungen mußte man sich nach 

O /TT p) T* 

(68) unter anderem die partiellen Differentialquotienten — und 7. — 

verschaffen. Dieselben lauten unter Zugrundelegung des Ausdrucks (306) 

d_T 

(307) 7; 



= mo^iCg sin(9?3 - tp^) • tp^'q)^', 



_ = _ m^l^c^ sin (tp^ - (p^) • gp/^?/. 

Wie man sieht, sind diese beiden partiellen Differentialquotienten 
entgegengesetzt gleich. Addiert man daher die beiden für das be- 
dingt bewegliche zweigliedrige System allein in Frage kommenden 
allgemeinen Lagrange sehen Gleichungen (vgl. die dritten Gleichungen 

o /TT 7\ T 

von (68)), so heben sich die beiden Glieder -^- - und 7. — fort, und 



dT 
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man erhält, wenn man gleichzeitig für die Drehungsmomente Q und 

Q^ die später eingeführten Bezeichnungen D^ und Dg verwendet, 

Durch beiderseitige Multiplikation mit dem DifiFerential dt und 
Integration ergibt sieh hieraus die zunächst ganz allgemein gültige 
Beziehung 

wobei C die Integrationskonstante bedeutet. 

Berechnet man die beiden partiellen Differentialquotienten 

O rp 

und g — 7 aus (306), so nimmt schließlich (309) die Form an: 
(310) Wo [Ai^ + ?i Cg cos (9?2 — (Pi)] ' (Pi + ni^ W + k ^2 cos ((p^ — (Pi)]- W 

^f(D, + D,)dt + a 

Im speziellen Falle eines ein gelenkigen, nur über das Zwischen- 
gelenk hinwegziehenden Muskels ist nach dem früheren die Summe 
der beiden Drehungsmomente D^ und Dg gleich Null. Zieht man 
wieder nur den Fall in Betracht, daß die beiden Glieder des Gelenk- 
systems sich vor der Kontraktion des Muskels in Ruhe befinden, so 
ist für 9?i' = auch 9P2' == 0, und es besitzt infolgedessen die Inte- 
grationskonstante C ebenfalls den Wert Null. Man hat daher bei 
einem sich aus der Ruhe kontrahierenden eingelenkigen Muskel des 
Zwischengelenks, oder auch bei einem derartigen eingelenkigen Muskel- 
bündel, unter Ausschluß der Wirkung der Schwere für das Verhältnis 
der Winkelgeschwindigkeiten 9?^' und ^2' d®^ Wert 

^ ^ <Pi ^i*+^i<?8C08(qPj — qpj' 

Hierbei bedeuten 9?^' und (p^ die Winkelgeschwindigkeiten, mit 
denen die beiden Glieder sich bei der Bewegung des ganzen Systems 
im Räume drehen. Handelt es sich um die Bewegungen des nur im 
Ellbogengelenk gegliederten Armes oder des nur im Kniegelenk ge- 
gliederten Beines gegenüber dem festgestellten Rumpf, so kann man 
9P1' auch als die Winkelgeschwindigkeit der Drehung im Schulter- 
gelenk bzw. Hüftgelenk auffassen. Dagegen stellt sich die Winkel- 
geschwindigkeit ^' im Zwischengelenk als Differenz der beiden bisher 
in Betracht gezogenen Winkelgeschwindigkeiten dar. Beachtet man 
dies und ersetzt gleichzeitig g)^ — (p^ durch ^, so gelangt man mit 
Hilfe von (311) zu dem folgenden Wert* für das Verhältnis der 
Winkelgeschwindigkeiten 9?/ und ^' in den beiden Gelenken 
/Q10V ?i' X^^ + l,c^ cos if) 

^ >' ^p'~ X^^+X^^ + 2l^C^C08ip' 

21* 
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Vergleicht man den Ausdruck für dieses Verhältnis mit dem 
speziellen Wert, welchen nach (266) das Verhältnis der entsprechen- 
den Winkelbeschleunigungen annimmt, falls man dem Verhältnis ^.^ 

den für die eingelenkigen Muskeln des Zwischengelenks geltenden 
Wert — 1 beilegt, so erhält man ein sehr bemerkenswertes Resultat. 
Es ergibt sich nämlich, daß während des ganzen Verlaufs der Be- 
wegung, welche ein eingelenkiger Muskel des Zwischengelenks bei 
seiner Kontraktion aus der Ruhe hervorruft, in jeder Bewegungsphase 
das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten imd das Verhältnis der 
Winkelbeschleunigungen beider Gelenke gleichen Wert besitzen. 

Dividiert man im Zähler und Nenner von (312) wieder mit i^Cg, 

so kann man, wie früher, die entstehenden Quotienten ~- und ^ 

bzw. durch - und ^ ersetzen (vgl. Seite 274). Die Formel (312) 
geht dann über in 

-*- + cosi/; 

(313) "^^ -' 



^ ^ + ^ + 20081/; 

Hierbei bedeutet 6^ die reduzierte Pendellänge für das um die 
feste Achse drehbare erste reduzierte System, 6^ die reduzierte Pendel- 
länge für das um die Achse des Zwischengelenks drehbare zweite 
reduzierte System, und q^ den Abstand des Richtpunktes des zweiten 
Gliedes vom Mittelpunkte des Zwischengelenks. 

Die Beziehung (313) stellt eine Differentialgleichung dar, aus 
welcher sich durch Integration der Ausdruck für die Abhängigkeit des 
Drehungswinkels (p^ des einen Gelenks von dem Drehungswinkel ^ 
des anderen Gelenks finden läßt. 

Die Winkelgeschwindigkeiten q)^' und ^' sind mit den beiden 

Differentialquotienten -J^ und ~~ identisch. Setzt man an Stelle des 
ersten dieser beiden Differentialquotienten das ihm gleiche Produkt 
T^ • -n\-f so hebt sich der gemeinsame Faktor ^y im Zähler und Nenner 
auf der linken Seite von (313) fort und man hat 

(314) ^,^ = ^^ 

Da sich in dieser Differentialgleichung durch Multiplikation mit 
dif die beiden Variablen (p^ und ^ separieren lassen, so kann man 
sie unmittelbar integrieren. Man erhält dann die folgende Beziehung 
zwischen tp^ und ^ 
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(315) <p,= 



9i 



ve+ir- 



arctg 




1^ , 



unter u die Integrationskonstante verstanden. 

Mit Hilfe dieser Formel lassen sich nun alle zusammengehören- 
den Werte der beiden Gelenk winkel berechnen, welche Stellungen 
charakterisieren, die das System sukzessive während der Bewegung 
durchläuft. Da (p^ den Wert a annimmt, wenn man ^ gleich Null 
setzt, so stellt a den Winkel des ersten Gelenks dar, welcher der 
äußersten Streckstellung des Zwischengelenks entspricht. 

Da für das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten q)^, ^', sowie 
auch für die Beziehung zwischen tp^ und ^ nur die beiden Konstanten 

— und j- maßgebend sind, so genügt es, als Beispiel für die Ver- 
wendung der Formeln (313) und (315) den allein im Ellbogengelenk 
gegliederten Arm herauszugreifen. Denn da diese maßgebenden Kon- 
stanten nach dem früheren für das allein im Kniegelenk gegliederte 
Bein mit genügender Annäherung die gleichen Werte besitzen wie 
für den Arm, so lassen sich die am Arm gewonnenen Resultate ohne 
weiteres auf das Bein übertragen. 

Es hatte sich früher für ^ der Wert 2,095 und für ^ der 

Wert 0,894 herausgestellt. Demnach nimmt für den rechten Arm 
unter Verwendung der früher eingeführten Indizes die Gleichung (313) 
die Form an 

i^j^ _^ 0,894 + cos t/^g^^Q 

'^lio" 2,989 + 2cosi/,3^' 



(316) 



Da die rechte Seite mit der rechten Seite von (275) identisch 
ist, so kann man die in der Tabelle auf Seite 279 angegebenen Zahlen 
direkt auch dem Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten im Schulter- 
und EUbogengelenk zuschreiben. 

Die Beziehung (318) zwischen den beiden Gelenkwinkeln ^^ g 
und ^g jQ selbst lautet infolge der obigen Werte der Konstanten für 
den Arm 

(317) tr,s = 0,54054 arctg [o,4452 tg %>*] - ^«^ + «. 

Es soll sich nun zunächst um die Kontraktion eines eingelenkigen 
Beugemuskels des Ellbogengelenks handeln. Denkt man in der Aus- 
gangsstellung das Ellbogengelenk gestreckt und den Oberarm so ge- 
stellt, daß bei aufrechter Stellung des Körpers seine Längsachse ver- 
tikal nach unten gerichtet ist, so besitzt nach den früheren Bestim- 
mungen über die Bedeutung des Schultergelenkwinkels ^^ g die 
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Integrationskonstante a den Wert Null. Man berechnet daher mit 
Hilfe von (317) unter anderen die folgenden zusammengehörenden 
Werte der beiden Gelenkwinkel: 



Schultergelenkwinkel 'tp^ g 



0« — öUr I — imo' — 16<>51' — 22013' I — 27^8 



Ellbogengelenkwinkel i/^g^ ^ 



15« 



30« 



45'» 



60<> 



75« 



Schultergelenkwinkel ip^ g 



— 32«2' 



— 36n3' 



39«39 — 42«4' 



— 43« 8' 



Ellbogengelenkwinkel i^g^^, | 90« 105« | 120« | 135« 150« 

Dabei sind für den Ellbogenwinkel Werte bis zu 150® angenommen 
worden, obgleich bei manchen Menschen damit schon die äußerste 
Beugestellung überschritten ist, weil diese Werte auch für das Bein 
gelten, wenn man, den früheren Festsetzungen über das Vorzeichen der 
Winkel entsprechend, die entgegengesetzten Vorzeichen verwendet. 

In Figur 56 finden sich die Stellungen, welche nach der obigen 
Tabelle der Arm bei alleiniger Kontraktion eines eingelenkigen Ell- 
bogenbeugers, etwa des M. brachialis einnimmt, 
in der Weise aufgezeichnet, daß die später er- 
reichten Stellungen des Armes durch immer 
schwächere Schraffierung kenntlich gemacht sind. 
Die in der letzten Tabelle angegebenen Win- 
kelwerte gelten auch gleichzeitig für den Fall, daß 
der Arm aus einer Beugestellung, etwa der extre- 
men Beugestellung, infolge alleiniger Kontraktion 
eines eingelenkigen Streckers des Ellbogengelenks, 
wie etwa der eingelenkigen Köpfe des M.triceps 
brachii, in die StrecksteUung übergeführt wird. 
Zur Veranschaulichung dieser Bewegung kann 
man auch gleichzeitig die Figur 56 verwenden. 
Man hat dabei nur als Ausgangsstellung die zu- 
letzt erreichte Beugestellung des Ellbogengelenks 
Fig. 56. aufzufassen und zu berücksichtigen, daß bei dieser 

Auffassung der Figur die später erreichten Stel- 
lungen durcfe stärkere Schraffierung hervorgehoben erscheinen. 

Beachtet man, daß in den Formeln (316) und (317) irgend welche 
auf die Spannung oder die Insertions weise der eingelenkigen EU- 
bogenmusbeln bezüglichen Größen nicht mehr auftreten, so erkennt 
man, daß nicht nur das Verhältnis der Anfangsdrehungen, sondern 
auch das Verhältnis der erreichten Winkelgeschwindigkeiten iin 
Schulter- und Ellbogengelenk, und auch die Aufeinanderfolge der 
einzelnen Stellungen des Armes von der Spannung dieser Muskeln 
und ihrer besonderen Art der Insertionen an den Knochen ganz un- 
abhängig sind. Die aufeinanderfolgenden Haltungen des Armes werden 
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für alle ein gelenkigen Muskeln des Ellbogengelenks die gleichen sein. 
Ein Unterschied kann durch die Änderung der Muskelspannung und 
der Muskelinsertionen nur insofern erzielt werden, als das eine Mal 
diese bestimmten Haltungen des Armes schnell, das andere Mal lang- 
sam durchlaufen werden, ohne daß jedoch dabei das Verhältnis der 
Winkelgeschwindigkeiten sich ändert. Man hat es also, solange nur 
Armmuskeln mit dem Ursprung am Oberarm wirken, mit einer zwang- 
läufigen Gliederbewegung zu tun. Eine andere Bewegungsart kann 
allein durch Muskeln, welche ihren Ursprung außerhalb des Armes, 
d. h. also am Rumpfe haben, und durch äußere Kräfte, wie die Schwere, 
bewirkt werden. 

Die Art der Bewegung ist, wie sich soeben gezeigt hat, bei der 
Kontraktion «ingelenkiger Muskeln, ausschließlich abhängig von dem 
Massenverhältnis der beiden Armabschnitte, von der Lage der Schwer- 
punkte und der Verteilung der Massen innerhalb der einzelnen Teile, 
wie sie in den Werten der Trägheitsmomente und Trägheitsradien 
zum Ausdruck kommt. Daraus geht nun hervor, daß die Bewegung 
sich im allgemeinen ändern wird, wenn das Massenverhältnis und die 
Massenverteilung andere werden. Dieser Fall tritt beispielsweise ein, 
wenn man einen schweren Körper in der Hand hält, und nun die 
Muskeln bei ihrer Kontraktion die Masse dieses Körpers mit in Be- 
wegung zu setzen haben. Durch die neu hinzugebrachte Masse wird 
nicht allein das Massenverhältnis beider Abschnitte geändert, sondern 
es rücken auch die Schwerpunkte derselben in distaler Richtung fort, 
es verschieben sich die beiden Hauptpunkte in derselben Richtung, 
und es ändern sich die Trägheitsmomente der beiden reduzierten 
Systeme. Die Muskeln wirken demnach jetzt auf ein Massensystem 
ein, welches durchaus verschieden ist von dem System, das der un- 
belastete Arm darstellt. 

Die Änderung der Verteilung der Massen, welche ein in der 
Hand gehaltener Körper verursacht, kommt nun für die Wirkung der 
eingelenkigen Ellbogenmuskeln nur insofern in Betracht, als durch 
dieselbe die beiden für das mechanische Verhalten des Systems maß- 
gebenden Konstanten — und y- andere Werte erhalten. 

Nimmt man wieder wie früher unter 17 bd) an, daß der in der 
Hand gehaltene Körper (vgl. Fig. 36 auf Seite 257) das Gewicht G' 
bzw. die Massenzahl m' besitzt, und daß derselbe mit genügender An- 
näherung als ein Massenpunkt aufgefaßt werden kann, welcher sich 
im Abstände a von der Ellbogenachse auf der Längsachse des Unter- 
arms befindet, so werden die neuen Werte der Hauptstrecken [Cg'], 
[c^q] und des Abstandes [q^q] des Richtpunktes des Unterarms von 
der Ellbogenachse mit Hilfe der Formeln (252), (251) und (253) 
bzw. (254) bestimmt. Bezeichnet man weiter mit [Ag] und A^q] die 
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neuen Werte der Trägheitsradien der beiden reduzierten Systeme und. 
beachtet, daß zum ersten reduzierten System im Ellbogengelenkmittel- 
punkte die Masse m und zum zweiten reduzierten System im Abstände a 
von der Ellbogenaehse dieselbe Masse m hinzukommt, so erhält man 
zur Berechnung der Trägheitsradien und der entsprechenden Träg- 
heitsmomente die Formeln 



(318) 



(mg + mio + m) \X^ = (m« -f mjo) Ag^ + ml^^ 
(mg + mio + m) [l^^Y = (^s + ^^lo) ^iq + '^' «^• 



Durch diese und die früheren Formeln (251) bis (254) wird man 
aber auch in den Stand gesetzt, die neuen Werte der Konstanten 

pM ■!, und -J— zu berechnen; denn die erste Konstante ist wieder mit 

y-^ 7^ und die zweite mit , l^\^ identisch (vgl. Seite 274). 

Als Beispiel soll der Fall angenommen werden, daß der in der 
Hand gehaltene Körper 15 kg wiegt; dann ist also 6r' = 15 und 
m = 0,015^89. Da ig die Länge von 30,3 cm, und a nach dem 
früheren (vgl. Seite 258) die Länge von 34,6 cm besitzt, so erhält man 
unter Berücksichtigung von (269) und (271) nach den Formeln (251) 
bis (254) und (318) für die beiden maßgebenden Konstanten schließ- 
lich die Werte 0,950 und 1,127. Die Formel (313) zur Berechnung 
des Verhältnisses der Winkelgeschwindigkeiten nimmt daher in diesem 
Falle die Form an 



(319) 



^M 



^8,10 



1,127 + COS t/> 
2,077 -|- 2 cos^ * 



Aus derselben erhält man für verschiedene Beugungsstellungen 
des Armes die folgenden Werte des Verhältnisses der Winkelgeschwin- 
digkeiten im Schulter- und Ellbogengelenk: 



Beugungswiukel im 
Ellbogengelenk 


QO 


15<> 30<> 


45« 60« 


75« 


Verhältnis derWinkelgeschwin- 
digkeitem im Schulter- und 
Ellbogengelenk 


— 0,522 


1 
— 0,522 — 0,523 


— 0,525 


— 0,529 


— 0,534 


Beugungßwinkel im || Ckf\Q inPiO 
Ellbogengelenk ^ ^^ ^^^ 


120« 135« 


150« 



Verhältnis der Winkelgeschwin- 1 1 | 

digkeiten im Schulter- und i i 

Ellbogengelenk | — 0,543 - 



0,557 — 0,582 — 0,633 — 0,757 



Diese Zahlen gelten auch gleichzeitig für das Verhältnis der An- 
fangsdrehungen, welche die eingelenkigen Muskeln des Ellbogengelenks 
bei isolierter Kontraktion aus der Ruhe in den beiden Gelenken des 
belasteten Armes hervorrufen. Vergleicht man dieselben mit den ent- 
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«prechenden Zahlen des unbelasteten Armes auf Seite 279, so erkennt 
man einen bemerkenswerten Unterschied. Die Vorzeichen stimmen 
zwar bei beiden überein, was darauf hinweist, daß auch beim be- 
lasteten Arm im Schultergelenk stets die entgegengesetzte Drehung 
hervorgerufen wird wie im Ellbogenge]^nk. Sieht man aber vom Vor- 
zeichen ab und achtet nur auf die absoluten Werte des Verhältnisses, 
so zeigt sich, daß beim belasteten Arm der absolute Wert des Ver- 
hältnisses mit zunehmender Beugestellung des Ellbogengelenks eben- 
falls zunimmt, während er beim unbelasteten Arm immer kleiner 
wurde. Während ferner beim unbelasteten Arm die absoluten Werte 
alle kleiner wie 0,5 ausfielen, sind sie beim belasteten Arm alle größer 
wie 0,5. Wäre der absolute Wert konstant gleich 0,5, so würde in 
jedem Zeitraum die Drehung im Ellbogengelenk doppelt so groß sein wie 
die gleichzeitige entgegengesetzt gerichtete Drehung im Schultergelenk. 
Da aber der Unterarm abgesehen von seiner Bewegung relativ zum 
Oberarm die Drehung im Schultergelenk mitmachen muß, so würde 
demnach die Richtungsänderuug der Längsachse des Unterarms im 
Baume in diesem Falle genau gleich groß ausfallen wie die entgegen- 
gesetzte Richtungsänderung der Längsachse des Oberarms im Räume. 
Daß bei der Belastung mit 15 kg der absolute Wert des Verhält- 
nisses der Winkelgeschwindigkeiten in den Gelenken durchweg größer 
wie 0,5 ausfällt, weist daher darauf hin, daß die Richtungsänderung 
der Oberarmlängsachse von jeder Armhaltung aus größer ist als die 
Richtungsänderung der Unterarmlängsachse. 

Man kann sich nun durch die Berechnung des Verhältnisses der 
Winkelgeschwindigkeiten für verschiedene Größen des in der Hand 
gehaltenen Gewichtes davon überzeugen, daß der absolute Wert dieses 
Verhältnisses für jede Ausgangshaltung des Armes um so größer aus- 
fällt, je größer das Gewicht 6r' ist. Es wird daher für ein Gewicht, 
das kleiner als 15 kg ist, einmal der oben angenommene Fall ein- 
treten, daß für eine bestimmte Ausgangsstellung, etwa die Streck- 
stellung des Armes, das Verhältnis genau gleich — 0,5 ist. Es läßt 
sich die Größe des Gewichts 6r', bei welchem dies stattfindet, leicht 
bestimmen, wenn man auf die Formel (312) zurückgreift und in der- 
selben die der Belastung entsprechenden Trägheitsradien [Ag] und [A^^] 
und die zugehörige Hauptstrecke [c^^] des belasteten Unterarms ein- 
setzt. Soll der Wert des Verhältnisses der beiden Winkelgeschwindig- 
keiten — 0,5 sein, so ergibt sich demnach die Bedingungsgleichung 

•Q.2^. Pio]'_+ ^8_[ciyco8a/'8,jio i_ 

^ ^ [hV + [hoY + 2 h [q'o] cos t/^s, 10 2 • 

Man erkennt leicht, daß dieser Bedingung nur genügt wird, wenn 
die beiden Trägheitsradien [Ag] und [A^^] einander gleich sind, und daß 
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sie dann aber auch ganz unabhängig von dem Werte des Winkels 
^8 10? d- ^' ^Iso für jede Stellung des Ellbogengelenks, erfüllt wird. 

Aus der Bedingung, daß [Ag] und [I^q] gleiche Werte annehmen, 
sollen, läßt sich nun nach (318) leicht das bestimmte Gewicht G' 
ableiten, für welches das Vqjrhältnis der Winkelgeschwindigkeiten 
konstant den Wert — 0,5 besitzt. Aus (318) folgt die Beziehung 

(321) (mg + mio) Ag^ + m\^ = (mg + m,^) k^^ + ma% 
woraus sich zunächst für die Masse m ergibt: 

(322) ,„' = y^'(^^ + ^j. 



Da die Massen den Gewichten proportional sind, so hat man 
hieraus schließlich zur Berechnung von G' die Formel 



(323) 



ö' = y^\G«+(?J. 



Nun betrugen die Gewichte Gg und G^q 1,908 kg und 1,775 kg^ 
die Trägheitsradien Ag und X^^ nach (271) 24,11 cm und 15,75 cm, 
die Länge l^ 30,3 cm und der Abstand a 34,6 cm. Man erhält daher 
für das gesuchte Gewicht 4,395 kg. 

Wenn also ein Mensch, dessen Arm die gleichen Dimensionen 
und Massen und die gleiche Massen Verteilung besitzt wie das der 
Untersuchung zugrunde gelegte Individuum, ein Gewicht von ab- 
gerundet 4,4 kg in der Hand hält, so würde 
derselbe durch alleinige Kontraktion von ein- 
gelenkigen Ellbogenmuskeln den Arm nur so 
bewegen können, daß der Oberarm sich im 
Räume immer um den gleichen Winkel in 
|0 dem einen Sinne, wie der Unterarm in dem 
anderen Sinne dreht. Dabei müßte natürlich 
die Einwirkung der Schwere ausgeschlossen 
^ sein, was sich annähernd dadurch erreichen. 
^ läßt, daß man die Längsachsen des Oberarms 
und Unterarms vor der Kontraktion des Mus- 
kels in eine horizontale Ebene bringt, so daß 
also die beiden Gelenkachsen vertikal stehen. 
Diese bei einer Belastung von 4,4 kg ein- 
tretende Bewegung findet sich durch Figur 57 
in der schon in Figur 56 verwendeten Weise 
anschaulich dargestellt. Der kleine Kreis,, 
welcher sich in einiger Entfernung vom unteren 
Ulna-Ende befindet, deutet die Lage und Be- 
wegung der in der Hand gehaltenen Masse an. 

Das oben angedeutete Wachstum des absoluten Wertes von dem 
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Fig. 57. 
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Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten bei zunehmender Größe des 
in der Hand gehaltenen Gewichtes geht nun nicht über alle Grenzen 
hinaus. Denkt man sich einmal dieses Gewicht so groß, daß das 
Gewicht des ganzen Armes im Vergleich zu demselben verschwindend 
klein erscheint — ein Fall, der in Wirklichkeit natürlich nur an- 
nähernd erreicht werden kann — , so rückt der Hauptpunkt des Ober- 
arms in den Mittelpunkt des Ellbogengelenks, uud der Hauptpunkt des 
starren Systems Unterarm -f Hand fällt mit dem Schwerpunkte des in 
der Hand gehaltenen Körpers zusammen, so daß die Hauptstrecke [c[q\ 
den Wert a annimmt. Soweit man diesen Körper auch hier noch mit 
genügender Annäherung als Massenpunkt auffassen kann, hat man 
dann auch für den Trägheitsradius [A^q] die Größe a, während der 
Trägheitsradius [Ag] mit der Länge lg des Oberarms identisch ist. 
Das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten im Schulter- und Ell- 
bogengelenk würde dann nach (312) die spezielle Form annehmen 

Da a = 34,6 und l^ = 30,3, so würde das Verhältnis z. B. für 
die äußerste Streckstellung (^g ^q = 0) den Wert — 0,533 und für die 
rechtwinklige BeugesteUung im Ellbogengelenk (^g ^^ = 90®) den Wert 
— 0,566 annehmen. Über diese Werte kann das Verhältnis für diese 
beiden Stellungen des Armes überhaupt nicht hinausgehen. Vergleicht 
man dieselben mit den entsprechenden Werten in der letzten Tabelle, 
so erkennt man, daß man mit einer Masse von 15 kg den Werten 
des Verhältnisses der Winkelgeschwindigkeiten schon sehr nahe ge- 
kommen ist, welche eintreten, wenn man das in der Hand gehaltene 
Gewicht über alle Grenzen wachsen läßt. Es werden sich daher die 
Bewegungen, welche bei Gewichten eintreten, die größer als 15 kg 
sind, nicht sehr von den zu (?' = 15 kg gehörenden unterscheiden. 

Da in dem Falle, daß in der Hand das Gewicht von 15 kg ge- 
halten wird, die beiden für das Verhalten des Armes gegenüber ein- 
wirkenden Ejäften maßgebenden Konstanten ^ Mr und ^^-j^ nach S. 328 

bzw. die Werte 0,950 und 1,127 annehmen, so besteht für alle Stel- 
lungen, welche der mit 15 kg belastete Arm bei alleiniger Kontrak- 
tion eines Ellbogenmuskels durchläuft, zwischen den beiden Gelenk- 
winkeln nach (315) die spezielle Beziehung 



8,10 , 



(325) ^i^g = - 0,31 566 arctg [0,13 734 tg — ^^J - 

Nimmt man, wie früher, zunächst den Wert a, welchen bei der 
Streckstellung des Ellbogengelenks der Schulterwinkel ^j g besitzt, 
als Null an, wodurch übrigens die allgemeine Verwendbarkeit der 
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Formel (325) nicht beeinträchtigt wird, so erhält man folgende zu- 
sammengehörende Werte der beiden Gelenkwinkel: 



Schultergelenk- 
winkel w 


i «° 

1 


— 7*50' 


— 15040' —23032' 

i 


— 310 26' 


— 39024' 


Ellbogengelenk- 
winkel l/^g JQ 


0« 


15« 


30« 


450 


600 


750 



Schultergelenk- 
winkel tp 


i — 47028' 


— 55042' 


— 640 13' 


— 73017' 


— 83034' 


Ellbogengelenk- 
winkelt/;8io 


900 


1050 


1200 

1 


1350 


1500 



In Figur 58 findet sich in der schon angewendeten Weise eine 
Reihe von Stellungen ^es Armes aufgezeichnet, welche derselbe nach 
dieser Tabelle bei alleiniger Kontraktion eines eingelenkigen Ellbogen- 
muskels durchläuft, wenn in der Hand ein 
Gewicht von 15 kg gehalten wird. Aus dieser 
Figur, in welcher die in der Hand gehaltene 
Last wiederum durch einen Kreis angedeutet 
ist, kann man deutlich erkennen, daß bei 
15 kg Belastung die Bewegung nahezu so vor 
sich geht, daß der Schwerpunkt des in der 
Hand gehaltenen Körpers sich auf einer ge- 
raden Linie dem Schultergelenk nähert (Beuge- 
bewegung) oder sich auf einer geraden Linie 
von demselben entfernt (Streckbewegung). 
Genau genommen ist die Bahn dieses Punktes 
eine nur wenig gekrümmte Linie, welche ihre 
konkave Seite dem Ellbogengelenk zukehrt. 
r J Würde dagegen die in der Hand gehaltene 

• Masse so groß sein, daß im Vergleich zu ihr 
die Masse des Armes gar nicht in Betracht 
käme, so würde ihr Schwerpunkt bei der Be- 
wegung des Armes genau eine gerade Linie 
beschreiben. 

Von der letzteren Tatsache kann man sich leicht überzeugen, 
wenn man die oben angegebenen speziellen Werte a, l^ und a für die 
drei Größen [c[q\j [Ag] und [A^o] in Betracht zieht. Man erhält dann 
auch für [()io]? [^g] ^^^ L^io] ^^iw. die speziellen Weiie a, l^ und a. 
Infolgedessen geht, wie man leicht bestätigt, die allgemein gültige 
Beziehung (315) in die spezielle Form über 




Fig. 58. 



(326) 



. ["a — z i/'giol '^8,10 , 

*i,8 = arctg [j^ tg -^ J - -'- + a. 
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Nimmt man hierbei der Einfachheit halber wieder den Winkel a, 
welcher auf die Bewegung selbst gar keinen Einfluß ausübt, gleich 
Null an, ersetzt nach den früheren den Gelenkwinkel tp^ ^q durch die 
Differenz (p^Q — (p^ (vgl. S. 243) und schreibt an Stelle von ^^ g wie 
früher 97g, so läßt sich diese Beziehung schließlich auch in der Form 
schreiben 

(327) (a - k) : (a + k) = tg (-?i~»-+-'?«-) : tg (-"'^p« ) . 

Hieraus erkennt man aber, daß Zg und a für alle Stellungen des 
Armes die Seiten eines Dreiecks darstellen, dessen gegenüberliegende 
Winkel cp^^ und — ^jg sind. Dies ist nur möglich, wenn sich der End- 
punkt der Strecke a, d. h. also hier der Schwerpunkt des in der Hand 
gehaltenen Gewichtes, stets auf der im Räume oder gegen den fixierten 
Rumpf festen Geraden durch den Schultergelenkmittelpunkt befindet, 
von welcher aus die Winkel q)^ und q)^^ nach den früheren Annahmen 
gerechnet werden. 

20. Verwendung der Bewegungsgleichungen zur Bestimmung 
der Muskelkräfte bei bekannter Bewegung des menschlichen Körpers. 

Die Probleme der Muskeldynamik lassen sich in zwei Gruppen 
ordnen. Die Aufgaben der ersten Gruppen fragen nach den Be- 
wegungen der Körperteile, welche ein oder mehrere Muskeln unter 
gegebenen Verhältnissen bei ihrer Kontraktion hervorbringen. In 
diese Gruppe gehören die in den letzten beiden Abschnitten ange- 
führten Beispiele. Wenn es sich nicht allein um die von einem Mus- 
kel hervorgebrachten Anfangsbewegungen, sondern um den ganzen 
Verlauf der Kontraktionsbewegung handelt, scheitert, wie schon er- 
wähnt, eine exakte Lösung derartiger Aufgaben in vielen Fällen 
an der Unmöglichkeit der Integration der verwickelten Differential- 
gleichungen. Es ist daher im 19. Abschnitt nur ein besonderer FaU 
eingehender behandelt worden, in welchem die Integration und da- 
mit die Lösung der Aufgabe möglich ist. Soweit bei diesen Auf- 
gaben . die Spannungen der Muskeln als bekannt vorausgesetzt 
werden, besitzen sie auch mehr rein theoretisches als praktisches 
Interesse für die Physiologie. Denn es ist bisher weder ge- 
lungen, die Spannung eines Muskels am lebenden Körper direkt zu 
messen, noch einem Muskel, etwa durch elektrische Reizung, eine be- 
stimmt angebbare Spannimg zu erteilen. Es hat sich aber in den 
letzten Abschnitten gezeigt, daß es manche der ersten Gruppe zu- 
fallende Fragen gibt, welche allgemein lösbar sind, da sie auf die 
Größe der Spannung sowie auch auf die Integrationsmöglichkeit der 
Differentialgleichungen keine Rücksicht nehmen. Hierher gehörten 
beispielsweise die Fragen nach dem Anfang der Gelenkbewegung, 
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welche ein sich kontrahierender Muskel aus der Ruhe unter Aus- 
schluß aller anderen Kräfte dem Körper erteilt. Es wurden in diesem 
Falle die Differentialgleichungen der Bewegung dazu verwendet, unter 
Vernachlässigung der Winkelgeschwindigkeiten die Verhältnisse der 
Winkelbeschleunigungen durch die für das mechanische Verhalten der 
einzelnen Körperteile charakteristischen Konstanten und die Verhält- 
nisse der von den Muskeln auf die Körperteile ausgeübten Drehungs- 
momente auszudrücken. Im Falle eines einzigen Muskels ließ sich 
dies dadurch ermöglichen, daß bei Ausschluß anderer Kräfte die Werte 
der Drehungsmomente alle den gleichen Spannungsfaktor besitzen, so 
daß derselbe sich bei dem Verhältnis je zweier Drehungsmomente 
heraushebt. 

Eine zweite Gruppe von Aufgaben der Muskeldynamik macht 
nun einen ganz anderen Gebrauch von den Bewegungsgleichungen; 
sie setzt den Bewegungszustand des menschlichen Körpers für den 
ganzen Verlauf einer Bewegung als bekannt voraus, und fragt nach 
den Muskeln und den Muskelkräften, welche diese Bewegung im 
Verein mit äußeren Kräften erzeugen. Diese Aufgaben sind für 
die Bewegungsphysiologie von großem Wert; ihre Lösung bildet in 
gewissem Sinne das Endziel aller Forschung auf dem Gebiete der 
Muskeldynamik. Probleme dieser Art sind im Prinzip mit Hilfe der 
Differentialgleichungen immer lösbar; denn es ist ja nur eine Frage 
der Technik, die Bewegungen des lebenden Körpers, z. B. bei irgend 
einer Lokomotionsart oder der Leistung einer mechanischen Arbeit, 
so genau zu messen, daß auch die in den Differentialgleichungen auf- 
tretenden Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der verschiedenen 
Schwerpunkte, ebenso wie die Winkelgeschwindigkeiten und Winkel- 
beschleunigungen der einzelnen Körperteile und die Drehungsmomente 
der äußeren Kräfte für jede Phase der Bewegung bestimmt werden 
können. Man verwendet dann die Bewegungsgleichungen dazu, für 
jeden Körperteil das resultierende Drehungsmoment sämtlicher auf 
denselben einwirkenden Muskeln zu berechnen. Es ist zuletzt Sache 
einer weiteren, der Muskelstatik angehörenden Untersuchung, dieses 
resultierende Drehungsmoment auf die einzelnen Muskeln zu verteilen. 

Soweit Aufgaben dieser zweiten Gruppe bisher in Angriff ge- 
nommen sind, beziehen sich dieselben fast durchweg auf die Lokomo- 
tion des Menschen und der Tiere. Es soll daher als Beispiel für 
diese Verwendung der Bewegungsgleichungen zur Ableitung der Muskel- 
kräfte bei bekannter Bewegung ein Problem herausgegriffen werden, 
welches sich auf eine bestimmte beim menschlichen Gang auftretende 
Bewegung bezieht, nämlich auf die schwingende Bewegung des jeweils 
vom Boden abgelösten Beins. 

Faßt man in erster Annäherung die Schwingung des Beins als 
eine ebene, der Medianebene des Körpers parallele Bewegung auf und 
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denkt den Fuß im oberen Sprunggelenk gegen den Unterschenkel 
beweglich, so hat man es also dabei mit der Bewegung eines ebenen 
dreigliedrigen Gelenksystems zu tun. Da das Bein im Hüftgelenk 
mit dem Becken beweglich verbunden ist, so handelt es sich dabei 
zunächst nicht um freie Beweglichkeit des Beins. Es ist auch hier 
nicht der früher genauer untersuchte Fall vorhanden, daß das erste 
Glied (der Oberschenkel) sich nur um eine im Räume feste Achse 
drehen kann, sondern der Mittelpunkt des Hüftgelenks ist durch seine 
Verbindung mit dem Becken in eine bestimmte Bewegung gezwungen. 
Nach den ausführlichen Untersuchungen im 7. Abschnitt des all- 
gemeinen Teils über die Bedeutung der Bewegungsgleichungen, und 
vor allen Dingen nach den Ausführungen des 8. Abschnittes über die 
elementare Ableitung der* Bewegungsgleichungen ist man aber ia den 
Stand gesetzt, auch in diesem scheinbar komplizierteren Falle be- 
dingter Beweglichkeit des dreigliedrigen ebenen Gelenksystems die 
Bewegungsgleichungen ohne Mühe in der für die Untersuchung ge- 
eignetsten Form hinzuschreiben. Man hat zu diesem Zwecke in der 
früher geschilderten Weise nur den so wie so am Bein angreifenden 
Kjräften im Mittelpunkte des Hüftgelenks eine Kraft hinzugefügt zu 
denken, welche nach Größe und Richtung so bemessen sein muß, daß 
sie im Verein mit den übrigen äußeren Kräften des ganzen Beins dem 
Schwerpunkte desselben seine Beschleunigung erteilen kann. Zur 
Aufstellung der Bewegungsgleichungen benutzt man darin weiter für 
die vorliegende Untersuchung die früher angegebene Interpretation 
der Bewegungsgleichungen, welche die Drehung eines jeden der drei 
Abschnitte des Beins um seine zu der Bewegungsebene senkrechte 
Schwerpunktsachse in ihrer Abhängigkeit von den auf denselben ein- 
wirkenden Drehungsmomenten der Muskeln, der Schwere und der in 
entgegengesetzter Richtung zu nehmenden Effektivkräfte der anhängen- 
den Körperteile darstellt. 

Nach den früheren ausführlichen Auseinandersetzungen kommen 
für die drei Abschnitte des (rechten) Beins die folgenden Kräfte in 
Betracht. 

Auf den Oberschenkel wirkt zunächst direkt die Schwere wie 
eine Kraft ein, welche gleich dem Gewicht (rg des Oberschenkels ist, 
vertikal nach unten zieht und im Schwerpunkte /Sg des Oberschenkels 
angreift, so wie es in Figur 59 angedeutet worden ist. Sofern Mus- 
keln sich an der Hervorbringung der Schwingungsbewegung beteiligen, 
wirken die direkt an dem Oberschenkel inserierenden Muskeln infolge 
ihrer Spannung wie Kräfte auf denselben ein, welche gleich ihren 
Gesamtspannungen sind und die Richtung nach dem anderen In- 
sertionspunkte hin besitzen. Als Angriffspunkt hat hierbei diejenige 
Stelle des Oberschenkels zu gelten, von welcher aus der betreffende 
Muskel sich frei über das verbindende Gelenk hinweg nach einem 
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Nachbargliede ausspanDt; es ist also der Angriffspunkt der Muskel- 
kraft in vielen Fällen durchaus nicht identisch mit seinem am Ober- 
schenkel befindlichen Insertionspunkte oder mit einem mittleren Punkte 

seiner Insertionsfläche, wie das 
früher schon ausführlich aus- 
einandergesetzt worden ist. Um 
das Bild nicht zu unübersicht- 
lich zu machen, sind in Figur 59 
zunächst keine Repräsentanten 
von direkt am Oberschenkel an- 
greifenden Muskelkräften einge- 
^ zeichnet worden. 

Außer mit den genannten 
Kräften wirken nun sowohl die 
Schwere als auch die Muskeln 
noch in anderer Weise auf den 
Oberschenkel ein, nämlich da- 
durch, daß sie den Gelenkdruck 
sowohl im Hüftgelenk als auch 
im Kniegelenk beeinflussen. 

Der fortwährend wechselnde 
Druck, welcher im Hüftgelenk 
auf den Oberschenkel ausgeübt 
wird, ist in jedem Moment als 
eine Kraft aufzufassen, welche 
im Mittelpunkte des Femurkopfes 
angreift, und deren Intensität 
und Richtung so zu bemessen 
sind, daß der Druck im Verein 
mit den direkt am ganzen 
Bein angreifenden äußeren 
Kräften dem Schwerpunkte des ganzen Beins gerade seine in dem be- 
treffenden Zeitpunkte vorhandene Beschleunigung nach Größe und 
Richtung zu erteilen vermag. Durch diese Bedingung ist die im 
Hüftgelenk ausgeübte Druckkraft in eindeutiger Weise bestimmt, wenn 
man alle am Bein direkt angreifenden äußeren Kräfte und die Be- 
schleunigung des Gesamtschwerpunktes des Beins nach Größe und 
Richtung kennt. Man faßt sie am besten als Resultante einer Reihe 
von Komponenten auf, von denen eine gleich und gleich gerichtet mit 
der Effektivkraft des ganzen Beins ist, während die anderen den 
sämtlichen am Bein direkt angreifenden äußeren Kräften an Größe 
gleich, aber gerade entgegengesetzt wie diese gerichtet sind. 

Unter der Effektivkraft des ganzen Beins versteht man nach dem 
früheren eine Kraft, welche mit der Beschleunigung des Gesamt- 




Fig. 59. 
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Schwerpunktes des Beins gleichgerichtet ist^ und deren Intensität 
durch das Produkt aus der Masse des ganzen Beins und der Be- 
schleunigung seines Schwerpunktes gemessen wird. Bezeichnet man 
die Masse des ganzen Beins mit fn^^^^ und die Beschleunigung des 
Gesamtschwerpunktes Sg 4^ mit ^2,4,6; wobei durch die drei Indizes 
angedeutet sein soll; daß es sich um das System der drei mit den 
Nummern 2, 4 und 6 yersehenen Abschnitte des Körpers handelt^ so 
beträgt demnach die Größe der Effektiykraft des ganzen Beins mj^^g^j^^g. 
In Figur 59 ist diese Druckkomponente angedeutet und mit dem posi- 
tiven Vorzeichen versehen worden, um damit zum Ausdruck zu bringen, 
daß sie mit der Effektivkraft des Beins gleichgerichtet ist. 

Die am Bein direkt angreifenden äußeren Kräfte sind wieder- 
um von zweierlei Art. Einmal zieht im Schwerpunkte S^ a^ des 
ganzen Beins das Gewicht G2 4 g^) desselben vertikal nach unten; und 
dann wirken in der oben angedeuteten Weise die am Bein ansetzen- 
den Muskeln bei ihrer Kontraktion als Kräfte ein. Dabei kommen 
jedoch nur solche Muskeln in Betracht, deren Ursprung sich außer- 
halb des Beins, d. h. also hier am Rumpfe, befindet; denn die Mus- 
keln, welche beide Insertionen am Bein selbst nehmen, verursachen nur 
Kräfte, welche als innere Kräfte für das ganze Bein aufzufassen sind. 
Infolgedessen ist unter den Druckkomponenten im Höftgelenk eine 
vertikal nach oben gerichtet und gleich dem Gewicht des Beins; die- 
selbe ist in Figur 59 eingezeichnet und entsprechend ihrer Richtung 
mit — ög 4 6 bezeichnet worden. Die übrigen in der Figur nicht mit- 
angedeuteten Druckkomponenten sind den Muskelkräften entgegen- 
gesetzt gleich. 

Der ebenfalls sich fortwährend ändernde Druck, welcher im Knie- 
gelenk auf den Oberschenkel ausgeübt wird, stellt sich in jedem 
Moment als eine Kraft dar, welche unter der gemachten Voraussetzung 
ebener Bewegung des Beins im Mittelpunkte des Kniegelenks an- 
greift; dabei ist als Mittelpunkt des Kniegelenks derjenige Punkt 
aufzufassen, in welchem die durch den Hüftgelenkmittelpunkt und 
den Schwerpunkt des Oberschenkels hindurchgehende Längsachse des 
Oberschenkels die Knieachse trifft. Dieser Druck hat die gleiche 
Größe wie der im Kniegelenk auf den Unterschenkel ausgeübte Druck; 
seine Richtung ist aber der Richtung des letzteren genau entgegen- 
gesetzt. Nach den obigen Auseinandersetzungen über die Druckkraft 
im Hüftgelenk kann es keinem Zweifel unterliegen, daß die im Knie- 
gelenk auf den Oberschenkel ausgeübte Druckkraft folgende Kom- 



1) Um Verwecbslungen zu vermeiden, sind in den Figuren 59 bis 64 die 
Mittelpunkte der drei Gelenke nicht wie früher mit dem Buchstaben G und 
doppeltem Index, sondern mit den Buchstaben JT, K und F bezeichnet worden. 
Die Größen G mit einfachem oder mehrfachem Index bedeuten also im folgenden 
atets Gewichtskräfte. 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 22 
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ponenten besitzt: zunächst eine Komponente, welche der EflFektivkraft 
m^gy^e des Systems Unterschenkel + Fuß gleich ist, aber die ent- 
gegengesetzte Richtung wie diese besitzt; femer eine Komponente, 
welche dem Gewicht G^ g des Systems Unterschenkel + Fuß gleich 
und auch wie dieses vertikal nach unten gerichtet ist (ygl. Fig. 59); 
endlich eine Anzahl von Komponenten, welche den am Unterschenkel 
und Fuß direkt angreifenden äußeren Muskelkräften gleich sind und 
auch die gleiche Richtung wie diese besitzen. Äußere Muskelkräfte 
können dabei allein solche Muskeln ausüben, welche nur ihren Ansatz 
am Unterschenkel oder Fuß, dagegen ihren Ursprung außerhalb dieses 
Systems, also entweder am Oberschenkel oder am Rumpf besitzen. 
In Figur 59 sind nur die beiden ersten Druckkomponenten im Knie- 
gelenk angedeutet, die von den Muskeln herrührenden Komponenten 
aber wiederum fortgelassen worden. Die Gewichtskomponente ist mit 
+ tr* 6 bezeichnet worden, um anzudeuten, daß sie dem Gewicht des 
Systems Unterschenkel + Fuß nicht nur gleich, sondern auch gleich- 
gerichtet ist. "Da die aus der EiBFektivkraft dieses Systems herrührende 
Druckkomponente derselben entgegengesetzt gerichtet ist, so ist sie in 
der Figur durch r^ m^ g y^ ^ bezeichnet worden. 

Damit sind nun alle Kräfte aufgezählt, welche in der Periode 
des Schwingens auf den Oberschenkel, einwirken können. Derselbe 
wird sich unter der Einwirkung derselben genau so bewegen, als ob 
er völlig frei, vom übrigen Körper abgelöst wäre; denn der Einfluß, 
welchen infolge der Gelenkverbindung die anderen Körperteile bei der 
Bewegung auf den Oberschenkel ausüben, ist vollkommen durch die 
beiden Druckkräfte im Hüft- und Kniegelenk wiedergegeben. Der 
Oberschenkel kann nun nach Einführung der Gelenkdrucke als Körper 
für sich betrachtet werden; es stellen daher alle oben aufgezählten 
Kräfte äußere Kräfte für den Oberschenkel dar. Da der Schwerpunkt 
eines freien Körpers sich stets so bewegt, als ob die sämtlichen auf 
den Körper einwirkenden äußeren Kräfte mit ihrer Stärke und Rich- 
tung im Schwerpunkte selbst angriffen und außerdem in diesem 
Punkte die ganze Masse des Körpers vereinigt wäre, so müssen die 
in Figur 59 aufgezeichneten Kräfte im Verein mit den erwähnten 
Muskelkräften nach dem Schwerpunkte Sg des Oberschenkels verlegt 
als Resultante Wg^j ergeben, wo m^ die Masse und y^ ^^® Beschleu- 
nigung des Schwerpunktes, ihr Produkt also die Effektivkraft vom 
Oberschenkel bedeuten. Daß dies wirklich der Fall ist, kann man 
leicht erkennen. Es ergeben nämlich schon die beiden im Hüftgelenk- 
niittelpunkte H und Kniegelenkmittelpunkte K vorhandenen Druck- 
komponenten + ^^2 4 6 ?^2 4 6 ^^^ — ^4 6 ^4 6 ^^^ Rcsultantc Wg ^g . Dics 
geht unmittelbar daraus hervor, daß die Effektivkraft ^2,4^6 ?^2,4,6 ^^^ 
ganzen Beins sich als Resultante der drei Effektivkräfte m^y^y ^^7^ 
und mg^g vom Oberschenkel, Unterschenkel und Fuß darstellt, und daß. 
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andererseits die Eflfektivkraft m^^^y^ g des Systems Unterschenkel + Fuß 
die Resultante von fn^y^ und m^y^ ist. Setzt man demnach ^^2 4,6^2 4 e 
mit — ^4^6^4,6 zusammen, so muß sich die Eflfektivkraft m^y^ ergeben, 
Alle anderen am Oberschenkel angreifenden Kräfte dürfen also keinen 
Einfluß auf die Bewegung des Schwerpunktes ausüben. Dies stimmt 
damit überein, daß, wie man nachweisen kann, zu jeder der anderen 
Kräfte sich eine auffinden läßt, welche ihr entgegengesetzt gleich ist, 
so daß sich dieselben zu einer Beihe von Kj-äftepaaren zusammen- 
ordnen lassen. 

Was zunächst die drei in Hy S^ und K angreifenden Grewichts- 
kräfte anlangt, so kann man die beiden letzteren, welche vertikal 
nach unten gerichtet sind, zu eine Resultante vereinigen, deren 
Größe Gg 4 e ist, so daß die 
selbe der in H angreifenden 



G. 



2,4 

ist. 




Druckkomponente 
entgegengesetzt gleich 
Der AngriflFspunkt H^' dieser 
Resultante, welche sich in der 
folgenden Figur 60 aufge- 
zeichnet findet, liegt auf der 
Verbindungsstrecke S^K und 
teilt dieselbe im umgekehrten 
Verhältnis der beiden Ge- 
wichtskräfte; dieser Punkt 
ist schon früher als partieller 
Hauptpunkt des Oberschen- 
kels bezeichnet worden; er 
kaun auch aufgefaßt werden 
als der Schwerpunkt des 
Massen Systems, welches man 
erhält, wenn man im Mittel- 
punkte des Kniegelenks die 
Massen von Unterschenkel 
und Fuß konzentriert und dem 
Oberschenkel hinzugefügt 
denkt. Dieser Hauptpunkt 
ist deshalb als partiell zu be- 
zeichnen, weil man zu seiner 
Konstruktion das Bein vom Fig. 60. 

Rumpf abgelöst denken muß; 

bliebe das Bein im Zusammenhang mit dem Rumpf, so müßte man 
auch noch im Hüftgelenkmittelpunkte die Massen des Rumpfes, des 
anderen Beins, der beiden Arme und des Kopfes konzentriert und 
dem Oberschenkel hinzugefügt denken. Der Schwerpunkt dieses 

22* 
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fingierten Massensystems wäre dann der Hauptpunkt H^ des Ober- 
schenkelS; welcher in Frage kommt, wenn der Oberschenkel im Zu- 
sammenhang mit dem übrigen Körper in Betracht gezogen wird. Die 
in H^ angreifende Gewichtskraft + 6^2,4,6 bildet nun mit der im 
Hüftgelenkmittelpunkte H vertikal nach oben gerichteten Druck- 
komponente — Gg^^ ß ein Kraftepaar, welches nur im Sinne einer Drehung 
auf den Oberschenkel einzuwirken sucht^ die Beschleunigung seines 
Schwerpunktes aber nicht beeinflussen kann. Das Moment dieses 
Eräftepaares stellt das auf den Oberschenkel in der Periode des 
Schwingens ausgeübte Drehungsmoment der Schwere dar; es soll wie 
früher kurz mit D^ bezeichnet werden. 

In entsprechender Weise wie die Gewichtskräfte lassen sich nun 
auch die direkt am Oberschenkel angreifenden Muskelkräfte mit den 
von den Muskeln herrührenden Druckkomponenten im Hüftgelenk und 
Kniegelenk zu Kräftepaaren so vereinigen^ daß einem jeden Muskel, 
soweit er als physiologische Einheit betrachtet werden darf, ein be- 
sonderes Kraftepaar entspricht. Denn zu jeder am Oberschenkel 
direkt angreifenden Muskelkraft findet sich unter den Druckkompo- 
nenten in einem der beiden Gelenke stets eine entgegengesetzt gleiche, 
welche von demselben Muskel herrührt. Hat aber ein Muskel beide 
Insertionsstellen außerhalb des Oberschenkels, so daß er über beide 
Gelenke desselben hinwegzieht, so greift die von der proximalen 
Insertion herrührende Kraft des Paares im Hüftgelenkmittelpunkte 
und die andere, ihr entgegengesetzt gleiche, im Kniegelenkmittelpunkte 
an. Dies alles ist schon früher ganz allgemein auseinandergesetzt 
und begründet worden, so daß es nicht nötig ist, an dieser Stelle noch 
einmal ausführlich darauf zurückzukommen. Es mag nur noch ein- 
mal hervorgehoben werden, daß die Art der Zusammensetzung der 
Kräftepaare, mit welchen die Muskeln auf den Oberschenkel drehend 
einzuwirken suchen, ganz unabhängig von den jeweiligen Bedingungen 
für die Bewegung des Oberschenkels sind; diese Kräftepaare sind also 
der Art nach dieselben, wenn das betreffende Bein schwingt, als wenn 
es sich auf den Fußboden aufgesetzt hat. Hierdurch unterscheiden 
sie sich wesentlich von dem Kräftepaar, mit welchem die Schwere 
auf den Oberschenkel einwirkt. Unter der Voraussetzung ebener Be- 
wegung kommen nur diejenigen Komponenten der Muskelkräftepaare 
zur Wirkung, deren Ebenen der Medianebene des Körpers parallel 
laufen; man hat dabei dann nur noch zu unterscheiden, welche 
E[räftepaare den Oberschenkel von der rechten Seite aus gesehen im 
Sinne des Uhrzeigers, und welche ihn im umgekehrten Sinne des 
Uhizeigers zu drehen suchen. Rechnet man die Momente der letzteren 
positiv, so muß man den Momenten der ersteren das negative Vor- 
zeichen geben. Das resultierende Moment für alle von Muskeln her- 
rührenden Kräftepaare, welches dann gleich der algebraischen Summe 
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der Momente der emzelnen Kraftepaare ist^ soll wie früher kurz mit 
D^ bezeichnet werden. Da auch die sämtlichen Muskelkräfte paar- 
weise entgegengesetzt sind^ so können sie ebenfalls keinen Einfluß 
auf die Bewegung des Gesamtschwerpunktes des Oberschenkels aus- 
üben. Es bleiben somit nur die beiden Druckkomponenten übrig, 
von denen die eine im Hüftgelenkmittelpunkte angreift und der Effektiv- 
kraft des ganzen Beins direkt gleich ist, während die a^dere im 
Kniegelenk angreift und der Effektivkraffc des Systems Unterschenkel 
+ Fuß entgegengesetzt gleich ist. Für diese ist aber oben schon 
nachgewiesen worden, daß sie sich zu einer Resultante zusammen- 
setzen, welche dem Schwerpunkte des Oberschenkels gerade seine 
richtige Beschleunigung nach Größe und Richtung zu erteilen im- 
stande ist. 

Diese beiden von den Effektivkräften herrührenden Druckkräfte 
üben nun außerdem im allgemeinen auch einen drehenden Einfluß 
auf den Oberschenkel aus. Man kann denselben am besten dadurch 
zur Anschauung bringen, daß man im Schwerpunkte des Oberschenkels 
eine Kraft hinzugefügt denkt, welche die Vorwärtsbewegung desselben 
verhindert, ohne einen Einfluß auf die Drehung des ganzen Ober- 
schenkels um den Schwerpunkt auszuüben. Diese hinzugefügte Kraft 
muß der Effektivkraft des Oberschenkels genau entgegengesetzt gleich 
sein; in Figur 60 ist sie angedeutet und entsprechend ihrer Richtung 
mit — tWg ^2 bezeichnet worden. Da die Drehung des Oberschenkels 
durch diese Kraft nicht gestört wird, so muß sie sich mit den beiden 
in H und K angreifenden Effektivkräften so zu Kräftepaaren ver- 
einigen lassen, daß keine einzelne Kraft mehr übrig bleibt. Dies läßt 
sich auf verschiedene Weise erreichen. Man könnte z. B. die Kraft 
— Wj^g in die beiden Komponenten —^2 4 6^2,4 6 ^^^ +^46^46 Eier- 
legen, von denen die eine der im Hüftgelenk angreifenden, dagegen die 
andere der auf das Kjiiegelenk einwirkenden Effektivkraft (vgl. Fig. 59) 
entgegengesetzt gleich ist; dann hat man die beiden Kräftepaare 
[+^2,4,6^2,4,6. -^2,4,6^2,4,6] ^ud [-f- m^^ßT/^^g, - m^^^y^^^^ direkt vor 
Augen. Oder man kann auch, wie es in Figur 60 angedeutet ist, die 
im Hüftgelenkmittelpunkte angreifende Effektivkraft +Wi2 46^3,4,6 ^^ ^i® 
beiden Komponenten -\-wi^Qyi^ und + ^2^2 zerlegen. Dann hat man 
wiederum zwei Kräftepaare, von denen das eine aus den beiden im Hüft- 
gelenkmittelpunkte und Kjiiegelenkmittelpunkte angreifenden Kräften 
+ ^4,6^4,6 ^^d —^^4,6^4,6 b^steht, währcud das andere sich aus der 
im Hüftgelenkmittelpunkte angreifenden Kraft + m^ y^ ^^^ ^®^ i^ 
Schwerpunkte des Oberschenkels hinzugefügten Kraft — m2y2 zu- 
sammensetzt. Diese letztere Darstellung des drehenden Einflusses der 
Effektivkräfte ist für den vorliegenden Zweck, die in der Periode des 
Schwingens wirksamen Kräfte zu bestimmen, deshalb die geeignetere, 
weil man bei ihrer Verwendung nur genötigt ist, sich außer der 
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Beschleunigung y^ des Schwerpunktes vom Oberschenkel die Be- 
schleunigung ^4 6 des Schwerpunktes vom System Unterschenkel + 
Fuß, nicht aber die Beschleunigung des Schwerpunktes des ganzen 
Beins zu verschaffen. Das resultierende Drehungsmoment der Effektiv- 
kräfte, welches beim Oberschenkel mit D^ bezeichnet werden soll, 
ist unter der Voraussetzung ebener Bewegung wieder gleich der alge- 
braischen Summe der Momente der beiden Kräftepaare, sofern man 
das (von der rechten Seite aus gesehen) den Oberschenkel im um- 
gekehrten Sinne des Uhrzeigers drehende positiv und das im Sinne 
des Uhrzeigers drehende negativ rechnet. 

Am Unterschenkel gestalten sich die Verhältnisse ganz ähnlich 
wie am Oberschenkel. Die Schwere zieht zunächst direkt mit der 
Kraft 6^4, welche dem Gewicht des Unterschenkels gleich ist, im 
Schwerpunkte 8^ des Unterschenkels vertikal nach unten (vgl. Fig. 61). 
Jeder direkt am Unterschenkel inserierende Muskel wirkt, sofern er 

überhaupt gespannt ist, 
mit einer Kraft ein, 
die nach dem anderen 
Insertionspunkte hin ge- 
richtet ist und an dem- 
jenigen . Punkte des 

Unterschenkels an- 
greift, von welchem 
aus er frei über das 
Kniegelenk oder obere 
Sprunggelenk hinweg- 
ziehen kann. Von diesen 
Muskelkräften finden 
sich wiederum keine Re- 
Fig. 61. Präsentanten in Fig. 61 

eingezeichnet. Außer 
von diesen beiden direkt am Unterschenkel angreifenden Kraftarten 
wird die Bewegung des Unterschenkels nur noch durch den fort- 
während wechselnden Gelenkdruck im Kiiiegelenk und im Fußgelenk 
beeinflußt. 

Der Druck im Kniegelenk wirkt auf den Unterschenkel wie eine 
Kraft, welche im Mittelpunkte des Kniegelenks angreift und an 
Größe genau mit dem im Kniegelenk auf den Oberschenkel ausge- 
übten Druck übereinstimmt, aber die entgegengesetzte Richtung von 
diesem besitzt, wie schon oben angedeutet wurde. Derselbe besteht 
daher nach den obigen Auseinandersetzungen aus drei Arten von 
Komponenten. Eine Komponente ist gleich und gleichgerichtet mit 
der Effektivkraft m^^^y^^Q des Systems Unterschenkel -(- Fuß; eine 
zweite Komponente ist an Größe gleich dem Gewicht (r^g dieses 
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Systems und zieht vertikal nach ohen. Diese beiden Komponenten 
finden sich in Figur 61 angedeutet und ihren Richtungen entspre- 
chend mit + ^4^6 7^4,6 ^^^ ■"" ^4,6 bezeichnet. Alle anderen (in die 
Figur nicht mit eingezeichneten) Komponenten sind Muskelkräfte, 
welche den am ganzen System Unterschenkel + Fuß direkt angreifen- 
den Muskelkräften entgegengesetzt gleich sind. 

Der Druck , . welcher im Mittelpunkte des Fußgelenks auf den 
Unterschenkel einwirkt, setzt sich ebenfalls, aua drei Arten von Kom- 
ponenten zusammen. Eine Komponente ist der Efiektivkraft m^y^ 
des Fußes entgegengesetzt gleich; sie ist deshalb in Figur 61 durch 
— »^6^6 bezeichnet worden. Eine zweite Komponente ist gleich dem 
Gewicht G^ des Fußes und zieht vertikal nach unten (-f- Gg in 
Fig. 61). Die etwa noch vorhandenen anderen Kräfte sind Muskel- 
kräfte, welche den am Fuß direkt angreifenden Muskelkräften nicht 
nur an Größe, sondern auch an Richtung gleich sind. 

Alle diese Tatsachen lassen sich leicht verstehen und ableiten, 
wenn man beachtet, daß einerseits der Druck, welcher im Kniegelenk 
auf den Unterschenkel ausgeübt wird, notwendigerweise so beschaffen 
sein muß, daß er im Verein mit den direkt am System Unterschenkel 
+ Fuß angreifenden äußeren Kräften dem Schwerpunkte dieses Sy- 
stems seine Beschleimigung y^^ erteilen kann, und daß andererseits 
der im Fußgelenk auf den Unterschenkel einwirkende Druck dem in 
demselben Gelenk auf den Fuß ausgeübten Druck entgegengesetzt 
gleich sein muß. Der letztere 
hat aber im Verein mit den 
direkt am Fuß angreifenden 
Kräften demFußschwerpunkte . 
seine Beschleunigung y^ zu 
erteilen. 

Die beiden im Schwer- 
punkte A4 des Unterschenkels 
und im Fußgelenkmittel- 
punkte F angreifenden Ge- 
wichtskräfte lassen sich nun 
wiederum zu einer ebenfalls 
vertikal nach unten ziehen- 
den Resultante zusammen- 
setzen, deren Größe dem Ge- 
samtgewicht 6?^ 6 des Systems 

Unterschenkel -f Fuß gleich ist, und deren Angriffspunkt auf der 
Verbindungsstrecke S^^F liegt und dieselbe im umgekehrten Verhältnis 
der beiden Gewichte G^ und 6?^ teilt. Dieser Punkt, welcher in 
Figur 62 angegeben und daselbst mit -ff/' bezeichnet ist, stellt den 
partiellen Hauptpunkt des Unterschenkels dar, welcher sich auf das 




Fig. 62. 
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im Kniegelenk Ton dem übrigen Körper abgelöst gedachte System 
Unterschenkel + Fuß und nicht etwa, wie der oben angegebene par- 
tielle Hauptpunkt H^ des Oberschenkels, auf das ganze Bein bezieht. 
Dieser partielle Hauptpunkt ist deshalb auch zum Unterschied mii 
zwei Strichen yersehen worden. Die in H^' angreifende Gewichts- 
kraft, welche in B^igur 62 eingezeichnet ist, bildet nun wiederum mit 
der in K angreifenden Druckkomponente — G^^ ein Krafbepaar^ 
dessen Moment D, das in der Periode des Schwingens auf den Unter- 
schenkel ausgeübte Drehungsmoment der Schwere darstellt. 

Wie die Schwerkräfte, so lassen sich auch die direkt am Unter- 
schenkel angreifenden Muskelkräfte mit den unter den Druckkompo- 
nenten im Kniegelenk und Fußgelenk vorhandenen Muskelkräften zu 
soviel Kräftepaaren zusammenfassen, als Muskeln überhaupt in der 
Periode des Schwingens auf den Unterschenkel drehend einwirken» 
Von diesen Kräftepaaren sucht ein Teil den Unterschenkel von dar 
rechten Seite aus gesehen im Sinne des Uhrzeigers, und der andere 
Teil im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers zu drehen. Rechnet 
man wieder die Momente der ersteren negativ und die der letzteren 
positiv, so stellt die algebraische Summe aller dieser Momente das 
resultierende Drehungsmoment D^^ der Muskeln des Unterschenkels dar. 

Da sowohl die auf den Unterschenkel direkt und indirekt ein- 
wirkenden Schwerkräfte, als auch die unmittelbar und mittelbar an 
ihm angreifenden Muskelkräfte sich zu Kräftepaaren ordnen, so können 
sie auf die Bewegung des Unterschenkelschwerpunktes keinen Einfluß 
ausüben. Diese ist allein den in K und i^ wirksamen, mit den 
Effektivkräften zusammenhängenden Druckkomponenten +^^^^4^^ und 

— m^y^ zuzuschreiben. In der Tat setzen sich diese beiden Kräfte, 
nach dem Schwerpunkte S^ des C^ntef Schenkels verlegt, zu der Resul- 
tante + ^4^4 zusammen, wie es für die Beschleunigung y^ des Unter- 
schenkelschwerpunktes erforderlich ist. Denkt man sich in S^ die 
der Effektivkraft m^y^ entgegengesetzt gleiche Kraft — m^y^ ange- 
bracht, so würde hierdurch nur die Bewegung dieses Schwerpunktes 
selbst verhindert, die Drehung des Unterschenkels um denselben aber 
in keiner Weise beeinträchtigt werden. Es muß infolgedessen diese 
hinzugefügte Kraft sich mit den in K und F angreifenden Kräften 
+ ^46^46 und —m^y^ zu Kräftepaaren vereinigen lassen. Dies 
kann auf verschiedene Art geschehen. Man könnte beispielsweise die 
in S'4 angreifende Kraft — ^4^4 durch die beiden Komponenten 

— vn^^wt^y^ und + ^Wg^g ersetzt denken; dann bildet die in K an- 
greifende Kraft + »»4 6 7^4,6 ™i^ der in S4 angreifenden Komponente 
~ ^4,6?^4,6 ^'^'^ eme, und die in A4 angreifende Komponente + m^y^ 
mit der in F angreifenden Kraft — ^6^6 ^^^ andere der beiden 
Kräftepaare, welche die drehende Wirkung der drei Kräfte zur An- 
schauung bringen. Man kann aber auch, wie es in Figur 62 an- 
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gedeutet ist, die Kraft in K durch ihre Eomponenten + wj^y^ und 
+ ^eJ^e ersetzt denken; dann bildet die erstere mit der in S^ an- 
greifenden Kraft — m^y^ das eine, und die letztere mit der in I 
angreifenden Kraft — m^y^ das andere Kräffcepaar. Diese beiden 
Kräftepaare sind natürlich in bezng auf ihre Gesamtwirkung den bei 
der ersten Art der Zusammensetzung sich ergebenden yoUkommen 
äquivalent. Bechnet man wieder das Moment negativ oder positiv, 
je nachdem ein Kräftepaar im Sinne oder im umgekehrten Sinne des 
Uhrzeigers den Unterschenkel von der rechten Seite aus gesehen zu 
drehen sucht, so ist das für den Unterschenkel mit D^ zu bezeich- 
nende resultierende Drehungsmoment der Eflfektivkräfte gleich der 
algebraischen Summe der Momente der beiden Kräftepaare. 

Am Fuß sind die Verhältnisse am einfachsten. Bei demselben 
hat man in der Periode des Schwingens nur folgende Krafteinwir- 
kungen zu berücksichtigen. Im Schwerpunkte S^ des Fußes zieht das 
Gewicht G^ desselben vertikal nach unten (vgl. Fig. 63). Femer 
können die am Fuß ansetzenden Muskeln mit Kräften einwirken, 
welche nach ihrem Ursprung am Unter- oder Oberschenkel hinziehen. 
Außerdem findet nur noch eine Druckeinwirkung im Fußgelenkmittel- 
punkte F statt. Diese besteht zunächst aus den Komponenten — G^ 
und + mg 7^6, von denen die erstere vertikal nach oben gerichtet ist 
und die letztere die Richtung der Beschleunigung y^ des Fußes besitzt; 
die übrigen Komponenten des 
Druckes in F sind den am Fuß 
unmittelbar angreifenden Mus- 
kolkräften entgegengesetzt gleich. 

Hieraus ist ohne weiteres 
ersichtlich, daß sowohl die beiden 
in jFund S^ angreifenden Schwer- 
kräfte ein Kräftepaar bilden, 
dessen Moment das Drehungs- 
moment D, der Schwere dar- 
stellt, als auch die sämtlichen 

auf den Fuß einwirkenden Muskelkräfte sich zu Kräftepaaren zu- 
sammenordnen, deren Momente in ihrer algebraischen Summe 
das resultierende Drehungsmoment D^ der Muskeln für den Fuß 
ergeben. Die dann in F noch übrigbleibende Druckkomponente 
+ ^6 2^6 '^^^^ allein die Bewegung des Fußschwerpunktes Sg hervor- 
bringen. Annulliert man dieselbe durch die in S^ angebrachte Kraft 
— m^y^ (vgl. Fig. 64), welche + m^y^ entgegengesetzt gleich sein 
muß, so hat man in diesen beiden in F und S^ angreifenden Kräften 
schließlich noch das von den Effektivkräften abhängige Kräftepaar 
vor Augen. Das Moment D^^ desselben stellt das auf den Fuß aus- 
geübte Drehungsmoment der Efi*ektivkräfte dar. 




Fig. 63. 



Fig. 64. 
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Bezeichnet man nun die WinkelbeBckleunigungen; mit denen bei 
ebener Bewegung des ganzen Beins der Oberscbenkel^ Untersohenkel 
und Fuß sich in der Periode des Schwingens um ihre Schwerpunkte 
iSg, S^ und Sg drehen, wieder beziehungsweise mit g)^", ^^'' und q)^'\ 
und versteht man unter Xg, x^ und Xg die Trägheitsradien dieser drei 
Abschnitte des Beins in bezug auf die zur Bewegungsebene senk- 
rechten (queren) Achsen durch ihre Schwerpunkte, welche nach den 
Angaben im 15. Abschnitt Hauptträgheitsradien darstellen, so be- 
stehen nach dem früheren zwischen diesen Größen und den auf die 
drei Abschnitte einwirkenden Drehungsmomenten die Beziehungen 

(328) rriHTin^tpf? « D«, + D„ + A„ 

wobei für die drei Abschnitte des rechten Beins, Oberschenkel, Unter- 
schenkel oder Fuß, der Index h bezüglich den Wert 2, 4 oder 6 und 
für die Abschnitte des linken Beins bezüglich den Wert 3, 5 oder 7 
besitzt. 

Die Beziehungen (328) stellen die Bewegungsgleichungen der 
drei Hauptabschnitte des Beins in der Form vor, wie sie sich zur 
Bestimmung der Muskelki'äfte als am zweckmäßigsten erweist. Unter 
den in jeder Bewegungsgleichung auftretenden vier veränderlichen 
Größen g?;/', D^j^y D^j^ und D<,^ lassen sich drei für jeden Moment der 
Schwingungsbewegung auf empirischem Wege bestimmen, nämlich 
die Winkelbeschleunigung 9?/', das Drehungsmoment D,^ der Schwere 
und das resultierende Drehungsmoment i)^^ der Effektivkräfte. Man 
kann daher jede der Gleichungen (328) dazu verwenden, das nicht 
empirisch bestimmbare resultierende Drehungsmoment D„,j^ der auf 
den betreffenden Körperteil einwirkenden Muskeln zu berechnen. Aus 

(328) ergibt sich zu diesem Zwecke ganz allgemein die Formel 

(329) Dn,j, = mhXh^(ph' — D^j, ~ A*, 

welche für jeden Abschnitt des rechten oder linken Beins gilt, gleich- 
gültig, welchen Index h die in derselben vorkommenden Größen tragen. 
Um die Werte festzustellen, welche die drei Größen xa, D^a nnd 
Dej^ in den verschiedenen Bewegungsphasen des schwingenden Beins 
besitzen, hat man sich zunächst eine genaue kinematische Analyse 
der Schwingungsbewegung beim Gehen zu verschaffen. Diese ist auf 
photographischem Wege gewonnen worden, wie aus einer Reihe von 
Abhandlungen des Verfassers über den Gang des Menschen^) zu er- 
sehen ist. Dabei sind die grundlegenden Versuche seinerzeit noch in 
Gemeinschaft mit dem verstorbenen Anatomen W. Braune angestellt 



1) Der Gang des Menschen. I. bis VI. Teil. Abhandlungen der mathe- 
matisch-physischen Klasse der Königl. Sächsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften Bd. XXI Nr. IV, Bd. XXV Nr. I, Bd. XXVI Nr. III, Bd. XXVI Nr. VH. 
Bd. XXVm Nr. V und Bd. XXVHI Nr. VII. 
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worden. Eine auch nur in groben Umrissen gehaltene Darstellung 
•der Versuche, sowie der auf dieselben gegründeten kinematischen 
Analyse und ihrer Ergebnisse würde die diesem Buche gesetzten 
Grenzen weit überschreiten. Es kann daher im folgenden nur ein 
kurzer Überblick über die Resultate der kinetischen Untersuchung 
der Schwingungsbewegung des Beins beim Gehen gegeben werden. 
Die ausführliche Ableitung und Begründung derselben ist aus den 
Angeführten Abhandlungen über den Gang des Menschen zu ersehen. 

Zunächst hat sich bei der Untersuchung herausgestellt, daß die 
Muskeln fast im ganzen Verlaufe der Schwingungsbewegung mit viel 
größeren resultierenden Drehungsmomenten auf die drei Abschnitte 
des Beins einwirken als die Schwere. Daraus ist aber zu ersehen, 
4aß die Schwingung des Beins beim Gehen nicht, wie die Brüder 
Weber^) und nach ihnen viele Physiologen annahmen, eine reine 
Pendelschwingung ist, sondern daß sie im Gegenteil in noch stärkerem 
Maße der Einwirkung von Muskeln als dem Einflüsse der Schwere 
zuzuschreiben ist. Die Untersuchung hat aber weiterhin auch Auf- 
schluß gegeben über die Arten der Muskelgruppen, welche die 
Schwingungsbewegung des Beins hervorbringen, sowie über die genaue 
<Jröße der resultierenden Drehungsmomente, mit denen dieselben bei 
gemeinsamer Tätigkeit auf die drei Abschnitte des Beins einwirken. 
Dagegen ließ sich natürlich aus den Werten der Drehungsmomente 
Dmh allein noch nicht mit voller Sicherheit entscheiden, welche ein- 
zelnen Muskeln dabei in Betracht kommen. Man ist aber durch die 
Resultate der genannten Untersuchung der Lösung dieser Frage einen 
w^esentlichen Schritt näher gekommen, indem durch die Untersuchung 
festgestellt ist, welches Drehungsbestreben die vorläufig noch nicht 
genau gekannten Muskeln zusammen auf Oberschenkel, Unterschenkel 
und Fuß in jedem einzelnen Moment ausüben. Mau hat sich infolge- 
<iessen gar nicht mehr mit der durch die Muskeln hervorgebrachten 
Schwingungsbewegung selbst zu beschäftigen, sondern nur noch eine 
Reihe von statischen Aufgaben zu lösen, welche dem früher angedeuteten 
Problem der Bestimmung aller Muskeln, die sich zur Hervorbringung 
-einer bestimmten Ruhehaltung des Körpers kontrahieren müssen, 
durchaus äquivalent sind. Es ist also damit die Bewegung selbst 
aus der weiteren Betrachtung eliminiert, und die Untersuchung aus 
dem Gebiete der Kinetik in das der Statik hinübergeleitet worden. 

Wenn nun auch die durch die Untersuchung gewonnenen Werte 
der Drehungsmomente D^ä allein noch keine absolut sicheren Schlüsse 
auf die Muskeln zulassen, welche hauptsächlich an der Hervorbringung 
der Schwingungsbewegung des Beins beteiligt sind, so haben sie doch 

1) Vgl. W. Weber und E. Weber, Mechanik der menschlichen Gehwerk- 
zeuge, Göttingen 1836 und W. Webers ges. Werke, Berlin 1894, Bd. 6 § 17. 
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aucli ohne weitere eingehende statische Untersuchung schon folgendes 
sehr wahrscheinlich gemacht: Zu Anfang der Periode des Schwingens 
wirken die sogenannten Beuger des Oberschenkels, wie der M. iliopsoas^ 
femer der M. rectus femoris und der M. tibialis anterior. Die Span- 
nung dieser Muskeln wird im Verlaufe der Schwingung allmählich 
geringer^ bis ihre Eontraktion gegen Ende des ersten Drittels der 
Schwingungsdauer ganz aufhört. Nun folgt eine etwa 0,04 Sek. lange 
Pause ; in welcher allein der M. tibialis anterior schwach kontrahiert 
oder auch nur rein elastisch gespannt ist. Nach Ablauf dieser Periode 
kontrahieren sich voraussichtlich sogenaimte Rückwärtsstrecker de» 
Oberschenkels, wie der M. glutaeus maximus, femer einer oder der 
andere der drei Muskeln M. biceps femoris Caput longum, M. semi- 
membranosus und M. semitendinosus, während der M. tibialis anterior 
immer noch in seiner Spannung anhält. Im letzten Viertel der 
Schwingungszeit wird der M. tibialis anterior voraussichtlich durch 
den M. gastrocnemius abgelöst, während es nicht wahrscheinlich ist^ 
daß auch der M. soleus zur Kontraktion gebracht wird. Kurz vor 
dem Aufsetzen des Beins auf den Fußboden tritt dann vielleicht 
wieder der M. tibialis anterior in Tätigkeit. Es ist aber zu bemerken,, 
daß die beiden über das Fußgelenk hinwegziehenden Muskeln im all- 
gemeinen überhaupt nur geringe Spannungen in der Periode des 
Schwingens annehmen werden. 



B. Einige Anwendungen auf BewegungSYorgänge an Maschinen. 

21. Der resultierende Massendmck am Schubkurbelgetriebe und 
sein Ausgleick 

Die im allgemeinen Teil bei der kinetischen Untersuchung der 
Gelenksysteme gewonnenen Gesichtspunkte und Methoden erweisen 
sich auch sehr fruchtbar für die Lösung mancher Probleme der tech- 
nischen Mechanik. Dies soll nun schließlich noch an einem Beispiel 
gezeigt werden. 

Die in der Technik yerwendeten ebenen dreigliedrigen Gelenk- 
systeme sind insofern von spezieller und besonders einfacher Natur, 
als ihre Bewegungsfreiheit auf 1 Grad beschränkt ist. Die Stellung 
des Systems muß daher in jedem Falle schon durch eine einzige 
Koordinate eindeutig bestimmt werden können. Im übrigen lassen 
sich aber alle bei der Untersuchung des ebenen dreigliedrigen Gelenk- 
systems erhaltenen Resultate ohne weiteres auf jeden derartigen 
speziellen Mechanismus anwenden. 

Als Beispiel möge das Schubkurbelgetriebe in Betracht ge- 
zogen werden, da über die Kinetik desselben sehr eingehende Ar- 
beiten^) vorliegen, und man daher besser in der Lage ist, sich über 
die Bedeutung der Hauptpunkte und Hauptstrecken für derartige 
Untersuchungen ein Urteil zu bilden. Insbesondere soll aus der 
Kinetik des Schubkurbelgetriebes die Frage nach dem totalen 
Massendruck herausgegriffen werden, d. h. also nach dem Druck, 
welcher ausschließlich infolge der Bewegung des Gesamtschwerpunktes 
des Getriebes auf die feste Achse desselben und damit auf das Funda- 
ment ausgeübt wird, an welchem das Schubkurbelgetriebe drehbar 
befestigt ist. Dieser totale Massendruck wird bekanntlich durch das 
Produkt aus der Gesamtmasse des Systems und der Beschleunigung 
^Q seines Gesamtschwerpunktes gemessen und besitzt eine Richtung, 
welche der Richtung dieser Beschleunigung entgegengesetzt ist. 

Figur 65 stelle ein Schema dieses Schubkurbelgetriebes dar. 
Der erste der drei Körper des Gelenkmechanismus wird hier durch 
das aus Schwungrad, Welle, Kurbel und Kurbelzapfen bestehende 

1) Man vergleiche insbesondere H. Lorenz, Dynamik der Kurbelgetriebe. 
Zeitschrift für Mathematik und Physik, 44. Band 1899 und 46. Band 1900. 
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starre System gebildet. Wenn nun auch die Berücksichtigung der 
Massen des Schwungrades und der Welle die Untersuchung in keiner 
Weise komplizieren würde, so sollen dieselben doch zunächst, wie bei. 
H. Lorenz, außer Betracht bleiben, da sie auf den resultierenden. 



'S" f. ^ 



\ 



■-«v>-. 



Massendruck, um dessen Bestimmui^ es sich handeln soll, keinen 
Einfluß ausüben. Es wird sich später zeigen, inwieweit die Formeln 
sich ändern, wenn man dem ersten Körper die Massen des Schwung« 
rades und der Welle hinzufügt. Vorläufig soU unter m^ nur die 
Masse der Kurbel mit dem Kurbelzapfen verstanden sein. Der zweite: 
Körper des dreigliedrigen Gelenksystems wird durch die sogenannte 
Schubstange, und der dritte durch das aus Kreuzkopf, Kolbenstange^ 
und Kolben bestehende Gleitstück gebildet. 

Der Drehpunkt 0^ der Kurbel liege in der Verlängerung der 
Gleitbahn, und die letztere stelle die X-Achse des Koordinatensystems 
dar. Dann nimmt in diesem speziellen Falle des Schubkurbelgetriebes 
der früher mit q>^ bezeichnete Winkel den Wert Null an. Zwischen 
^i und 9?2 (vgl. Fig. 65) besteht dagegen die Beziehung 

sin g?i : — sin 9?2 "= ^2 • ^17 

wobei unter l^ die zwischen den Gelenkpunkten 0^ und G^ 2 gemessene 
Länge der Kurbel, und unter /g, wie früher, der Abstand der beiden 
Gelenkmittelpunkte G^ 2 ^^^ ^2 3 verstanden werden soll. Nimmt 
man q)^ als Koordinate für die Stellung des ganzen Mechanismus, so 
hat man also in den früher aufgestellten Formeln zu setzen 

(330) sin g>2 = — -r ^^^ 9i ^^^ ^^^ 9^9 = V ^~^ ®^^^ ^1 f 
*2 " ' 4 
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wozu noch kommt 

(331) sin ^3 = und cos tp^ = 1. 

Unter dem Hauptpunkte H^ der Kurbel hat man im Falle 
der Nichtberücksichtigung der Massen von Schwungrad und Welle 
den Schwerpunkt des Massensystems zu verstehen, welches man da- 
durch erhält, daß man die Massen m^ der Schubstange und m.^ des 
Gleitstücks im Punkte G^^ ^®^ Kurbel hinzugefügt denkt. Die zwi- 
schen Oj und -Hi sich hinziehende Hauptstrecke der Kurbel sei, wie 
früher, mit c^ bezeichnet. Den Hauptpunkt H^ der Schubstange 
erhält man als Schwerpunkt des aus der Schubstange durch Hinzu- 
fügen der Masse m^ von Kurbel und Kurbelzapfen im Punkte G^ g 
und der Masse m^ des Gleitstücks im Punkte G^ $ entstehenden 
Massensystems. Die Hauptstrecke G^^H^ sei wieder durch c^ be- 
zeichnet. Endlich erhält man den Hauptpunkt jffj des Gleit- 
stücks, indem man in G^^ die Massen m^ und m^ dem Gleitstück 
hinzugefügt denkt und von diesem fingierten Massensystem den 
Schwerpunkt aufsucht. Die Hauptstrecke Tjr^^H^ des Gleitstücks sei Cg. 

Die geometrische Addition der drei Hauptstrecken c^, c^ und c^ 
von Ol aus führt sofort zu dem Gesamtschwerpunkte S^ des Schub- 
kurbelgetriebes (mit Ausnahme von Schwungrad und Welle). So weit 
sind die Verhältnisse wie beim allgemeinen dreigliedrigen Gelenk- 
system. Geht man nun aber zu den Koordinaten x^ und y^ des Ge- 
samtschwerpunktes über, so stellen sich doch wesentliche Verein- 
fachungen gegenüber dem allgemeinen Falle ein. Verlängert man 
nämlich die zur X-Achse parallele Verbindungsstrecke S^H^ g ^^^^ 
jETij hinaus bis zum Schnittpunkte J^ auf O^Gj^^ (yS^- ^^g- ^^)y ^^ 
läßt sieht leicht einsehen, daß dieser Punkt J^ infolge der Ähnlichkeit, 
der Dreiecke J^H^H^^ und O^G^^^^^ ^i^® feste Lage auf der 

Längsachse der Kurbel besitzt. Sein Abstand von H^ ist / Cg, und 

daher der von 0^ gleich c^ — y- Gj ; der letztere möge kurz durch \ 

bezeichnet sein. 

Der Punkt J^ besitzt nun stets dieselbe Ordinate, und infolge- 
dessen auch dieselben «/-Komponenten der Geschwindigkeit und Be- 
schleunigung wie der Gesamtschwerpunkt Sq. Es ergibt sich daher 
ohne weiteres für die letzteren 

y^ = i^ sin ^^ 

(332) y^ = ii cos q)^ • tp^ 

y^' = — % sin 9i • 9?/» -h \ cos q>^ • y/'. 

Infolgedessen erhält man für die Komponente des totalen Massen- 
drucks in der Richtung der positiven F- Achse den Wert: 
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(333) F= Wo^i [sin (p^ • 9>i'^— cos g>^ • y^"], 

wobei ij = c^ — t"^ ^^t, und (p^ die Winkelgeschwindigkeit, dagegen 

<p^' die Winkelbeschleunigung daxstellt, mit denen sich die Kurbel 
um OjL dreht. 

In der Richtung der X-Achse gestalten sich die Verhältnisse 
zwar nicht ganz so einfach wie in der F-Richtung, aber doch auch 
wesentlich einfacher als beim allgemeinen dreigliedrigen Gelenksystem. 
Da Cg bei allen Bewegungen der X-Achse parallel bleibt, so muß der 
Hauptpunkt H^ ^ des Systems der ersten beiden Körper (vgl. S. 19) in 
jeder Beziehung genau die gleiche Bewegung ausführen wie der Gesamt- 
schwerpunkt Sq. Die Bahnkurve des letzteren ist nur um den Vektor 
^3 gögß^ die von H^ g verschoben. Dagegen sind die Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen für den ganzen Ablauf der Bewegung bei 
beiden Punkten gleich. Man kann daher der Bestimmung der X-Kom- 
ponente des totalen Massendrucks den Punkt jH^ 2 zugrunde legen. 
Führt man im Interesse der Einfachheit der Darstellung zunächst 
noch den von g?j abhängigen Winkel (p^^ sowie auch die Winkel- 
geschwindigkeit (p^ und die Winkelbeschleunigung y," in die Formeln 
ein, so erhält man für den Gesamtschwerpunkt S^ 

Xq = q cos 9?i + C2 cos 9?2 + ^3 

(334) Xq = — Ci sin g?i • q)^' — c^ sin q)^ • 9^2' 

Xq' = — q cos (p^ • 9?/^ — Cg ^^s 9^2 • 9^2'^ — ^1 s^ 9^1 * 9i" 

— C2 sin 9?2 ' 92" 

und daraus für den totalen Massendruck in der Richtung der positiven 
X-Achse 

(335) X = m^q (cos (p^ - <Pi^+ sin 9i • 9i") 

-f MqC^ (cos g?2 'W^+ sin 92 • 92")- 
Hierbei sind nun noch der Winkel (p^ und seine Ableitungen 

vermöge der Relation ?2 sin g?2 = — ^1 sin ^^^ durch den Winkel g)^, 

bezüglich dessen Ableitungen, auszudrücken. 

Durch wiederholte Differentiation dieser Relation und geeignete 

Zusammenfassung erhält man schließlich als Wert der X-Komponente 

des totalen Massendrucks beim Schubkurbelgetriebe: 

(336) X= Wo I Cj cos (p^ + ^2 p (1 — p sin^ (p^j - (cos 2(p^ + f-^ sin* q)^j | 9?/^ 

c^sinq),^ +^2 2z;i(l - jp sin^ (p^j • sin 2(p^ | <p^'\ 
Nach Angabe von H. Lorenz^) besitzt bei den in der Praxis 

1) 1. c. Seite 5. 
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vorkommenden Getrieben das Verhältnis l^ : l^ in der Regel einen so 
kleinen Wert, daß die höheren Potenzen dieses Verhältnisses nur 
sehr geringen Einfluß auf die Größe des Massendrucks ausüben. 
Denkt man sich daher in dem Ausdruck (336) für die X-Kompo- 
nente des totalen Massendrucks die beiden Potenzen mit gebrochenen 
Exponenten nach dem Vorgange von H. Lorenz in Reihen entwickelt, 
die angedeuteten Multiplikationen ausgeführt, darauf nach Potenzen 

von y^ geordnet, und schließlich alle Glieder, welche eine höhere als 

die zweite Potenz dieses Verhältnisses enthalten, vernachlässigt, so 
erhält man die Annäherungsformel 

r ? * "1 / ' 

(337) X = m<) q cos (fi + c^j-i cos 2g)iJ 9/^ 

+ Mq [cj sin <Pi + 02^ sin 2g?j] g?/'. 

Dieser steht zur Seite die absolut genaue Formel für die ]r-Kompö- 
nente des totalen Massendrucks 

(338) F = mo (q — y- Cg) (siii 9>i ' 9>i^ — cos qp^ • ^i"). 

Diese beiden Formeln stimmen natürlich mit den von H. Lorenz 
auf weniger einfachem Wege gewonnenen Formeln 23) und 24) auf 
Seite 9 der zitierten Arbeit genau überein. Man kann sich leicht 
unter Berücksichtigung der Bedeutung der Hauptpunkte davon über- 
zeugen, daß die in der letzteren auftretenden Ausdrücke 

^iKs"+iG + F)rl ^[G(l-s') + PT] und i- [^s" + ö -f s'] 

bezüglich mit den Größen niQC^y m^Cj und Wq^j identisch sind. 

Mit Hilfe der Hauptpunkte kann man nun auch in einfacher 
und vor allen Dingen sehr anschaulicher Weise, ohne alle Rechnung, 
die Bedingungen für den Ausgleich der Massendrücke darstellen. 

Der totale Massendruck verschwindet im vorliegenden Falle nur 
dann, wenn der Gesamtschwerpunkt Sq bei allen Bewegungen des 
Systems seinen Ort im Räume beibehält. Dazu ist keineswegs un- 
bedingt erforderlich, daß Sq bei allen Stellungen des Systems mit 
dem festen Drehpunkte 0^ zusammenfällt. Es wird nach den obigen 
Darlegungen Sq auch dann im Räume festbleiben, wenn der Haupt- 
punkt H^ 2 ^®s Systems von Kurbel und Schubstange (vgl. Fig. 65) 
nach Ol fallt und während des Ablaufs der Bewegung diesen Ort 
unverändert beibehält. Hierfür ist aber die notwendige und 
hinreichende Bedingung die, daß der Hauptpunkt H^ der 
Kurbel mit dem Drehpunkte 0^, und der Hauptpunkt H^ der 
Schubstange mit dem Gelenkmittelpunkte G^ 2 zusammen- 
fällt, d. h. also mit anderen Worten, daß die beiden Hauptstrecken 

Fischer, Mechanik der lehenden Körper. 23 
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Ci und Cg die Länge Null besitzen. Die Erfüllung dieser Bedingung- 
ist theoretisch wohl möglich; sie erfordert nach dem Zusammenhangs 
der Hauptpunkte mit den Massen^ Dimensionen und der Lage der 

Schwerpunkte der einzelnen Glieder nur, daß 

« 

ist, unter r^ den Abstand des Schwerpunktes der Kurbel (inkl. Kurbel- 
zapfen) von 0^, und unter r^ den Abstand des Schwerpunktes der 
Schubstange von G^ ^ verstanden. Die erste Bedingung wird erfüllt^ 
wenn der Schwerpunkt S^ der Kurbel nicht auf dem Kurbelradius 
O^G^^^ selbst, sondern auf dessen Rückwärtsverlängerung über 0^ 

hinaus, und zwar in der Entfernung ^^» "> ^» l^ liegt. Die zweite Be- 
dingungsgleichung verlangt dagegen, daß der Schwerpunkt S^ der 
Schubstange nicht zwischen G^ ^ und G^ 3, sondern auf der Rück- 
wäi'tsverlängerung der Längsachse der Schubstange über G^ ^ hinaus,. 

und zwar in der Entfernung — ^ l^ liegt. Um diese Forderungen zu 

realisieren, müßte sich also sowohl die Kurbel weit über 0^ hinau» 
als auch die Schubstange weit über G^ ^ hinaus fortsetzen. Es müßte 
auch der größere Teil der Masse der Kurbel einerseits und der 
Schubstange andererseits auf diesen, der Funktion der beiden GHeder 
des Mechanismus nicht zugute kommenden, Fortsätzen verteilt sein. 
Sollen dabei die für die Energieübertragung in erster Linie in Frage 
kommenden Teile 0^ G^ ^ und (t^ g G^g 3 von Kurbel- und Schubstange 
nicht an Festigkeit einbüßen, so folgt aus einer derartigen Massen- 
verteilung, daß sowohl das Gewicht m^g der Kurbel inkl. Fortsatz, 
als auch das Gewicht m^g der Schubstange inkl. Fortsatz verhältnis- 
mäßig groß sein müssen. 

Es mag dahingestellt bleiben, ob eine derartige Umgestaltung- 
der Kurbel und der Schubstange in der Praxis ausführbar ist und 
nicht etwa beträchtliche Nachteile anderer Art für die Maschine im 
Gefolge hat. So viel geht aber aus den bisherigen Erörterungen her- 
vor, daß rein theoretisch betrachtet ein vollkommener Aus« 
gleich des totalen Massendrucks schon bei einem einzigen 
Schubkurbelbetriebe sehr wohl möglich ist. Allerdings läßt 
sich die vollständige Ausgleichung nicht dadurch erzielen, daß maa 
nur der Kurbel gegenüber auf der Welle eine Masse anbringt und 
dadurch gewissermaßen die Kurbel über die Welle hinaus fortsetzt,, 
sondern man muß auch gleichzeitig die Schubstange über den Kurbel- 
zapfen hinaus bedeutend verlängern und durch beträchtliche Massen 
beschweren. Eine so starke einseitige Belastung der Schubstange 
würde aber wohl außergewöhnlich hohe Anforderungen an die Festig-- 
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keit derselben stellen, da es sich ja hier im wesentlichen um hin 
und her gehende Bewegungen der einzelnen Massenteilchen, und nicht 
bloß um fortlaufende Rotation handelt. 

Wäre es praktisch durchfahrbar, auf die beschriebene Weise den 
totalen Massendruck zum Verschwinden zu bringen, so würde der 
Gesamtschwerpunkt Sq bei der Bewegung einen festen Ort auf der 
Verlängerung der Gleitbahn zwischen 0^ und G^gs eiiinehmen. Seine 
Entfernung von 0^ wäre dann gerade Cg. 

Schließlich ist es theoretisch möglich, wenn auch für die Praxis 
kaum von großem Wert, den Gesamtschwerpunkt Sq nach der Wellen- 
achse Ol selbst zu verlegen. Dazu wäre nur nötig, daß der Schwer- 
punkt Sq des Gleitstücks im Mittelpunkte G^ 3 des Kreuzkopfzapfens 
liegt, eine Forderung, welche durch Verlängerung der Kolbenstange 
über den Kreuzkopfzapfen und Anbringung neuer Massen auf dieser 
Verlängerung verwirklicht werden könnte. Dann würde auch der 
Hauptpunkt H^ des Gleitstücks nach Gg 3 fallen, und die Hauptstrecke 
Cg, d. h. also die Entfernung des Gesamtschwerpunktes Sq von 0^, 
wäre in der Tat auf Null gebracht. 

In gleich anschaulicher Weise wie für den vollkommenen Aus- 
gleich kann man auch Bedingungen der nur teilweise stattfindenden 
Ausgleichung der Massendrücke aufstellen. Soll z. B. nur die Kom- 
ponente des totalen Massendrucks in der Richtung der J^-Achse ver- 
schwinden, so ist die hierfür notwendige und hinreichende Bedingung, 
daß der Punkt J^ auf dem Kurbelradius (vgl. Fig. 65) mit dem Dreh- 
punkte Ol zusammenfällt. Dies ist der Fall, wenn 

(340) /^ = q - 1 Cg = 

wird. Damit befindet sich aber die Forderung von H. Lorenz (a.a.O. 
S. 10), der Kurbel gegenüber auf der Welle eine Masse vom Moment 

G -, s' + Ks'' anzubringen, in genauem Einklang. Die Erfüllung 

dieser Bedingung bewirkt nun in allgemeinen nicht auch gleichzeitig 
das Verschwinden der X-Komponente des totalen Massendrucks. Die 
für letztere auf Seite 353 angegebene Näherungsformel (337) erhält 
aber jetzt die einfachere Form 

(341) X=moq { (cos^^ +y^ cos 2^^) 9?/^ _^ ^gj^^^^ _^\_ gin2g)j) y/' } . 

Bei allen bisherigen Erörterungen über das Schubkurbelgetriebe 
waren die Massen der Welle und des Schwungrades außer Betracht 
gelassen worden. Die Untersuchung gestaltet sich nun in keiner 
Weise dadurch komplizierter, daß man diese mit der Kurbel starr 
verbundenen Massen hinzunimmt. Es möge dabei nur die Voraus- 
setzung gemacht werden, daß der in die Wellenachse fallende gemein- 

23* 
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same Schwerpunkt von Welle und Schwungrad in der Ebene der 
Schwerpunkte der übrigen Teile des Mechanismus^ d. h. also direkt im 
Punkte Ol angenommen werden darf. Diese Voraussetzung ließe sich 
beispielsweise durch zwei symmetrisch zu 0^ verteilte Schwungräder 
und gekröpfte Achsen streng verwirklichen. 

Das Hinzufüge!) der neuen Massen bewirkt zunächst eine Änderung 
in der Lage der Hauptpunkte aller drei Glieder des Mechanismus; 
denn dieselben hängen ja nicht nur von der Verteilung der Masse 
innerhalb des Gliedes ab, dem sie angehören, sondern sie werden auch 
durch die Verteilung der Gesamtmasse des ganzen Systems auf die 
drei Glieder beeinflußt; die letztere ist aber sofort geändert, wenn nur 
einem der drei Glieder neue Masse hinzugefügt wird. Es ist auch 
leicht einzusehen, daß jetzt alle Hauptpunkte innerhalb des gebrochenen 
Linienzuges der drei Längsachsen der Glieder dem Drehpunkte 0^ 
näher rücken; denn für alle drei reduzierten Systeme tritt in dem 0^ 
am nächsten liegenden Gelenkmittelpunkte des zugrunde liegenden 
Gliedes die Masse der Welle mit dem Schwungrad hinzu. Man braucht 
nun nach den früheren Auseinandersetzungen nicht erst wieder auf 
die Einzelschwerpunkte der drei Glieder zurückzugreifen, um die Lage 
der neuen Hauptpunkte zu bestimmen. Man kann vielmehr gleich 
von den alten Hauptpunkten H^, H^, H^ ausgehen. Bezeichnet man 
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die neuen Hauptpunkte mit H^, H^\ H^ (vgl. Fig. 66) und die Masse 
der Welle mit dem Schwungrad durch m,, so stellt sich H^ dar als 
Schwerpunkt der in 0^ und H^ konzentriert gedachten Massen m^ 
und m^. Desgleichen bildet H^' den Schwerpunkt der in 6?^ g und 
H^ konzentriert angenommenen Massen m, und m^, und endlich JSg 
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den Schwerpunkt der in 6r2 3 und ^3 konzentriert gedachten Massen 
m^ und Mq, Die drei neuen Hauptpunkte sind daher auch wieder auf 
den Längsachsen der drei Glieder des Mechanismus zu suchen. 

Bedeuten c/, Cj' und c^' die neuen Hauptstrecken 0H^\ 6r, ^H^' 
und G^^^H^ und m^ die Summe der Massen m^ und w,, d.h. also 
die Gesamtmasse des Systems der drei Körper nach Hinzufügen der 
Massen der Welle und des Schwungrades, so hat man demnach die 
Relationen 

(342) Wo'ci' = t»oCi; m^c^'^tn^c^ und m^c^^m^c^. 

Beachtet man nun^ daß man unter ZugrundeleguDg der neuen Haupt- 
strecken und der neuen Gesamtmasse natürlich zu Formeln für die 
Komponenten des totalen Massendrucks gelangt, welche sich von den 
Formeln (333), (336), (338), (337) und (341) nur dadurch unter- 
scheiden, daß an Stelle der Größen Wq, c^, c^, c^ die neuen Größen 
^of ^19 ^'; ^s' getreten sind, so erhält man in Rücksicht auf (342) 
das Resultat, daß der totale Massendruck durch das Hinzutreten der 
Massen der Welle und des Schwungrades in seiner Größe nicht ge- 
ändert wird. Daher war es erlaubt, zum Zwecke der Ableitung des 
Massendrucks zunächst gauz von der Welle und dem Schwungrad ab- 
zusehen. 

Während der totale Massendruck von diesen beiden Teilen des 
Gelenkmechanismus unabhängig ist, wird natürlich die Lage des Ge- 
samtschwerpunktes des Systems sehr wesentlich durch dieselben be- 
einflußt. Der neue Gesamtschwerpunkt Sq wird mit Hilfe der neuen 
Hauptpunkte auf dieselbe Art gefunden wie 8q unter Zugrundelegung 
der alten Hauptpunkte (vgl. Fig. 66). Gleichzeitig wird man bei der 
Konstruktion desselben auf den neuen Hauptpunkt H[^^ des Systems 
der ersten beiden Glieder geführt. Da nach (342) 
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(343) O^H^ : O^H^ ==' G^^^H^ : G^^^H^ == ^2,8^»' • ^2,3^8 

so erkennt man aus Figur 66, daß H\ ^ auf O^H^ ^ und S^ auf O^S^ 
liegen muß, und zwar so, daß auch 

(344) 0,HI, : 0,H,^, = O^S^ : 0,S, = m, : <. 

Zu diesem Resultat gelangt man noch auf einfachere Weise, wenn 
man beachtet, daß infolge der Bedeutung von H^^ ^^^ S[^ der 
letztere Punkt der Schwerpunkt der in 0^ und H^^^ konzentriert ge- 
dachten Massen m, und m^, und ferner auch 8^ den Schwerpunkt 
der in 0^ und S^ konzentrierten Massen m^ und m^ bilden muß. Man 
erkennt hieraus auch, daß die Punkte H[ ^ und Sq bei der Bewegung 
des Systems Bahnen beschreiben, welche den Bahnen der Punkte H^ ^ 
und Sq ähnlich, und zwar im Verhältnis m^ : m^ verkleinert, sind. 
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Endlicli soll noch auf eine Tatsache hingewiesen werden, welche 
unter Umständen eine praktische Bedeutung gewinnen kann. Denkt 
man sich nämlich die Verbindungslinie O^H'^ ^H^ g über H^ ^ hinaus 
verlängert bis zum Schnittpunkte i? mit der Längsachse G^^G^^ der 
Schubstange (vgl. Fig. 66), so läßt sich leicht einsehen, daß die Lage 
dieses Punktes von der jeweiligen öelenkstellung des Mechanismus 
ganz unabhängig ist, und daß sein Abstand von 0^ in einem ganz 
bestimmten Verhältnis zu 0^H[^ bezüglich O^H^ ^ steht. Man hat 
nämlich einfach 

(345) 0,ü = ^0,^;,,= i-0,fii,,. 

Da nun die Bewegung von H[^ genau mit der von Sq', und die Be- 
wegung von fii 2 gö^au mit der von Sq übereinstimmt, so folgt hier- 
aus, daß die Bewegung des Punktes B sowohl ähnlich der Bewegung 
des Gesamtschwerpunktes Sq des ganzen Systems inkl. Welle uad 
Schwungrad, als auch ähnlich der Bewegung des Gesamtschwerpunktes 
Sq des Systems ohne Welle und Schwungrad ist. Man kann also 
an der Bewegung des auf der Längsachse der Schubstange 
festen Punktes ü, für den im 17. Abschnitt (vgl. Seite 248) 
der Name „Richtpunkt" eingeführt worden ist, direkt die 
Bewegung des Gesamtschwerpunktes des Systems, und zwar 
sogar in vergrößertem Maßstabe, erkennen. Die Bahnkurve von 
B erscheint nämlich im Verhältnis l^ : c^ größer als die von Sq, und 
im Verhältnis l-^ : q größer als die von S^, 

Die praktische Bedeutung, welche dieses Ergebnis gewinnen kann, 
scheint mir darin zu liegen, daß man dadurch in den Stand gesetzt 
wird, die Bewegung des Gesamtschwerpunktes bei irgend einem Schub- 
kurbelgetriebe auf graphischem oder auch auf photographischem Wege 
zu registrieren. Man könnte z. B. an der Stelle JB der Schubstange 
in sehr kurzen, aber genau abgemessenen Zeitintervallen kleine elek- 
trische Funken erzeugen, oder ein kleines Geißlersches Röhrchen in- 
termittierend aufleuchten lassen, und würde dann beim Photographieren 
im verdunkelten Räume mit offenstehender Camera die Bewegung von 
B auf der lichtempfindlichen Platte in einer großen Anzahl von Be- 
wegungsphasen aufgezeichnet finden. Diese Methode, welche wir seiner- 
zeit für die photographische Registrierung des menschlichen Ganges^) 
verwendet haben, gibt sehr genaue Resultate. Sie liefert nicht nur 
die Bahnkurve des Punktes, sondern sie ermöglicht sogar eine ziem- 
lich exakte Bestimmung der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
desselben für den ganzen Ablauf der Bewegung. Vorbedingung hier- 
für ist nur ein äußerst genaues Regulieren der Unterbrechungen am 

1) Abhandlungen der mathematisch-physischen Klasse der Königlich Säch- 
sischen Gesellschaft der Wissenschaften. Bd. XVII, Nr. II und Bd. XXI, Nr. IV. 
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Induktionsapparat. Dies läßt sich aber durch Anwendimg eines Stimm- 
^abelunterbrechers erreichen. Hat man auf diese Weise die zu jedem 
Moment gehörende Beschleunigung des Gesamtschwerpunktes abgeleitet^ 
so hat man damit auch ein Maß für den totalen Massendruck im 
Verlaufe der Bewegung gewonnen, • 

Dieses eine Beispiel mag genügen, um zu zeigen^ daß die redu- 
zierten Systeme und die Hauptpunkte der Glieder eines Gelenksystems 
ihre vereinfachende Kraft auch bei der Untersuchung der Bewegungs- 
Torgänge an Maschinen bewähren. In gleicher Weise wie das ein- 
fache Schubkurbelgetriebe lassen sich auch die Mehrkurbelgetriebe be- 
handeln. Es zeigt sich auch bei diesen in gleich anschaulicher Weise, 
4aß eine Ausgleichung der Größen der einzelnen Massendrücke theo- 
retisch wohl möglich ist. Über die eingehendere Untersuchung der 
Mehrkurbelgetriebe vergleiche man meine Abhandlung „Über die re- 
duzierten Systeme und die Hauptpunkte der Glieder eines Gelenk- 
mechanismus und ihre Bedeutung für die technische Mechanik/'^) 



22. Die Bewegungen eines physischen Pendels mit drehbarer 
Linse. 

Zum Schluß sollen noch als Anwendung der in diesem Buch dar- 
gestellten neuen Methoden der Untersuchung von Gelenksystemen die 
Bewegungsgleichungen des schon in der Ein- 
leitung und dann später zu Ende des 7. Ab- 
schnittes erwähnten physischen Pendels mit 
drehbarer Linse abgeleitet werden. 

Die Pendelstange desselben sei ohne Rei- 
bung um eine feste horizontale, zu ihrer Längs- 
ausdehnung senkrechte Achse 0^ (vgl. Fig. 67) 
drehbar, welche als Pendelachse bezeichnet 
sein soll. In Figur 67 ist dieselbe zu der 
Ebene der Zeichnung senkrecht gedacht. Die 
durch den Schwerpunkt S^ der Stange gehende 
zu Ol parallele Gerade sei eine Hauptträg- 
heitsachse für die Stange, dann stellt auch 
die Pendelachse selbst eine Hauptträgheits- 
achse für die Stange dar. In der durch die 
Pendelachse 0^ und den Schwerpunkt S^ 
gehenden Ebene sei an einer zu 0^ parallelen 
Geraden G^ g ®^^® bikonvexe Metallinse dreh- 
bar mit der Stange verbunden, deren geome- 
trische durch den Schwerpunkt S^ der Linse 



1) Zeitschrift für Mathematik uöd Physik. 
47. Band, Seite 42ü ff., 1902. 




Fig. 67. 
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hindurchgehende Achse mit G^ ^ zusammenfallen und eine Hauptträg- 
heitsache für die Linse darstellen soll; dabei ist außerdem noch yor- 
ausgesetzt^ daß die Linie^ welche den Schwerpunkt S2 der Linse mit 
dem Schwerpunkte S^ verbindet, und welche über S^ hinaus verlängert 
nach den getroffenen Annahmen die Pendelachse 0^ treflFen muß, auf 
der letzteren senkrecht steht, was sich etwa durch Zerteilen der Linse 
in zwei symmetrische Eugelsegmente erreichen läßt. Diese Linie 
stellt die Längsachse der Stange dar. Die Abstände der Schwerpunkte 
ÄjL und S2 von 0^ seien wie früher beim dreigliedrigen öelenksystem 
mit r^ \md l^, die Massen der Stange und der Linse mit m^ und m^^ 
und der Trägheitsradius der Stange für die zu Oj parallele Schwer- 
punktsachse mit Tt^, und endlich der Trägheitsradius der Linse für 
ihre durch den Schwerpunkt 8^ gehende Achse mit «g bezeichnet. 

Das erste reduzierte System, welches hier reduziertes Stangen- 
system genannt sein soll, wird erhalten, indem man in S^ die Masse m^ 
konzentriert und der Stange hinzugefügt denkt. Der Hauptpunkt H^ 
der Stange, welcher zunächst den Schwerpunkt des reduzierten 
Stangensystems, bei diesem speziellen Gelenksystem aber auch zu- 
gleich den Gesamtschwerpunkt Sq des ganzen Pendels darstellt, liegt 
nach den gemachten Voraussetzungen auf der Längsachse der Stange^ 
und zwar von 0^ in einer Entfernung q, für welche gilt 

(346) Wo^i « Wiri + m^l^ . 

Der Trägheitsradius k^ des reduzierten Stangensystems für die 
zu Ol parallele Achse durch H^ und das zugehörige Trägheitsmoment 
ergeben sich aus 

(347) m,\' « mi [x,» + (c, - r,y] -^ m, {l, - c,)\ 

Bezeichnet man mit X^ den Trägheitsradius des reduzierten 
Stangensystems in bezug auf die Pendelachse 0^, so ergibt sich 
weiterhin für das zugehörige Trägheitsmoment 

(348) moV = ^o(V + 0, 

welches natürlich auch direkt aus den gegebenen Größen abgeleitet 
werden kann, durch 

(349) m^X,' = m, {x,' + r,^) + m,l,K 

Daß die rechte Seite dieser letzten Formel mit der der vorletzten 
übereinstimmt, erkennt man aus (346) und (347). 

Das zweite reduzierte System oder das reduzierte Linsensystem 
wird erhalten, indem man in S^ die Masse m^ konzentriert und der 
Linse hinzugefügt denkt. Man bestätigt leicht, daß der Haupt- 
punkt H2 ^^^ Linse in diesem Falle mit S^ zusammenfällt, und daß 
die Trägheitsradien k^ und Ag ebenso wie die entsprechenden Träg- 
heitsmomente des reduzierten Linsensystems für die Achse G^ ^ gleich 
groß sind. Die beiden Trägheitsmomente besitzen den Wert 

(350) fn^X^^ = in^Jc^^ = m^x^K 
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Die Schwere wirkt nun auf das reduzierte Stangensjstem wie 
eine in H^ angreifende vertikal nach unten ziehende Kraft von der 
Größe m^g. Ist y^ der Winkel, den die Längsachse der Stange mit 
der Vertikalen bildet, so ist das Drehungsmoment dieser Kraft in be- 
zug auf die Pendelachse — m^g - c^sm ^^. Man hat daher als erste 
Bewegungsgleichung, faUs außer der Schwere keine anderen äußeren 
und insbesondere auch keine zwischen der Linse wirkenden inneren 
Kräfte vorhanden sind 

(351) m^ X^ • 9i" = — m^g • c^ sin q>^ 
oder 

(352) [mi (xi^ + r^^) + m^\^\ • 9/' = — {m^r^ + m^l^ g sin g?i . 

Auf das reduzierte Linsensystem wirkt die Schwere wie eine in 
H^ (d. h. also hier in S^ angreifende Kraft von der Größe m^g'^ ihr 
Drehungsmoment für die Achse durch Q^ g ist daher in diesem Falle 
Null, so daß man als zweite Bewegungsgleichung erhält 

(353) ^oVW = 0> 
woraus durch Integration folgt 

(354) w^oA2^ • 92' = Const. 

Man hat daher das Resultat, daß die Linse bei der Bewegung des 
Pendels sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit im Räume um die 
Achse 6?! 2 dreht, falls außer der Schwere keinerlei andere Kräfte, 
insbesondere keine inneren Kräfte zwischen Stange und Linse wirk- 
sam sind. Diese konstante Winkelgeschwindigkeit kann die Linse 
natürlich nur durch irgend welche Krafteinwirkung vor dem Beginn 
der Pendelschwingung erhalten haben. War dies nicht der Fall, so 
führt die Linse während der Schwingung eine reine Translations- 
bewegung aus. 

Soll dagegen die Linse mit beliebiger, nicht gleichförmiger 
Drehung um G^^ die Schwingung der Stange begleiten, so ist das 
nur möglich, wenn außer der Schwere noch andere Kräfte auf die 
Linse einwirken; diese werden dann aber zugleich auch die Schwingung 
des ganzen Pendels beeinflussen. Greift noch eine beliebige Kraft an 
der Linse an, so wird nach den früheren Auseinandersetzungen in 
der ersten Bewegungsgleichung, die ja zu der Bewegung des redu- 
zierten Stangensystems gehört, auf der rechten Seite noch das Drehungs- 
moment hinzutreten, welches diese Kraft, nachdem man sie parallel 
nach G^ ^ verlegt hat, auf die Pendelachse ausübt. Sind dagegen nur 
innere Kräfte zwischen Stange und Linse vorhanden, so werden die- 
selben wiederum auch auf das reduzierte Stangensystem mit Drehungs- 
momenten einwirken. Nach den früheren Auseinandersetzungen wirkt 
jedes Paar innerer Kräfte auf jedes der beiden reduzierten Systeme 
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mit einem Eräftepaar im Po ins ot sehen Sinne ein. Das von den 
inneren Kräften auf das reduzierte Linsensystem ausgeübte Drehungs- 
moment ist das resultierende 'Moment aller dieser Kraffcepaare. Das 
resultierende Drehungsmoment aller auf das reduzierte Stangensystem 
einwirkenden inneren Kräfte ist nach den früheren allgemeinen Be- 
trachtungen dem auf das reduzierte Linsensystem ausgeübten ent- 
gegengesetzt gleich. 

Es mögen nun innere Kräfte vorhanden sein, die etwa durch 
ii^endwelche zwischen Stange und Linse ausgespannte und sich nach 
Art von Muskelfasern kontrahierende elastische, aber masselose Stränge^ 
oder durch eine Uhrfeder oder ein zwischen beiden Gliedern ein- 
geschaltetes masseloses Uhrwerk herrorgerufen werden. Diese inneren 
Kräfte mögen auf das reduzierte Linsensystem mit einem Kräftepaar 
einwirken, dessen resultierendes Moment gleich D^ ist; dann lautet 
die zweite Bewegungsgleichung 

(355) w2<,As,2.9)5," = 2)j. 

Das auf das reduzierte Stangensystem von Seiten dieser inneren 
Kräfte ausgeübte Drehungsmoment, d. h. das Moment des an diesem 
System angreifenden resultierenden Kräftepaares ist daher gleich — Dg, 
so daß jetzt die erste Bewegungsgleichung lautet 

(356) Wo Aj^ • g?/' = — m^g • c^ sin (p^ — D^ 
Kombiniert man beide Bewegungsgleichungen, so erhält man 

(357) mo [Ai» . 9/' + A2* • 92"] ^ — m^g-c^ sin q)^ , 

wofür auch in Rücksicht auf die Werte der Trägheitsmomente m^l^^ 
und /Wq^^ ^^^ beiden reduzierten Systeme und der Hauptstrecke q 
geschrieben werden kann 

Solange die absolute Winkelbeschleunigung q)^', mit welcher sich 
die Linse um die Achse 6?^ 2 im Räume dreht, von der Winkel- 
beschleunigung 9?j", mit der sich die Stange um die Pendelachse 0^ 
bewegt, verschieden ist, besitzt die Linse relativ zur Stange eine 
Winkelbeschleunigung d'" von der Größe 9)3" — (p^'\ welche als die 
Winkelbeschleunigung der öelenkbewegung zwischen Linse und Stange 
aufgefaßt werden kann. Die Linse wird sich also gegen die Stange 
im Gelenk G^ g drehen, und zwar mit fortwährender Änderung ihrer 
zur Stange relativen Winkelgeschwindigkeit nach Maßgabe des je- 
weiligen Wertes der relativen Winkelbeschleunigung '&•". 

Führt man die Winkelbeschleunigung -ö*" der Gelenkbewegung in 
die Gleichung (358) ein, indem man ^j" durch 9/' + -ö"" ersetzt, so 
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nimmt dieselbe die Form an 

<359) ^"^^ ^""'^ + ""'"^ + "^^ ^"^^ ^ ^''^^ ' ^'" + '^''''' ' ^" 

= — (m^r^ + mj ij^r sin (p^ . 

Der zuerst untersuchte Fall, in welchem außer der Schwere keine 
äußeren und inneren Kräfte am Gelenksystem wirksam sein sollten^ 
war durch den Wert Null für g^g" charakterisiert. Daher ist in 
diesem Falle die Winkelbeschleunigung O*" im Gelenk G^ 2 entgegen- 
gesetzt gleich der Winkelbeschleunigung 9/' der Stange um die 
Pendelachse 0^. Wenn man die Bewegung des Pendels so einleitet, 
daß man die Stange um einen gewissen Winkel aus ihrer Ruhelage 
herausdreht und dann losläßt, ohne dabei der Stange oder der Linse 
eine besondere Anfangsgeschwindigkeit zu erteilen, so ist demnach in 
jedem Moment auch die Winkelgeschwindigkeit im Gelenk entgegen- 
gesetzt gleich der Winkelgeschwindigkeit der Stange bei ihrer Dreh- 
ung um O^. Dementsprechend führt dann, wie oben bemerkt, die 
Xinse im Räume eine reine Translationsbewegung aus. 

Es kann nun auch der Fall eintreten, daß die auf den ruhenden 
Raum bezogene absolute Winkelbeschleunigung y^" der Linse mit 
-der Winkelbeschleunigung q)^'' der Stange genau übereinstimmt; dann 
wird die Winkelbeschleunigung d"'' im Gelenk den Wert Null an- 
nehmen, d. h. es wird sich entweder die Linse so bewegen, als ob 
sie mit der Stange starr verbunden wäre, oder sie wird gegen die 
Stange eine gleichförmige Drehung im Gelenk (r^ 2 ausführen. Li 
<liesen Fällen nimmt die obige BewegungsgleichuDg (359) die spezielle 
JForm an 

<360) K {^1' + ^1') + ^2 (^2' + 'i')] • < - - K^i + ^h)9 sin (p^. 

Diese Gleichung stimmt aber in der Tat mit der Differential- 
gleichung der Bewegung des gewöhnlichen physischen Pendels überein, 
welches aus Stange und damit fest verbundener Linse besteht; denn 
-der Faktor von ^/' ist, wie man leicht erkennt, das Trägheitsmoment 
-dieses Pendels und der Ausdruck auf der rechten Seite infolge des 
-Zusammenfallens von Sq mit H^ das Drehungsmoment der Schwere, 
beide bezogen auf die Pendelachse Oj. 

Vergleicht man mit diesen Resultaten die von CarlNeumann in der 
oben (vgl. Seite 69) zitierten Abhandlung mit Hilfe der Lagrangeschen 
Differentialgleichungen abgeleiteten, so findet man vollkommene Über- 
einstimmung zwischen beiden. Man hat dabei nur in Rücksicht zu 
ziehen, daß das von Neu mann untersuchte Pendel insofern noch 
«etwas spezieller ist, als bei demselben die Masse der Pendelstange, 
wrelche dort durch ein aus vier starren Linien zusammengesetztes 
istarres Rechteck dargestellt wird, verschwindend klein gedacht ist. 
Setzt man aber in den obigen Formeln m^ gleich Null, und ersetzt 
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außerdem, um Übereinstimmung mit der von Neumann gewählten 
Bezeichnungsweise herbeizuführen, die Masse m^ der Linse durch Jtf^ 
das Trägheitsmoment w^ x^^ derselben in bezug auf die Achse G^ ^ 
durch M, und laßt endlich den Index 1 bei l^, qp^ uud ^j" fort, so 
gehen die Formeln (360), (352) und (359), welche den drei von Neu- 
mann unterschiedenen Fällen entsprechen, über in 

(361) (MP + M) . 9" - - Mlg sin <p , 

(362) Ml^ 9" Mlg sin g? , 

(363) {MP + M) . 9?" + M . '^" = - Mlg sin (p . 

Dies sind aber genau die von Neu mann gefundenen Gleichungen^ 
welche sich in der angegebenen Arbeit auf den Seiten 430, 431 und 
434 befinden und daselbst mit den Nummern (12), (18) und (26) 
bezeichnet sind. 

Damit ist wohl zur Genüge erwiesen, daß die Zurückführung der 
Bewegungen eines Gelenksystems auf die Bewegungen der reduzierten 
Systeme sogar schon bei sehr einfachen Gelenksystemen wertvolle 
Dienste leistet, indem sie es ermöglicht, die Bewegungsgleichungen 
des Systems direkt hinzuschreiben, ohne daß man genötigt wäre, den 
Umweg über die lebendige Kraft und die allgemeinen Lagrang eschen 
Differentialgleichungen der Bewegung zu machen. 



Literaturaiigaben. 



Angabe einiger Lehrbüeher, welcbe sieb hnter anderem mit physiologischer 

Kinetik besehäftigen. 

— A. Borelli, De motu animalium, Lngduni Batayorum 1679. 

""W.Weber und E. Weber, Mechanik der menschlichen Gehwerkzeuge, Göttingen 

1836 und W. Webers ges. Werke, Berlin 1894, Bd. 6. 
"^R. Willis, Principles of mechanism, London 1841. 

A. Fick, Die medizinische Physik, 1. Aufl. Braunschweig 1856, :-J. Aufl. 1886. 
* W. Henke, Handbuch der Anatomie und Mechanik der Gelenke, Leipzig und 

Heidelberg 1863. 
>^G. B. Duchenne, Physiologie des Mouvements, Paris 1867. Deutsch von C. Wer- 
nicke, Cassel und Berlin 1885. 
W. Wundt, Handbuch der medizinischen Physik, Erlangen 1867. 
*tS. Haughton, Principles of animal mechanics, 2. ed. London 1873. 

E. J. Marey, La machine animale, Paris 1873. 
^ H. Meyer, Die Statik und Mechanik des menschlichen Knochengerüstes, 

Leipzig 1873. 
*^<J. Eollmann, Mechanik des menschlichen Körpers, Naturkräfte Bd. 13, 
München 1874. 
J. Bell Pettigrew, Die Ortsbewegung der Tiere nebst Bemerkungen über Luft- 
schiffahrt. Internat, wissensch. Bibliothek, Leipzig 1875. 
G. Jäger, Die menschliche Arbeitskraft, Naturkräfte Bd. 26 u. 27. München 1878. 
""^A. Fick, Spezielle Bewegungslehre, Hermanns Handbuch der Physiologie, Bd. 1, 
Leipzig 1879. 
A. Fick, Mechanische Arbeit und Wärmeentwicklung bei der Muskeltätigkeit. 

Internat, wissensch. Bibliothek, Leipzig 1882. 
P. Leßhaft, Grundlagen der theoretischen Anatomie, Leipzig 1892. 
E. J. Marey, Le mouvement, Paris 1894. 

L. Hermann, Lehrbuch der Physiologie. 11. Aufl. Berlin 1896. 
G. Weiß, Trait^ de Physique biologique, Bd. 1, Paris 1901. 
E. Tigerstedt, Lehrbuch der Physiologie des Menschen. 2 Bände. H. Aufl. 

Leipzig 1902. 
R. du Bois-Reymond, Spezielle Muskelphysiologie oder Bewegungslehre, 

Berlin 1903. 
R. du Bois-Reymond, Gelenkbewegung — Spezielle Muskelphysiologie — 

Stehen und Gehen. Ergebnisse der Physiologie, 2. Abt. 2 (1903). 
M. von Frey, Vorlesungen über Physiologie, Berlin 1904. 

R. Fick, Handbuch der Anatomie und Mechanik der Gelenke unter Berück- 
sichtigung der bewegenden Muskeln, Jena 1904 — 1906. 
Im übrigen sei auf das ausführliche Literaturverzeichnis in dem Artikel des 
Verfassers über „physiologische Mechanik'* in der Enzyklopädie der mathema- 
tischen Wissenschaften mit Einschluß ihrer Anwendungen, Band IV, 2, E Heft 1 
(Leipzig 1904) verwiesen. 



366 Literatarangaben. 

Yerzeichnis derjenigen Abhandlnngren des Verfassers, yon deren Ergeb- 
nissen das Bnch eine zusammenfassende Darstellung gibt« 

(Leipz. Abh. bedeutet: Abhandlungen dei mathematisch-physischen Klasse* 
der Königlich Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig.) 

Die Botationsmomente der Beugemuskeln am Ellbogengelenk des Menschen. 

Leipz. Abh. 1889, (gemeinsam mit W. Braune). 
^Über den Schwerpunkt des menschlichen Körpers, mit Rücksicht auf die Aus- 
rüstung des deutschen Infanteristen. Leipz. Abh. 1889, (gemeinsam mit 

W. Braune). 
^Mechanismus zur Bestimmung der Lage des Schwerpunktes des menschlichen 

Körpers imd seiner Teile. Deutsche Mathematiker-Vereinigung, Katalog math. 

Modelle 1892. 
Zwei Mechanismen zur Darstellung der Wirkung eines Muskels. Deutsche Mathe- 
matiker-Vereinigung, Katalog math. Modelle 1892. 
. Mechanismus zur Bestimmung der Trägheitsmomente eines Körperteils für alle 

Schwerpunktsachsen. Deutsche Mathematiker -Vereinigung, Katalog math. 

Modelle 1892. 
Bestimmung der Trägheitsmomente des menschlichen Körpers und seiner Glieder. 

Leipz. Abh. 1892, (gemeinsam mit W. Braune). 
Die Arbeit der Muskeln und die lebendige Kraft des menschlichen Körpers.. 

Leipz. Abh. 1893. 
^Ein zweiter Mechanismus zur Bestinmiung der Lage des Schwerpunktes eines 

Systems von in beliebiger Weise durch Gelenke miteinander verbundenen 

Körpern. Deutsche Mathematiker- Vereinigung, Nachtrags -Katalog math. 

Modelle 1893. 
Über die Drehungsmomente ein- und mehrgelenkiger Muskeln. Arch. f. Anat^ 

u. Physiol , Anat. Abt. 1894. 
Der Gang des Menschen I. Teil: Versuche am unbelasteten und belasteten* 

Menschen. Leipz. Abh. 1896. (Die Versuche sind noch gemeinsam mit 

W. Braune angestellt worden.) 
Die Hebelwirkung des Fußes, wenn man sich auf die Zehen erhebt. Arch. f. Anat. 

u. Physiol., Anat Abt. 1895. 
Beiträge zu einer Muskeldynamik. I. Abh. : Über die Wirkungsweise eingelenkiger- 

Muskeln. Leipz. Abh. 1896. 
. Beiträge zur Muskelstatik. I. Abh. : Über das Gleichgewicht zwischen Schwere 

und Muskeln am zweigliedrigen System. Leipz. Abh. 1896. 
Über Grundlagen und Ziele der Muskelmechanik. Arch. f. Anat. u. Physiol.,. 

Anat. Abt. 1896. 
Beiträge zu einer Muskeldynamik. II. Abh.: Über die Wirkxmg der Schwere und 

beliebiger Muskeln auf das zweigliedrige System. Leipz. Abh. 1897. 
Der Gang des Menschen. 11. Teil: Die Bewegung des Gesamtschwerpunktes und 

die äußeren Kräfte. Leipz. Abh. 1899. 
Der Gang des Menschen. III. Teil: Betrachtungen über die weiteren Ziele der 

Untersuchung und Überblick über die Bewegungen der unteren Extremitäten. 

Leipz. Abh. 1900. 
Der Gang des Menschen. IV. Teil: Über die Bewegung des Fußes und die auf 

denselben einwirkenden Kräfte. Leipz. Abh. 1901. 
Über die Bedingungen und den Beginn der Ablösung der Fersen vom Boden. 

Wundts philosophische Studien 19 (1902). 
Das statische und kinetische Maß für die Wirkung eines Muskels, erläutert an 

ein- und zweigelenkigen Muskeln des Oberschenkels. Leipz. Abh. 1902. 



Literaturangaben. 367 

Über die reduzierten Systeme und die Hauptpunkte der Glieder eines Gelenk- 

mecbanismus und ihre Bedeutung für die technische Mechanik. Zeitschr. f. 

Math. u. Physik 47 (1902). 
Der Gang des Menschen. Y. Teil: Die Kinematik des Beinschwingens. Leipz» 

Abh. 1903. 
Physiologische Mechanik. Yerh. d. Gesellsch. deutsch. Naturf. u. Ärzte in 

Cassel 1903. 
Der Gang des Menschen. YI. Teil: Über den Einfluß der Schwere und der 

Muskeln auf die Schwingungsbewegung des Beins. Leipz. Abh. 1904. 
Physiologische Mechanik (Bewegungslehre). Enzyklopädie der mathematischen 

Wissenschaften mit Einschluß ihrer Anwendungen. Band lY, 2, 11. Heft 1. 
Über die Bewegungsgleichungen räumlicher Gelenksysteme. Leipz. Abh. 1905. 



Register. 



(Die Ziffern bedeuten die Seitenzahlen.) 



Ablösen der Fersen vom Boden 309 ff. 

Absolute Effektivkraft eines Teilschwer- 
punktes 33. 36. 75. 135. 

Allgemeine Koordinaten eines Gelenk- 
systems 10. 93. 137 

Allgemeine Lagrangesche Bewegungs- 
^eichungen 52. 158. 

Allgemein gültige Eigenschaften der re- 
duzierten Systeme und Hauptpunkte 96. 

Allgemeines räumlich. Gelenksystem 172. 

Anfangsbewegung bei alleiniger Ein- 
wirkung der Schwere 296 ö*. 

Anfangsbewegung bei gleichzeitiger Ein- 
wirkung von Muskeln und Schwere 295. 

Anfangsbewegung beim Ablösen der 
Fersen vom Boden 315. 

Anfangsbewegung eines Gelenksystems 
26i». 271. 

Ansatzkraft eines Muskels 215. 

Anzahl der Abschnitte des menschlichen 
Körpers 177. 

Anzahl der Bewegungsgleichungen 93. 

Arme der Kräftepaare des: 

M. biceps brachii caput longum 266. 
M. biceps femoris caput breve 232. 
M. iliacus 230. 

^ M. semimembranosus 235. 

Äußere lebendige Kraft eines Gelenk- 
systems 37. 121. 144. 

B. 

Bedeutung der Hauptstrecken des mensch- 
lichen Körpers 202. 

Bedingung des Ablösens der Fersen vom 
Boden 314. 

Beschleunigung des Gesamtschwer- 
punktes 28. 

Beschleunigung eines Teilschwerpunktes 
32. 34. 

Bewegung der Teilschwerpunkte 30. 

Bewegung des Gesamtschwerpunktes 22. 
69. 70. 

Bewegung eines Hauptpunktes 60. 62. 65. 



Bewegungen der einzelnen Glieder eines 
Gelenksystems 135, 136. 

Bewegungen der reduzierten Systeme 
131. 136. 175. 

Bewegungen eines physischen Pendels 
mit drehbarer Linse 359 ff. 

Bewegungsgleichungen des ebenen drei- 
gliedrigen Gelenksystems 53. 54. 

Bewegungsgleichungen des ebenen n- 
gliedrigen Gelenksystems 128. 

Bewegungsgleichungen des ebenen zwei- 
gliedrigen Gelenksystems 55. 

Bewegungsgleichungen des räumlichen 
zweigliedrigen Gelenksystems 157. 
169. 172. 

Bewegungsgleichungen des Pendels mit 
drehbarer Linse 361. 363. 

Bewegungsgleichungen für das Schwingen 
des Beins 346. 

D. 

Differentialgleichungen der Bewegung 
des ebenen dreigliedrigen Gelenk- 
systems 53. 54. 

Differentialgleichungen der Bewegung 
des ebenen n-gliedrigen Gelenksystems 
128. 129. 132. 

Differentialgleichungen der Bewegung 
des ebenen zweigliedrigen Gelenk- 
systems 55. 

Differentialgleichungen der Bewegung 
des räumlichen zweigliedrigen Gelenk- 
systems 157. 169. 172. 

Drehung eines reduzierten Systems um 
seinen Schwerpunkt 59. 62. 64. 

Drehungsmomente der Effektivkräfte 
beim Schwingen des Beins 342. 345. 

Drehungsmomente der Muskeln 214. 

Drehungsmomente der Muskeln beim 
Schwingen des Beins 341. 344. 345. 

Drehungsmomente der Schwere beim 
Schwingen des Beins 340. 344. 345. 

Drehungsmomente des M. biceps bra- 
chii caput longum 265. 



Regster. 369 

Drehnugsmomente des M. biceps femoris GesamtspannuDg der Wadenmuskulatar 

Caput breve 232. , beim Zehenstand 256. 

Drehungsmomente des M. iliacas 280. I Gesamtepannung des M. bracfaialis beim 
Drebnngsmomente des M. semimembra- Gleichgewicht gegen die Schwere 249. 

nosus 236. 260. 

Diehungsmomente eingelenkiger Muskebi Geschwindigkeit des Gesamtschwer- 

216. Punktes 27. 

Drehungsmomente für einen Körpeiieil Geschwindigkeit eines Teilschwerpunktes 

216. 32. 34. 

Drehungsmomente mehrgelenkiger Mus- i Geschwindigkeiten der Schwerpunkte 

kein 219. eines räumlichen Gelenksystems 148. 

Drehungsmomente zweigelenkiger Mus- Gewichte der Teile des menschlichen 

kein 217. Körpers 180. 209. 

Drehung um einen Hauptpunkt 26. Gleichgewicht am Arm 244. 

Drehung um eine Schwerpunktsachse 70. Gleichgewicht am Bein 251. 
Druck auf die Drehungsachse 70. Gleichgewicht am belasteten Arm 257. 

Druck im Fußgelenk 4 ; Gleichgewicht am zweigliedrigen Sy- 

Druck im Hüi%elenk beim Schwingen stem bei verschwindender Masse des 

des Beins 336. ersten Gliedes 254. 

Druck im Kniegelenk beim Schwingen Gleichgewichtsbedingungen für das zwei- 

des Beins 337. 342. gliedrige ebene Gelenksystem 240. 

Druck im oberen Sprunggelenk beim Gleichgewichtshaltungen des Armes 246. 

Schwingen des Beins 343. 345. 261. 267. 

Druck in einem Gelenk 72. 73. 77. 78. 80. Gleichgewichtsprobleme 239. 

' Gleichgewichtspunkt des Unterarms 259. 

^» I Gleichgewicht zwischen Schwere und 

Ebenes Gelenksystem 9. dem langen Kopf des M. biceps bra- 

Ebenes w-gliedriges Gelenksystem 93. \ chii 265. 

Effektivkraft des Gesamtschwerpunktes i Gleichgewicht zwischen Schwere und 

30. I eingelenkigen Muskeln am Arm 244. 

Effektivkraft eines Teilschwerpunktes Gleichgewicht zwischen Schwere und 

33. 34. I zweigelenkigen Muskeln am Arm 258. 

Eigenschaften der reduzierten Systeme 260. 

und Hauptpunkte 96. 98. 99. 120. | Glieder eines Gelenksystems 3. 
Einteilung der Probleme der Muskel- Grade der Freiheit 3. 10. 93. 

dynamik 333. 1 

Einwirkung der anhängenden Glieder 71. w 

Einwirkung der Schwere auf die Körper- 
teile 204. Haltimgen des Armes, in denen die 
Elementararbeiten äußerer Kräfte 43. , Schwere nur auf das Ellbogengelenk 

45. 47. einwirkt 307. 

•Elementararbeiten der Kräfte 42. Haltungen des Armes, in denen die 

Elementararbeiten der Schwere 45. 47. Schwere nur auf das Schultergelenk 
Elementararbeiten innerer Kräfte 48. einwirkt 308. 

Elementararbeiten von Muskehi 49. 50. I Hauptpunkt der Kurbel am Schubkurbel- 
_,^1- getriebe 351. 

üilementare Ableitung der Bewegungs- Hauptpunkt der Schubstange am Sohub- 

gleichungen 69. kurbelgetriebe 351. 

Endglieder 97 , Hauptpunkt des Fußes 195. 

Erheben auf die Zehen 3, 68. Hauptpunkt des Gleitstücks am Schub- 

Eu er sehe Gleichungen 175. , kurbelgetriebe 351. 

Euler sehe Wmkel 137. Hauptpunkt des Kopfes 198. 

P Haupi^unkt des Oberarms 196. 

*• Hauptpunkt des Oberschenkels 194. 

Folgen des Gelenkzusammenhanges der Hauptpunkt des Rumpfes 196. 

Glieder eines Systems 71. Hauptpunkt des Systems Unterarm + 

Hand 195. 
^* Hauptpunkt des Unterschenkels 195. 

Gelenkmittelpunkt 97. Hauptpunkte des dreigliedrigen Gelenk- 

Gelenksystem 3. Systems 11. 

Fischer, Mechanik der lebenden Körper. 24 



370 



Register. 



Hanptpunkte des menschlichen Eöipers 

193 ff. 
Hauptpunkt eines Gliedes 6. 
Hauptpunkt eines Teilsystems 118. 
Hauptpunkte und Gesamtschwerpunkt: 

beim zweigliedrigen Gelenksystem 18. 

beim dreigliedrigen Gelenksystem 16. 

beim allgemeinen n-gliedrigen Gelenk- 
system 99. 105. 111. 

beim menschlichen Körper 199. 
Hauptpunkte und lebendige Kraft 37. 
Hauptpunkte und Teilschwerpunkte: 

beim dreigliedrigen Gelenksystem 19. 

beim allgemeinen w-gliedrigen Gelenk- 
system 111. 118. 

beim menschlichen Körper 199. 
Hauptpunkte und Verrückungen eines 

Gelenksystems 38. 118. 
Hauptstrecken des dreigliedrigen Gelenk- 
systems 12. 14. 
Hauptstrecken des menschlichen Körpers 

199. 202. 
Hauptstrecken des n-gliedrigen Gelenk- 

svstems 100. 124. 



I. 

Innere lebendige Kraft: 

des zweigliedrigen Gelenksystems 42. 

des dreigliedrigen Gelenksystems 37, 
40. 
Insertionsstellen eines Muskels 215. 
Interpretation der Bewegungsgleichungen 

55 ff. 131. 135. 160. 



Kernglied eines reduzierten Systems 6. 

97. 
Kinetisches Maß für den langen Kopf 

des M. biceps brachii 285. 
Kinetisches Maß für den M. semimem- 

branosus 292. 
Kinetisches Maß für die Armmuskeln 

276. 
Kinetisches Maß für die Beinmuskeln 

288. 
Kinetisches Maß für die eingelenkigen 

Muskeln des Ellbogengelenks 278. 
Kinetisches Maß für die eingelenkigen 

Muskeln des Kniegelenks 291. 
Kinetisches Maß für die eingelenkigen 

Muskeln des Schultergelenks 281. 
Kinetisches Maß für die Wirkung der 

Schwere 296. , 

Kinetisches Maß für die Wirkung eines , 

Muskels 273. 
Knotenlinie des Hauptpunktes 138. j 

Komponenten der Beschleunigung des ! 

Gesamtschwerpunktes 29. 



Komponenten der Effektivkraffc des Ge- 
samtschwerpunktes 30. 

Komponenten der Geschwindigkeit des 
Gesamtschwerpunktes 29. 

Komponenten der relativen Effektivkraft 
eines Teilschwerpunktes 33. 34. 36. 

Komponenten des totalen Massendrucks 
am Schubkurbelgetriebe 352. 

Konstanten des zweigliedrigen Gelenk- 
systems 273. 

Konstruktion der Teilschwerpunkte 20. 

Konstruktion des Gesamtschwerpunktes 
16. 111. 199. 

Koordinaten des Gesamtschwerpunktes 
28. 187. 

Kräfte am Fuß beim Schwingen des 
Beins 345. 

Kräfte am Oberschenkel beim Schwingen 
des Beins 335 ff. 

Kräfte am Unterschenkel beim Schwingen 
des Beins 342 ff. 

Kräfte eines reduzierten Systems 59. 98. 

Kräftepaare 50, 51, 215. 

Ki'äfkepaare eines eingelenkigen Mus- 
kels 216. 

Kräftepaare eines mehrgelenkigen Mus- 
kels 219. 220. 

Kräftepaare eines zweigelenkigen Mus- 
kels 217. 218. 



Lagrange'sche Bewegungsgleichungen 52. 
158. 

Längen der Teile des menschlichen 
Körpers 209. 

Lebendige Kraft des ebenen dreiglied- 
rigen Gelenksystems 37, 41, 42. 

Lebendige Kraft des ebenen ti-glied- 
rigen Gelenksystems 121. 125. 127. 

Lebendige Kraft des räumlichen zwei- 
gliedrigen Gelenksystems 144. 157. 

M. 

Maschine 3. 

Masse eines reduzierten Systems 6. 

Massenausgleich am Schubkurbelgetriebe 
353. 354. 

Massenbestimmung am menschlichen 
Körper 178. 

Massen der Teile des menschlichen Kör- 
pers 179. 180. 209. 

Masseneinheit 180. 

Massenzahl 180. 

Maßsystem 179. 180. 

Methode der Ableitung der Drehungs- 
momente 222. 

Methode der Bestimmung der Trägheits- 
momente 206. 

Momentfläche 223. 



Register. 



371 



Momentkurve 223. 
Muskeldynamik 177. 
Muskelstatik 177. 

N. 

Normalbeschleunigung 27. 
Nullstellung eines Gliedes 141. 

P. 

Partielle Hauptpunkte 241. 

Pendel mit drehbarer Linse 7. 69. 

359 
Prinzip der Gleichheit von Wirkung und 

Gegenwirkung 69, 70. 

Querachsen eines Gliedes 141. 

^ K. 

Räumlicher Schwerpunktsmechanismus 
193. 

Räumliches Gelenksystem 137. 

Reduziertes Fußsystem 6. 

Reduziertes Oberarmsystem 193. 

Reduziertes Oberschenkelsystem 6. 

Reduziertes Rumpfsystem 6. 193. 

Reduziertes Schubstangensystem 7. 351. 

Reduziertes Stangensystem am Pendel 
mit drehbarer Linse 8. 360. 

Reduziertes System 5. 

Reduzierte Systeme des ebenen drei- 
gliedrigen Gelenksystems 11. 

Reduzierte Systeme des räumlichen Ge- 
lenksystems 160, 

Relative Beschleunigung eines Teil- 
schwerpunktes 32. 34. 36. 36. 

Relative Geschwindigkeit eines Teil- 
schwerpunktes 32. 34. 35. 36. 

Relative Effektivkraft eines Einzel- 
schwerpunktes beim räumlichen Ge- 
lenksystem 163. 

Relative Effektivkraft eines Teilschwer- 
punktes 33. 36. 76. 131. 

Resultierender Massendruck am Schub- 
kurbelgetriebe 352. 

Richtpunkt am Unterschenkel 253. 

Richtpunkt auf der Schubstange des 
Schubkurbelgetriebes 358. 

Richtpunkt des Unterarms 248. 



Schematisierung der Gelenkbewegung 2. 
Schwerpunkt des Kopfes 181. 209. 
Schwerpunkt des Rumpfes 181. 209. 
Schwerpunkte der Extremitäten- 
abschnitte 182—184. 209. 
Schwerpunkt eines reduzierten Systems 6. 
Schwerpunkt eines Teilsystems 118. 



Schwerpunktabestimmung am mensch- 
lichen Körper 177. 

SchwerpunktsmechanismuB 17. 

SchwerpunktsmechanismuB für den 
menschlichen Körper 187. 

Schwerpunktssatz 69. 

Schwingung des Beins beim Gehen 334 ff. 

Schubkurbelgetriebe 7. 

Sechsgliedriges ebenes Gelenksystem 101. 

Spannung der Wadenmuskulatur beim 
Zehenstand 256. 

Spezifische Spannung des M. brachialis 
beim Gleichgewicht gegen die Schwere 
249. 

Statisches Maß für die Wirkung eines 
Muskels 221. 

Systemhauptpunkt 19. 118. 

T. 

Tangentialbeschleunigung 27. 

Totale lebendige Kraft: 

des ebenen dreigliedrigen Gelenk- 
systems 41. 42. 
des ebenen w-gliedrigen Gelenk- 
systems 122. 
des ebenen zweigliedrigen Gelenk- 
systems 42. 
des räumlichen zweigliedrigen Gelenk- 
systems 153. 157. 

Totale Hauptpunkte 241. 

Totaler Mas sendruck am Schubkurbel- 
getriebe 352. 

Trägheitsellipsoid eines reduzierten Sy- 
stems 13. 

Trägheitsmomente der Teile des mensch- 
lichen Körpers 205. 209. 

Trägheitsmomente der reduzierten Sy- 
steme des ebenen dreigliedrigen Ge- 
lenksystems 13. 124. 

Trägheitsmomente der reduzierten Sy- 
steme des räumlichen zweigliedrigen 
Gelenksystems 150. 

Trägheitsradien der reduzierten Systeme 
des ebenen dreigliedrigen Gelenk- 
systems 13. 

Trägheitsradien der reduzierten Systeme 
des räumlichen zweigliedrigen Ge- 
lenksystems 161. 

Trägheitsradien für den menschlichen 
Körper 209. 210. 212. 

Translationsbewegung 3. 

U. 

Ursprungskraft eines Muskels 215. 



Vektor nach dem Gesamtschwerpunkt 
26. 103. 

24* 



